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ON SOz

Dalgaciklar (Wavelets), bir sinyali farkli ¢oziiniirlikk seviyesindeki bilesenlerine
aywrarak analiz etmeye yarayan matematiksel araglardir ve geleneksel Fourier
yontemlerine gore daha iyi bir zaman yerellestirmesi saglarlar. Bu ylizden bir¢ok
miihendislik ve fizik problemini ¢6zmek i¢in, bilhassa piiriizlii fonksiyonlarin

analizinde dalgacik yontemleri tercih edilmektedir [1-3].

Bu tez ¢alismasinin amaci, integral denklemlerin Dalgacik Analizi yardimiyla nasil
coziilebilecegini gostermektir. Bu amac¢ dogrultusunda 6ncelikle “Temel Kavramlar”
boliimiinde teorinin gelisimi agisindan da dnemli olan temel bilgiler verilecektir.
“Skaler Dalgacik Teorisi’ne Giris” bolimiinde ¢alismada kullanilacak temel arag olan
dalgaciklar, “Integral denklemler” boliimiinde ise bu ¢alismanin kaynagi olan problem
tanitilacaktir. “Literatlir Taramas1” boliimiinde dalgaciklarin integral denklemlerin
¢ozlimlerine dair uygulamalar ile ilgili bir 6zet bilgi sunulacaktir. “Yontem”
bolimiinde ise Dalgactk Moment Metodunun ve Dalgacik Siralama Metodunun
integral denklemlere birer uygulamasi Onerilecek ve bu uygulamalar agiklayici
orneklerle destekleneceklerdir. “Sonug ve Oneriler” boliimiinde ise 6nerilen metotlarin

kisa bir degerlendirmesi yapilacak ve uygulamaya dair bazi 6nerilere yer verilecektir.

Bu tez calismasinin hazirlanmasinda desteklerini her asamada yanimda hissettigim
hocam Yrd. Dog. Dr. Ahmet ALTURK ’e tesekkiirii borg bilirim. Ayrica iizerimde ¢ok
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OZET

Waveletlerle integral Denklemlerine Yaklasim

Bu tez calismasmmin amaci, farkli tiplerdeki integral denklemleri dalgacik
yontemleriyle ¢dzmektir. Ozel olarak dalgacik siralama metodu igin Periyodik
Harmonik Dalgaciklar ve dalgacik moment metodu i¢in Haar dalgaciklar1 kullanilmas,
Onerilen yontemlerin uygulanabilirligini gostermek icin agiklayict bazi ornekler

sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Dalgacik Analizi, Harmonik Dalgaciklar, Dalgacik Siralama

Metodu, Dalgactk Moment Metodu, Integral Denklemler



ABSTRACT
Approximate Solutions of Integral Equations Via Wavelets

The purpose of this thesis is to solve some certain types of integral equations by using
wavelets. In particular, we use Periodized Harmonic Wavelets in the wavelet
collocation method and Haar wavelets in the wavelet moment method to obtain exact
or approximate solutions. Illustrative examples are provided to show the applicability

and advantages of the proposed methods.

Key Words: Wavelet Analysis, Harmonic Wavelets, Wavelet Collocation Method,

Wavelet Moment Method, Integral Equations
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1 GIRIS

Integral denklemler bilinmeyen bir fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler seklinde tarif edilmekle beraber bu tanim aslinda yeterince agiklayici
degildir. Ciinkii integral denklemleri genelleyip tek bir c¢ati altinda birlestirmek
miimkiin degildir. Integral denklemler tamimlayic1 integralin smirlari, integrand
icerisinde bulunan ¢ekirdek dedigimiz fonksiyonun durumu veya denklemin lineer
olup olmamasi gibi farkli kriterlere gore siniflandirilabilirler. Bu, integral denklemleri
analitik olarak ¢6zmek igin genel bir metot ortaya konulmasini neredeyse imkansiz
kilmakla birlikte, farkli tipteki integral denklemler i¢in yaklasik c¢oziimlerin

aranmasini makul kilmaktadir.

Kismi integrasyon yardimiyla bir integral alinirken kullanilan yontemlerden de
hatirlanacagi tizere, en basit fonksiyonlar iistel fonksiyonlardir ve kompleks iistel
fonksiyonlar trigonometrik polinomlar olarak adlandirilmaktadirlar. Bir fonksiyona
trigonometrik polinomlarla yaklagsmak igin kullanilacak araclardan biri siiphesiz
Fourier analizi olacaktir. Fourier doniisiimii, diger biitiin dontisiimlerin en 6nemlisi
olmast ile birlikte “the king of all transforms” unvanina layik goriilmiis olsa da; diger
tiim yaklasim metotlar1 gibi Fourier doniisiimii de uygulamaya gelindiginde kusursuz
degildir. Fourier analizi, aslinda es zamanli olarak zaman ve frekans analizi
yapilmasina olanak saglar. Bu analiz esnasinda matematiksel literatiirde “Fourier
belirsizligi” veya “Heisenberg'in belirsizlik ilkesi” diye de bilinen bir belirsizlik soz
konusudur.

Fourier belirsizligini minimize etmek igin, Fourier doniisiimiiniin kisa zamanli Fourier
dontigiimii (short time Fourier transform) gibi bazi uzantilart insa edilmistir. Zaman
icerisinde bu yeni doniisiimlerin de uygulamadaki ihtiyaclar1 karsilamada yetersiz
kalmasiyla arayisa giren bilim insanlari, dalgacik analizini (wavelet analysis)

kesfetmislerdir.

[k dalgacik 1909 yilinda Alfred Haar tarafindan insa edilmesine karsin, dalgacik
ifadesini ortaya atan ilk kisi Fransiz jeofizik miihendisi olan Jean Morlet’dir (1984).



Morlet'nin ¢alismalar1 daha sonralari, kuantum fizikgisi Alex Grossmann’a, harmonik
analist Yves Meyer'e, elektronik mithendisi Stephane Mallat‘ya ve diger bir kuantum
fizikcisi Ingrid Daubechies'ye (ki kendisinin doktora tez danismani A. Grossman’dir)
ilham vermistir. 1988’de, Mallat ¢oklu ¢oziiniirliik analizini (multiresolution analysis)
doktora tezi olarak savunmustur. Sonraki yillarda Daubechies, herhangi bir
uygulamada ihtiya¢ duyulabilecek gayet iyi yaklasima sahip, silirekli ve kompakt
destekli Daubechies dalgaciklarini inga etmis ve uygulamaya sunmustur [2].

Yukarida bahsedilen siiregten de anlasilacagi gibi bu tez ¢alismasinin amaci frekans
kiimesi iizerinden dalgaciklarin nasil insa edilebilecegini gostermek ve dalgaciklari
tanitmaktir. Sonrasinda da, Harmonik dalgaciklarla dalgacik siralama metodu ve Haar
dalgaciklariyla dalgactk moment metodu kullanilarak bir integral denklemin nasil

¢oziilebilecegi gosterilerek agiklayict orneklerle de desteklenecektir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu tez c¢alismasinin asil amaci, integral denklemlerinin dalgacik yontemleri
kullanilarak nasil ¢oziilebilecegini incelemektir. Bu calisma esnasinda bazi temel
matematiksel araglara ihtiya¢ duyulacagindan, bu boliimde ¢alisma igerisinde gerekli
olacak birtakim temel kavramlar tanitilacaktir. Bu kavramlar {izerine daha ayrintili

bilgi edinebilmek i¢in [60-65]’te verilen kaynaklardan faydalanilabilir.

2.1 Tanim

V bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. " + ", V’de taniml1 toplama seklinde

adlandirilan ve ".", K ve V’nin elemanlari arasinda tanimli ¢arpma seklinde
adlandirilan birer islem olsunlar.

1. Her u,v,w €V i¢gin

u+v)+w=u+@+w).

2. V°de 0 ile gosterilen bir eleman vardir 6yle ki her u € V igin

O+u=u+0=u

3. Her u € V i¢in V’de bir (—u) eleman1 vardir dyle ki

u+ (—u) =0.
4, Her u,v € V icin

ut+v=v+u
Herc e Kveheru,v € Viginc.(u+v) =c.u+c.v.
Hera,b € Kveheru € Vigin (a+ b).v=a.v+b.v.
Her a,b € K ve her u € V igin (ab).v = a.(b.v).

© N o O

1 sayis1 (K, . )’ nin birim eleman1 olmak tizere her u € V i¢in 1.u = wu.

Yukaridaki sartlar1 saglayan V kiimesine, K cismi lizerinde bir vektdr uzayr denir.

Ornegin; R™, R cismi iizerinde ve C" ise C cismi {izerinde birer vektor uzayidir.



2.2 Tanim

V bir kiime ve d, V lizerinde bir metrik (ya da bir uzaklik fonksiyonu), yani, V X V

tizerinde, her x,y,z € V igin

d(x,y)=0
dx,y)=0=x=y
d(x,y) = d(y,x)

dx,y) <d(x,z) +d(z,y)

A

olacak sekilde tanimlanan bir fonksiyon olmak iizere (V, d) ikilisine metrik uzay denir.

2.3 Tanim

V, K iizerinde bir vektdr uzayr olsun. u,v € V ve a € K olmak iizere asagidaki

kosullari saglayan ||.||: V — R fonksiyonuna V {izerinde bir norm denir.
1. lull = 0
2 |lu|]| = 0 ancak ve ancak u = 0,
3. Her a € K i¢in ||a. u|| = |a|||u]|
4 lu + vl < llull + v

Uzerinde bir norm tanimlanmis olan vektdr uzayina normlu vektdr uzayi veya kisaca

normlu uzay denir. Ornegin R™ uzayi ||x|| = /x2 + x2 + --- + x2 normu ile birlikte

bir normlu uzaydir.
2.4 Tanim

V bir normlu vektor uzayi olsun. V, tizerindeki norm || . ||, u, v € V i¢in V lizerinde
dw,v) = llu—vl|
ile verilen bir metrik tanimlar. Bu metrik norm tarafindan indirgenen metrik olarak

adlandirilir. Bu durumda (V, d) ikilisine de normdan indirgenen metrik uzay denir.



2.5 Tanim

Xy, bir say1 dizisi olsun. Her pozitif € i¢in ve her n,m = N i¢in ||x,, — x,,|| < € olacak

sekilde bir N dogal sayis1 bulunabiliyorsa x,, dizisi bir Cauchy dizisidir.

2.6 Not

Bir metrik uzay icerisinde her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik uzay tamdir.
2.7 Tanim

Bir normlu vektor uzayi, normdan indirgenen metrige gore tam ise; bu uzay bir Banach

uzay1 olarak adlandirilir.

Miihendislik uygulamalarinda ¢ogunlukla Banach uzaylari kullanilir. Banach
uzaylarma 6rnek olarak “Oklid uzaylar” verilebilir. Bununla birlikte, uygulamada en
sik karsilasilan fonksiyon uzaylarindan olan LP uzaylar1 ve dizi uzaylarindan olan [P

uzaylar1 da Banach uzaylaridir.
Ornek

p € [1, ) olmak iizere, [P(N) = {{xk},‘f’:l: X lxe PP < 00} uzayl

0 1/p
1Gedaally = (va’)
k=1

normu tarafindan indirgenen metrige gére tamdir. Ozel olarak,

I2(N) = {{xk},‘f:l: o lx | HY? < 00} uzay1

1Guemill, = (Zw)
k=1

normuna gore bir Banach uzayidir.

1/2



Ornek

p € [1,©) olmak iizere, LP(R) = {f(x): (ffooolf(x)lpdx)l/p < oo} uzay1

IfFell, = ( f|f(X)|pdx)

normu tarafindan indirgenen metrige gore tamdir. Ozel olarak ise,

P® = {£0: (S If0Pdx) " < eo} uzay

If 2 = ( flf(x)l%ix)

normuna gore bir Banach uzayidir.

1/p

1/2

2.8 Tanim

Asagidaki 6zellikleri saglayan bir (.,.): V — C fonksiyonuna, i¢ ¢arpim denir.

1. u,v,w €V icin (u,v + w) = (u,v) + (u, w)

2 u,v €Vvea,b € Cicin{au, bv) = ab{u, v)

3 (u,v) = (v,u)

4, (u,u) = 0 ve (u,u) = 0 ancak ve ancak u = 0y
5 [(w, )| < [[ullllv]l

Uzerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmis vektdr uzayina, i¢ ¢arpim uzayi denir. Ornegin;
“Oklid uzaylar1”, {izerlerinde taniml1 standart i¢ ¢arpimla birlikte bir i¢ carpim uzayi

olustururlar.
2.9 Tanim
u ve v, V i¢ ¢arpim uzayinin iki elemani olsunlar. (u, v) = 0 ise u ve v ortogonaldir

denir ve bu durum u L v ile gosterilir. Eger u ve v’nin, V iizerindeki i¢ ¢arpimdan

indirgenen norma gore biiyiikliikleri bir birim ise u ve v ortonormaldir denir.



2.10 Lemma

V bir i¢ carpim uzay1 ve {@g, ¢1, @2, ... } kiimesi V’de ortonormal bir sistem olsun. Her

f €V igin

£G) = D 4,0 )0k0)
k=0

esitliginin dogru olmast i¢in gerekli ve yeterli bir sart {¢g, @1, @, ... } kiimesinin V’de

tam ortonormal bir sistem olmasidir.
fspat

Ispat icin [62] ye bakiniz.

2.11 Teorem

V bir i¢ carpim uzay1 ve {@g, ¢1, @2, ... } kiimesi V’de ortonormal bir sistem olsun. Her

f € Vigin

I = D 1 ol?
k=0

esitliginin dogru olmasi igin gerek ve yeter sart {¢,, ¢1, @2, ... } kiimesinin V’de tam
olmasidir. Bu teorem Parseval teoremi diye bilinmekle birlikte, geometrik olarak
Pisagor teoreminin bir genellemesi seklinde diisiiniilebilir.

fspat

Ispat igin [62] ye bakiniz.



2.12 Not
Biitiin normlar i¢ ¢carpimlardan gelmemekle birlikte, her i¢ ¢arpim bir norm fiiretir ve
bu norm |lu|| = {(u, u)*/? ile tanimlanir. Bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir.
Bir normlu uzay {izerindeki normun bir i¢ ¢arpim tarafindan iiretilip iiretilmedigini
O6grenmenin yollarindan birisi; bu normun, paralelkenar yasasi olarak bilinen

2lull? + 2|vll* = llu + vII* + llu — vlI?
0zdesligini saglayip saglamadigini kontrol etmektir.

2.13 Tanim

Bir i¢ carpim uzayi, i¢ ¢arpimdan indirgenen norm ve bu normdan indirgenen metrige

gore tam ise; bu uzay bir Hilbert uzay1 olarak adlandirilir.
2.14 Teorem

L?(R) uzay1

(f(x), g () = f FO)TGdx

i¢ carpimu ile birlikte bir Hilbert uzayidir.
2.15 Not

p # 2 i¢in LP(R) uzayi, lizerindeki norm paralelkenar yasasini saglamadigindan
dolay1; LP (R) uzaylar1 arasinda Hilbert uzayi olan tek uzay, L2(R) uzayidir. Enerjisi
sonlu sinyaller uzay1 olarak bilinen L?(R) uzayi, uygulamada en sik karsilasilan

uzaylardan birisidir.



2.16 Tanim
f(x) € L*(R) ve a € R olmak iizere

Tof(X) = f(x —a)
ile tanimlanan T, operatoriine 6teleme operatorii denir.
2.17 Tanim

f(x) € L*(R) ve ¢ > 0 olsun.

1
D.f(x) = ﬁf(x/c)

ile tanimlanan D, operatoriine 6l¢cekleme operatorii denir.
2.18 Not

Ilerleyen béliimlerde, L?(R)’mn dalgacik denilen bazi ¢cok 6zel 1 (x) elemanlart igin,

{Dj T (x) }j ey KUmesi dalgacik sistemi olarak tanimlanacaktir. Bu nedenle yukarida

tanimlanan D; ve T, operatdrleri bu ¢aligma igin biiyiik 6nem arz ederler.
2.19 Teorem
V bir Hilbert uzay1 ve W, V’nin kapal1 bir alt uzay1 olsun. Bu durumda

Vv=wewt
fspat

Ispat icin [60]’a bakimiz.
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2.20 Tanim

fi:R - C fonksiyonu i¢in f’nin destegi supp f = {x € R: f(x) # 0} kiimesidir.
supp f siirhysa, diger bir deyisle supp f < [a, b] olacak sekilde a, b € R sabitleri
bulunabiliyorsa, f’ye kompakt desteklidir denir.

2.21 Tanim

Siirekli ve kompakt destekli fonksiyonlarin uzay1

C.(R) = {f:R — C: f siirekli ve f kompakt destekli}

seklinde tanimlanir. Kompakt destek kabulii uygulamalar i¢in daha gercekgei olmakla

birlikte C.(R) bir Banach uzay1 veya Hilbert uzay1 degildir.

2.22 Tanim

V bir metrik uzay ve W c V olmak iizere V c W sartim1 saglayan W’ya V’de yogundur

denir.

2.23 Teorem

C.(R) uzay1 p € [1, ) i¢in L? (R) uzaymda yogundur.

fspat

Ispat icin [61] e bakimiz.



3 SKALER DALGACIK TEORISINE GIRiS

3.1 Inceltilebilir Fonksiyonlar (Refinable Functions)

Bu boliimde, tek boyutlu klasik Dalgacik Teorisi’ne bir giris yapilacaktir. Burada
kullanilan temel kaynaklar [4] ve [8] olmakla birlikte bu konuyla ilgili daha fazla bilgi
[1-9]’da verilmistir.

Zaman veya mekanin salinimli fonksiyonlari, genel olarak dalga seklinde adlandirilir.
Dalgacik ise enerjisi hem zaman hem de mekan uzaylarinda belli bolgelerde
yogunlagmus kiiglik dalga seklinde tarif edilebilir. Teknik anlamda ise dalgacik, tek bir
ana fonksiyonun oOtelemeleri ve Olceklemeleri ile Hilbert uzayinin taban
fonksiyonlarini olugturan ana fonksiyon seklinde tanimlanabilir. Dalgaciklar gegisken,
duragan olmayan veya zamana gore degisim gosterebilen sinyallerin analizinde etkin

olarak kullanilabilen araglardir [1,3].

3.1.1 Tanim
Bir
¢:R—->C
fonksiyonu, eger
2
P =VZ ) hep(2x— 1) 3.1)
k=kq

iki-6lgekli fark denklemini (veya yineleme bagintisi) sagliyorsa, ¢’ye inceltilebilir
fonksiyon denir. Burada h, € C’ler yineleme katsayilar1 olarak bilinirler. v/2 ise

Fourier analizindeki v2m gibi L? uzayinda normalizasyon igin kullanilmaktadir.

Eger k € Z i¢in
(p(x), @(x = k)) = oy
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ise ¢ ortogonal olarak nitelendirilir. Burada

(1 ,j=k
61"‘_{0 Jj*k

seklinde tanimli fonksiyon Kronecker delta fonksiyonu olarak bilinmektedir.
Ornek

Haar Fonksiyonu, birim genislik ve birim yiikseklige sahip
_ (1 ,x€[0,1]
¢(x) = {o ,x & [0,1]
fonksiyonudur. Burada ¢ (2x) kullanilarak, ¢ (x)’in asagidaki gibi elde edilebilecegi
aciktir.

@(x) = ¢(2x) + 9(2x — 1)
esitligi icin, (3.1)’den

hozhlzﬁ

oldugu goriilebilir. Bu esitlikten Haar fonksiyonunun ortogonal oldugu gériilmektedir.

10

08

06

04

02

00

- 10 - 05 00 05 10 15

Sekil 3.1 Haar Fonksiyonu

Ornek

Meksika sapka fonksiyonu

1+x ,-1<x<0
p(x)=4{1-x ,0<x<1
0 ,diger
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seklinde tanimlanir. ¢ (x) fonksiyonu asagidaki esitlikleri saglar:

p(x) = %(p(Zx +1)+ e(2x) + %(p(Zx -1)

= ﬁ(%(p(Zx + 1)+ 50(20) +559(2x - 1))-

Son esitlik ele alindiginda

A WL

242" V2 a2

seklinde bulunur. Burada (@(x),@(x — 1)) # 0 oldugundan Sapka Fonksiyonu

h_1 =

ortogonal degildir.

10

04

-2 -1 1 2

Sekil 3.2 Meksika Sapka Fonksiyonu ve yineleme bagintisi

3.1.2 Teorem

h;’lar yineleme katsayilar1 olmak tizere

Z i he—21 = 801 (3.2)
K

esitligi ortogonallik i¢gin gerekli bir kosuldur.
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Ispat

S =({p),0(x—1D)
= (\/Ez h,o(2x — k) ,\/EZ h,o(2x — 21 —m))
k m

=23 > b Tl (2x — ), (2% = 2L = m)
k m

= z Z hy ﬂ&(,mm
k m

= z hy hy—21-
k

Yukaridaki teorem goz Oniine alindiginda ortogonal bir ¢ fonksiyonunun cift sayida
yineleme katsayisina sahip oldugu goriiliir. Aksi taktirde ilk ve son yineleme

katsayilarinin ¢arpimlar sifira esit olur ki bu bir ¢eliskidir.
3.1.3 Tanim

f, R iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun. f’nin Fourier Déniisiimii £ ile

gosterilir ve

“( )_LJOO —iéx g
f§ =T _oof(x)e x

seklinde tanimlanir. Fourier doniisiimii kompakt destekli herhangi bir f € L?

fonksiyonu i¢in de tanimlidar.
3.1.4 Teorem

Herhangi bir ¢ € L?(R) i¢in asagidaki kosullar denktir:
1. {@ox = ¢(x — k), k € Z} sistemi ortonormaldir.

2. Neredeyse her yerde Y52 _ . |@(& + 2rD)|? = %’dir.
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fspat

@ (x — k)’nin Fourier doniisimii @, ($) = e~k @ (&) dir. Diger yandan Parseval
Teoreminin tanimidan dolayt (f,g) = (f,§) oldugundan, asagidaki islemler

yapilabilir

(p(x — k), p(x —m)) =(pkx),o(x—m+k))
- j 7 i85 [2d

2m(l+1)

-y [ O

[ p— 1l

2T ®
- f etmE X" (¢ + 2|
0

l=—00
{e"“‘f, k e Z} kiimesi L?(0,2m) uzayinda tam oldugundan ispat sonlandirilir.
3.1.5 Tanim

k € Z igin e’** fonksiyonlarinin herhangi bir sonlu lineer toplami trigonometrik

polinom olarak adlandirilir.

3.1.5 Tanim

kq
_ 1 ke
h(g) = ﬁkzk he

trigonometrik polinomu inceltilebilir ¢ fonksiyonunun sembolii (symbol) olarak

tanimlanir.



3.1.6 Lemma

@ inceltilebilir bir fonksiyon olmak iizere ¢’nin Fourier doniisiimii

o©=n(3)o(3) ©3)

esitligini saglar.

fspat.
0 =VZ ) hep(2x = )
k

esitliginin her iki yaninin Fourier dontisiimii alinirsa

—ikE
2

N )
<p(f)—ﬁzhke 2 p()

elde edilir. Semboliin tanim1 kullanilarak istenen esitlige ulasilabilir.
3.1.7 Lemma
(3.2) ile verilen ortogonallik sart1, asagidaki esitlikle denktir:

Ih(DI? + |h(E +m)]? =1 (3.4)

16
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fspat.
2 2 1 —_
|h(5)| + |h(f + T[)l — EZ hmhne—L(m—n)f[l + (_l)m—n]
mn
= D B e
l
— 60 le—Zilf
l
=1
3.1.8 Tanim

Inceltme denklemine sabit nokta iterasyonunun uygulanmasi ile elde edilen algoritma,
Basamak (Cascade) algoritmasi olarak adlandirilir. @(® baslangi¢ tahmini olmak

tizere diger basamaklar asagidaki bagint1 yardimiyla hesaplanabilirler.
D (x) = \/Ez h, o™ (2x — k).
k

3.1.9 Lemma

Eger h, (3.4)’i sagliyor ve basamak algoritmasi yakinsiyor ise ¢ ortogonaldir ve

kompakt bir destege sahiptir.
fspat
(3.4) sarti, ortogonalligin basamak algoritmasmin her adiminda korunmasini

saglayacaktir. Diger yandan ¢@™’nin destegi [ko, k1] kapali araligina

yakinsamaktadir. Ispatin ayrintilar1 igin [3]’e bakiniz.
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3.1.10 Tanim

h(&) sembolii igin

1©= (G 1§+ G+ ) 1)

seklinde tanimlanan T operatériine gegis operatorii denir. Bu operator 2w —periyodik

fonksiyonlar1 2 —periyodik fonksiyonlara gotiiriir.
3.1.11 Lemma

Basamak algoritmasinin yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, 1 sayisinin 7’nin
tekrarsiz bir 6zdegeri olmasi ve T’nin diger biitiin 6zdegerlerinin normunun 1’den

kiiciik olmasidir.

fspat

Ispat igin [2]’ye bakiniz.
3.1.12 Tanim

Eger, 0 < A < B < o olacak sekilde, her ¢, € [? igin asagidaki esitsizligi saglayacak
A ve B sabitleri varsa; inceltilebilir ¢ fonksiyonuna kararli 6telemelere (stable shifts)

sahiptir denir.

2

SBZ|Ck|2
3

PTIERT)

k

AZ|C1¢|2 <
X

Eger ¢ ortogonalse, A = B =1 segimi ile ¢’nin kararli 6telemelere sahip oldugu

goriiliir.
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3.1.13 Tanim

inceltilebilir ¢ fonksiyonu, (3.1) inceltme denkleminin integrali sifir olmayan, kararl
dtelemelere sahip, kompakt destekli ve L? uzayinin elemani olan bir ¢oziimiiyse ¢ igin,
minimal diizgiinliik sartlarin1 sagliyor denir.

3.1.14 Teorem

¢ minimal diizgiinlik sartlarin1 sagliyor olsun. Bu durumda asagidaki kosullar

saglanir:
1. h(0)=1.
2. Yre(x—k)=c,c#0birsabit.
3. h(m)=0.

fspat.

Ispat icin [4] e bakimz.

Burada ¢ ortogonal ise (2) sartindaki ¢ sabitinin mutlak degerinin 1 olmasi1 gerektigi
goriiliir. ¢ genellikle normalize edildiginden bu sabitin biiylikliigli de genellikle 1
birimdir. Bu béliimden itibaren, ¢’nin minimal diizgiinliik sartlarin1 sagladigi kabul

edilecektir.

3.2 Coklu Coziiniirliik Analizi ve Dalgaciklar

3.2.1 Tanim
{V}}jez ailesi, L?(R)’1n ig ice kapali bir alt uzaylar dizisi olsun.

1. HerjeZiginV; c V.
2. Herj€Ziginf(x) €V; & f(2x) € Vjiq.
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3. NjezV; = {0}

4. U,ezV, = L*(R).

5. {o(x — k), k € Z} kiimesi V,’mn ortonormal bir taban1 olacak sekilde bir
@ €V, vardir [6,7].

Yukaridaki sartlar1 saglayan bir {V}}jez ailesi, Coklu Coziiniirlik Analizi (MRA)

olarak adlandirilir. ¢ fonksiyonu, verilen MRA’in 6l¢ekleme fonksiyonu seklinde

adlandirilir.

(2) sarti MRA’in temel 6zelligidir. Bu sart, her 1},”in, V,,’daki her bir fonksiyonun
27™’]e 6lgeklenmis bir kopyasini igermesini saglar ve bu sayede V, igin bir ortonormal

taban
{Oni:k € 7}

seklinde belirlenmis olur. Burada ¢,,; (x) = 2"/ 2 (2"x — k)’dir. Ayrica 2"/2 carpani
L? normunu korumak igin eklenmistir. Diger yandan V, c V; oldugundan, ¢

fonksiyonu baz1 hy, katsayilari i¢in V;’in taban fonksiyonlar1 cinsinden
0 = )l () =VZ ) hep(2x = ) (35)
k K

seklinde yazilabilir. Bu da 6l¢ekleme fonksiyonunun ayni zamanda inceltilebilir bir
fonksiyon oldugu anlamima gelir. Artik inceltme denkleminin bir ¢oziimii olan
inceltilebilir bir fonksiyonun ne gibi sartlar altinda bir MRA fiirettigi merak edilebilir.
Diger sartlar gorece asikar olmakla birlikte, (4)’teki yogunluk sartinin saglanmasi i¢in
¢’nin sembolii sifir civarinda pozitif bir biiyiikliige sahip olmalidir. Asagidaki teorem

bu durumu agiklamaktadir.

3.2.2 Teorem

h(¢) = %Zzl ko hy.e~*¢ olsun ve basamak algoritmasi yakinsasimn. Eger,
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h(0) =1
|R(OI? + hE +m)]* =1

ise inceltme denkleminin ¢(x) ¢6ziimii mevcuttur ve bu ¢dziim ayni zamanda bir

MRA i¢in 6lgekleme fonksiyonudur.

fspat

Ispat icin [6] ya bakilabilir.

3.2.3 Not

Ortogonal olmayan MRA’leri de tamimlamak da miimkiindiir, fakat ortogonal
MRA’lerin islem maliyeti daha avantajlidir. EK olarak, Parseval Teoremi sayesinde
ortogonal bir MRA ile analiz edilen bir sinyalin enerjisinin dalgacik doniigiim tanim
kiimesinde bir parcalanigin1 gérmek miimkiindiir. Bu sebeplerden &tiirti bu ¢alismada

¢’nin ortogonal oldugu kabul edilecektir.

Bir sinyalin 6nemli o6zelliklerini ortaya ¢ikarmak, anlamak ve analiz etmek i¢in

®j k(x) fonksiyonlarini kullanarak ve j’yi artirarak daha iyi bir ¢oziiniirliik seviyesine
ulasmaya ¢alismak yerine, 1;,(x) seklinde yeni bir fonksiyon ailesi tanimlayarak

farkli ¢oziintirliik seviyeleri arasindaki farklar1 incelemek yerinde olacaktir. Bu yeni

tamimlanan fonksiyonlara dalgaciklar denilmektedir. ¢; , (x) fonksiyonlarinda oldugu
gibi ;. (x) fonksiyonlar1 da tek bir prototip fonksiyonun odlgekleme ve

otelemelerinden elde edilmektedir. Bu prototip fonksiyon 1 ile gdsterilmekle birlikte
dalgacik fonksiyonu olarak adlandirilacaktir.

V;’nin V; 4 uzay igerisindeki ortogonal timleyeni W; olsun. Diger bir deyisle V;’deki

her fonksiyon, W;’deki her fonksiyona dik olsun. Yani, her j, k,l € Z igin
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oo

(i), Pj,(x)) = f @k ()Y, (x)dx =0

— 00

olsun.

Sekil 3.3 Dalgacik Vektor Uzaylari

Dalgacik fonksiyonunun olgekleme ve OGtelemelerinin gerdigi uzay W, olsun. Bu

durumda asagidaki yazim dogrudur:

Vl = Vo @Wo

Benzer sekilde V, uzayi

V, =V, &W,

seklinde ifade edilebilir. Bu yazimlar genellestirilerek L?(R) uzayi i¢in

LZ(R) =V,oWw,ew,ew, oD .. (3.6)

ifadesi elde edilir. Sekil 3.3’ten de goriilebilecegi lizere V; uzaylar i¢ ice gegmistir.

Burada baslangig uzay1 V, uzayr olmak zorunda degildir. Ornegin daha yiiksek bir

¢Oziintirliik i¢in
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LZ(]R) =Vio @ W, W, & W, D ...
veya daha diisiik bir ¢oziintirliik i¢in
LZ(R) = V—lO @ W—lO @ W_g @ W_g @ .

yazimlar1 dogrudur. Hatta L? uzay: sadece dalgacik uzaylari cinsinden asagidaki gibi

yazilabilir:

LZ(]R) = @ W—Z @ W_1 @ WO @ Wl @ Wz @
Islem maliyeti de géz 6niinde bulunduruldugunda, uygulamada bu ayrisim yerine
(3.6)’daki ayrigimi kullanilmak daha etkili olmaktadir. Daha dikkatli bakildiginda, V,

uzayinin, daha diistik ¢oziiniirlikkteki dalgacik uzaylarinin tiimiiniin bilgisini i¢erdigi

goriilmektedir.

Weo®. . OW.,dW =V,

Bu boéliimiin en 6nemli sonuglarindan birisi Wy © V; oldugundan dolay1 ana dalgacik

fonksiyonu olan ¥’nin bazi n € N ve g, katsayilar1 i¢in
P(x) = ﬁz Inp(2x — 1) (3.7)
n

seklinde yazilabilmesidir [2].

Olgekleme fonksiyonunda oldugu gibi ¥ fonksiyonunun sembolii

1 -
g = EZ gre™ ¢
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seklinde tanimlansin. Bu halde, (3.6) nin her iki yaninin Fourier doniistimii alinarak

s0-0(0)o )

esitligi elde edilir. ¢ ve ¥’ ’nin ortogonalligi i¢in

Z hy hye—21 = z Ik Gk—21 = Oy
k k
z hiGrk—21 = Z Jihk-21=10
k k

esitlikleri veya esdeger olarak

hO> + |hE+m)|* = g)IP+ g +m|* =1
h(g@ +h(E+mgE +m) = g@h® + g +mh(E +m) =0

esitliklerinin saglanmasi gereklidir. Bu ifadelerin ispat1 i¢in Teorem 3.4 veya Lemma
3.9’a bakilabilir.

Ornek
Eger
1
= 1
L 0 ,diger

seklinde tanimlanirsa Y Haar 6lgekleme fonksiyonunun tirettigi MRA icin ortonormal

bir dalgacik olur. Bu dalgaciga Haar Dalgacig1 denir.
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Sekil 3.4 Haar Dalgacik Fonksiyonu

Sonug olarak, artik elimizde L? (R)’1 geren, elemanlar1 ¢ () ve P i (x) fonksiyonlar

olan bir kiime mevcut. O halde herhangi bir f(x) € L?(R), 6lgekleme fonksiyonu ve

dalgaciklar cinsinden

[0e]

fe =) ckqok(x)+§ i () (38)

k=—o00 j=0k=—00
seklinde bir seriye agilabilir [2].
3.2.4 Teorem

¢ Ol¢ekleme fonksiyonu olmak tizere, her ortogonal MRA i¢in agagidakiler dogrudur.

1. @, W, kiimesi L? uzayinda yogundur.

2. Egerk #nise W, L W,.

3. Hern€eZigin f(x) €W, & f(2x) € Wy 41.

4. Hern,k € Zigin f(x) eW,, & f(x —27"k) € W,.

5. L? uzay icerisinde {1(x — k)}, kiimesi W, uzaymin bir ortonormal tabani
olacak sekilde bir ¥ fonksiyonu mevcuttur. Bu durumda {1, ,:n k € Z}
kiimesi de L? i¢in ortonormal bir tabandur.

6. Y € V; oldugundan baz g,, katsayilari i¢in
Y@ =VZ ) gup(2x—m)
n
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seklinde olacaktir.
Ispat.

Ispat icin [4]’e bakimiz.
3.2.5 Not

h;’lar ¢’nin yineleme katsayilari, N daha sonra belirlenecek bir tek dogal say1 olmak

lizere Y’ nin yineleme katsayilari
gk = (=D hy_
olarak segcilebilir.
3.3 Momentler
3.3.1 Tanim

@ Ve P ’nin k’inc1 ayrik momentleri

1
my = _Z lkhl
\/? l

1
ny :_zlkgl
V2 L

ile tanimhdir ve D tiirev operatdrii olmak iizere bu momentler karsilik gelen

sembollere

my = i*D*h(0)
n, = i*D*g(0)
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esitlikleri ile baglidirlar. Burada dikkat edilirse ayrik momentlerin tanimlarindan

dolayi tek olduklar goriiliir.
3.3.2 Tanim
@ Ve YP’nin k’1nc1 siirekli momentleri
My = j xp(x)dx
v = j xk(x)dx
ile tanimlidirlar ve bu momentler ¢ ve ¥ ’nin Fourier doniisiimlerine

e = 2mi*D*((0)
vy, = 2mikD*P(0)

esitlikleri ile baglhidirlar. Burada p, siirekli momentinin inceltme denklemi tarafindan
belirlenmedigi asikardir. Ortogonal dalgaciklar i¢in |uy| = 1 olmakla birlikte bu
caligmada genelligi bozmadan py, = 1 oldugu kabul edilecektir.

3.3.3 Teorem

Stirekli ve ayrik momentler
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esitlikleri ile birbirine baghdirlar. Eger u, biliniyorsa, diger siirekli momentler

yukaridaki bagintilar yardimiyla hesaplanabilirler.

Ispat

Inceltme denklemi siirekli moment tanmiminda yerine yazilarak ve ayrik momentin

tanimi kullanilarak bu teorem ispatlanabilir.

3.3.4 Lemma

Uo’ 1n 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda her k = 0,1,2, ...,p — 1 igin

mk=0@ﬂk=0

ve

nk:O <:>Vk:0.

Diger bir deyisle, belirli bir mertebeye kadar siirekli momentlerin sifirlanmasi ancak

ve ancak bu mertebeye kadar olan ayrik momentlerin sifirlanmasiyla miimkiindiir.

fspat

Teorem 3.2.5’teki formiiller kullanilarak timevarimla ispatlanabilir.

3.4 Yaklasim Mertebesi

f fonksiyonunun V,, uzay: iizerine izdiisimii olan B,f, f fonksiyonuna 27"

¢Oziiniirliikte bir yaklagim olarak ele alinabilir.
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3.4.1 Tanim

X, Ve y, iki sayr dizisi olsun ve n > N igin |x,| < C|y,| olacak sekilde N ve C

sabitleri bulunabiliyor olsun. Bu durum
Xn = 0(Vn)

yazimi ile ifade edilir ve bu gosterime “biiyiik 0” notasyonu denir.
3.4.2 Tanim
f fonksiyonu p tane siirekli tiireve sahip ve

If = Bfll =0(27")
olsun. Bu durumda 6lgekleme fonksiyonu olan ¢’nin yaklasim mertebesi, p’dir denir.
3.4.3 Tanim

Derecesi p — 1’e kadar olan biitiin polinomlar, 1 < n < p — 1 olmak iizere, baz1 ¢,

katsayilar igin
X" = ) G~ k)
K

seklinde ifade edilebiliyor olsun. Bu durumda 6l¢ekleme fonksiyonu ¢ i¢in p kesinlige

sahiptir denir.

Burada dikkat edilecek olursa, ¢ ’nin yaklasim mertebesinin p olmasi veya p kesinlige
sahip olmast, ¢ ’nin derecesi p — 1’e kadar olan polinomlarin kaba bilgisini igerdigi

anlamina gelir. Diger bir deyisle, derecesi p — 1’¢ kadar olan polinomlar dalgacik
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fonksiyonuna ihtiya¢ duyulmadan olgekleme fonksiyonu kullanilarak analiz

edilebilirler.
3.4.4 Tanim

n=20,1,..,p—1igin;

Z(—l)"k”hk =0
k

esitligi saglansin. Bu durumda inceltme denkleminin yineleme katsayilar1 olan

{h;}’lar p. mertebeden toplam kuralini sagliyordur denir.
3.4.5 Teorem

@ nin temel diizgiinliik sartlarini sagladigini kabul edelim. Bu durumda asagidakiler
denktir:

1.  ¢’nin yaklasim mertebesi p’dir.

2. @, p kesinlige sahiptir.

3. {h}, p. mertebeden toplam kuralin1 sagliyordur.

4.  h sembolii, ¢ = m’de p. dereceden bir koke sahiptir; 6yle ki hy yine bir

trigonometrik bir polinom olmak {izere

1+e ¥\’
h(f)=<++) ho(©)

5. k€Z,k+0ven=0,1,..,p—1i¢in
() #0
D"p(2km) =0
sartlarin1 saglar.
Eger, ¢(x) bir biortogonal dalgacigin parcasiysa asagidaki sartlar da yukaridaki
sartlara denktir.
6. g, 0’da p. dereceden bir kdke sahiptir.

7. 1, p tane sifirlanan momente sahiptir.
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fspat
Ispat i¢in [2]’ye bakiniz.
3.5 Ayrik Dalgacik Doniisiimii

Elimizde bir dalgacik sistemi olsun. Bu dalgacik sisteminin bir MRA iirettigini kabul
edelim. Bu durumda bir f fonksiyonunun V,, uzayi tizerine izdiisiimii olan B, f ile V,,,
uzay1 lizerine izdiisimii olan P, ;f arasindaki farka, 27" ¢oziiniirliik seviyesindeki

ince detay denir. Kisaca bu ince detay Q,,f ile gosterilsin.

Qnf = Posaf — Bif.

Buradaki Q,,f detayi, analiz edilecek fonksiyonun W, uzayi iizerine izdiistiimiidiir.
Boylelikle dalgacik analizine tabi tutulan bir fonksiyonun tasidigi ince detay W; alt

uzaylar1 igerisinde kalirken; fonksiyonun igerdigi kaba bilgiyi V, wuzay1

barindirmaktadir. Bu yiizden, uygulamada {T,¢}rez U{Dlj /ZTkw} ez kiimesi
JEN,kE

L?(R) uzaymin tabam olarak daha fazla tercih edilmektedir.
3.5.1 Tanim

Bir f(x) € L?(R) farkl1 ¢dziiniirliikteki bilesenlerine

fG) = Y (FTep i@ + Y > {f,D{Tah) DITp(x)

keZ JEN kez

= Z cep(x — k) + Z Z dip(2/x — k) (3.9)

kez JEN keZ

seklinde ayristirilabilir. Bu ayristm Ayrik Dalgacik Doniistimii olarak adlandirilir.
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3.5.2 Teorem

Eger olgekleme fonksiyonu ve dalgaciklar bir ortonormal taban olusturuyor ise f(x)
fonksiyonunun enerjisini f(x)’in bilesenleri ve dalgacik katsayilari ile iligskilendiren

bir Parseval esitligi vardir. Oyle ki;

f_i|f<x>|2dx =Z|ck|2 +ZZ|d,,k|2. (3.10)

kez JEN kEZ

Bu esitlik, f(x) sinyalinin enerjisinin tam olarak dalgacik katsayilar1 tarafindan

tasindigini ifade etmektedir [1-6].
3.6 Harmonik Dalgaciklar

Birgok dalgacik, bir fark denkleminden yola ¢ikilarak tanimlandigindan dolay1 pek de
bariz olmayan piirlizlii formdadirlar. Harmonik dalgaciklar ise tam tersine, ana

dalgacigi

4mtx _ ,i2mx

w(x) = — (3.11)

seklinde kapali formda tanimlanan ve diizgiin yapida bir dalgacik ailesidir. Harmonik
dalgaciklar birbirinden bagimsiz olarak, ilk defa [16] ve [19]’da tanitilmislardir. Genel
olarak dalgaciklar miilkemmel bir zaman yerellestirmesine sahipken, harmonik
dalgaciklar dogalar1 geregi, bu yerellestirme 6zelligine zaman tanim kiimesinden

ziyade frekans tanim kiimesinde sahiptirler.

1 2m<w<4n

3.12
0 ,diger. (3.12)

w(w) = {
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Dikkat edilirse w(x) ana dalgaciginin frekans spektrumunun, 1 oktavlik bir banda

hapsoldugu goriilebilir.
10} 10t
W_“ Pl g Ir'u‘l My A oo cue pus s
-5 5 _EWWWW L[Uuuj\.rvv
A
(@) (b)

Sekil 3.5 Ana harmonik dalgacik w(x)’in (a) reel (b) sanal kisimlari

3.6.1 Tanim

Yukarida tanimlanan w(x) fonksiyonu periyodize edilerek elde edilen

2/t1q
per _i i2nm(x—£)
ik (x) =27/ e 2] (3.13)

m=2J

fonksiyonlar ailesi periyodik harmonik dalgaciklar (PHD) olarak adlandirilir. PHD’1n
bir MRA olusturdugu [16] ve [18]’de gosterilmistir. Calismanin bundan sonraki

kisimlarinda per st indisi kullanilmayacaktir.
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(@) (b)

Sekil 3.6 (a) ¥ (x)’in reel ve sanal kisimlari (b) 4 ; (x)’in reel ve sanal kisimlari
Bu durumda 1 periyodik bir u(x) veya supp{u(x)} c [0,1] olan bir u(x) i¢in

U(X) = Qg + z z {aj_kllij,k(x) + aj'kl/_)j,k(X)} (314)

j=0 k=—o0

esitligi yazilabilir. p yaklasim mertebesi ve n yaklagimdaki adim veya {izerine
izdlisiimiin alindig1 V;, alt uzayinin indisi olmak tizere, verilen bir fonksiyona harmonik

dalgaciklarla yaklasimda hatanin O (27™P) ile sifira yaklastig1 [15]’te gosterilmistir.



4 INTEGRAL DENKLEMLER
4.1 Tanim

Bilinmeyen bir u(x) fonksiyonunun integral isareti altinda goéziiktiigii denklemlere

integral denklem denir. Genel olarak bir integral denklem su tiptedir:

gx)
ux)=f(x)+1 f K(x, t)u(t)dt (4.1)
h(x)

Burada homojenligi bozan terim f(x), smrlar g(x) ve h(x), ve ¢ekirdek K(x,t)
onceden biliniyorken; u(x) bilinmeyen fonksiyondur. Ozdeger parametresi A, dnceden
verilebilir de verilmeyebilir de. Burada g(x) ve h(x)’in her ikisi de sabitse, denklem
Fredholm integral denklemi; en az birisi degisken igeriyorsa, denklem \olterra

integral denklemi olarak adlandirilir [10-12].

Bu c¢aligmada 6zel olarak ele alinacak olan denklemler

1
ux)=fx)+1 f K(x, t)u(t)dt (4.2)
0

seklindeki Fredholm integral denklemleri ve

ux)=fx)+41 f K(x,t)u(t)dt (4.3)
0

seklindeki Volterra integral denklemleri olacaktir.



5 LITERATUR TARAMASI

Integral denklemlerin dogusu 19. yiizyilin baslarma kadar uzanir. 1823 yilinda, Abel
tautochrone veya isochrone (es zaman) problemi olarak bilinen bir mekanik
problemini ¢dzmeye calisirken ilk integral denklemle karsilasmstir. integral denklem
ismini Oneren ilk kisi ise, 1888'deki bir ¢aligmasinda Du Bois Reymond olmustur.
Integral denklemlerle ilgili [10-12] basta olmak iizere farkli bilim insanlarina ait

kaynaklar mevcuttur.

Integral denklemlerin ¢oziimiine dair pek ¢ok analitik ve 6zellikle de sayisal yontem
gelistirilmis ve onerilmistir. integral denklemlerin ¢oziimiinde analitik metotlarn
olmadig1 veya bu metotlar yardimiyla ¢ozlimiin elde edilmesinin ¢ok zor oldugu
durumlarda yaklasik metotlar kullanmak faydali olabilmektedirler. integral
denklemleri ¢ézmek icin bugiine kadar homotopik yontemler [51-53], Adomian
ayrisimi [47,48], Taylor ve diger polinom ag¢ilim yontemleri [43,45,50], direkt ¢oziim
metodu [56], kesirli analiz [46] ve Laplace, Fourier ve Mellin doniisiimii [30,42] gibi

farkli yontemler kullanilmistir.

Fourier analizinin tamamlayici bir uzantis1 niteligindeki dalgacik doniistimiiniin
popiilaritesi her gecen giin artmaktadir. Teorik bilginin Dalgacik analizi kadar
anlasilabilir bir sekilde giinliik hayata girdigi ¢ok az saha vardir. Ornegin HD veya
ultra HD olarak bilinen high definition gériintii veya high definition ses sistemlerinde
¢ozilinlirliik Dalgacik Teknolojisi sayesinde bu kadar artirilabilmistir. JPEG formatinda

kaydedilen resimlerde Daubechies dalgaciklari kullanilmaktadir.

Dalgacik teknolojisinin yine uygulama alanlarina, Dalgacik analizinin dogdugu
sahalardan biri olan jeofizik miihendisligi, daha dncelikli olarak ise sismik arastirma
faaliyetleri ornek gosterilebilir. Bir diger 6rnek olarak ise finans uzmanlarinin
ellerindeki zaman serilerini analiz ederken Dalgacik analizini kullanmalar
gosterilebilir [36]. Bir iilkedeki parasal genisleme ile enflasyon arasindaki iliski [39]

veya tutsat (mortgage) piyasasi ile tilkenin gayri safi milli hasilas1 arasindaki iliski [40]
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aragtirilirken Dalgacik analizi kullanilabilmektedir. Dalgacik analizi gegmis veriler
yardimiyla gelecege doniik ekonomik kestirimler yapmak ic¢in de siklikla
kullanilmaktadir. Yakin zamanda yapilan caligmalarda bilhassa petrol ve altin

fiyatlariyla ilgili modellemeler Dalgacik Analizi yardimiyla yapilmistir [38].

Savunma sanayi ve giivenlik teknolojileri de Dalgacik metotlarinin yer buldugu
kullanim alanlar1 igerisine girmektedir. Ornegin, FBI milyonlarca insanin parmak izini
Daubechies’nin gelistirdigi dalgaciklari kullanarak giiniimiiz teknolojisiyle en az yer
kaplayacak sekilde sikistirp, en az 6diinle kaydetmektedir. Diger bir 6rnek ise ISAR

goriintiileme ile radarlarin hedef tayininde dalgaciklarin kullanilmasidir [34].

Bir¢ok bilim insaninin giivenlik sistemlerinde hareketli objeleri tespit etmek i¢in veya
yaslanan diinyada Alzheimer gibi hastaliklarin 6n tanisi i¢in dalgacik yontemlerini

kullanmalari ise giincel arastirmalara 6rnek olarak sunulabilir.

Bu kadar genis uygulama yelpazesine sahip matematiksel bir yontemin, integral
denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilmas1 gayet makul bir fikirdir. Nitekim farkli yapisal
tipteki lineer ve lineer olmayan integral ve integro-diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde Chebyshev dalgaciklar1 [20], Haar dalgaciklar1 [21,24,29], Legendre
dalgaciklar1 [25,27], CAS dalgaciklar1 [26], Sinc dalgaciklari [23] ve diger dalgacik

yontemleri [20-30] basarili sonuglar vermistir.

Bu tez ¢alismasinin “Yo6ntem” boliimiinde integral denklemlerin oncelikle periyodik
harmonik dalgaciklar ve dalgacik siralama metodu kullanilarak nasil ¢oziilebilecegi
gosterilecektir. Ikinci olarak ise bir integral denklemin Haar dalgaciklar ve dalgacik

moment metodu kullanilarak nasil ¢oziilebilecegi ele alinacaktir.
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6 YONTEM

Bu bolimde (4.2) ve (4.3)teki problemlerin dalgacik yontemleriyle nasil

coziilebilecegi gosterilecektir. Gosterim kolayligi agisindan bu problemler

g(x)

u(x) =fx)+1 f K(x,t)u(t)dt (6.1)
0

seklinde ifade edilsin. Ilk boliimde Harmonik dalgacik ailesini kullanarak dalgacik
siralama yontemiyle bu problemlerin nasil ¢oziilebilecegi gosterilecektir. ikinci tip
Fredholm integral denklemlerini bu yontemle nasil ¢oziilebilecegi Cattani ve
Kudreyko tarafindan gosterilmisti [14]. Burada Volterra integral denklemleri de

¢oziilmek istendigi igin bir hata analizi de verilecektir.

Ikinci boliimde kullanilacak metot ise ilk olarak Babolian ve arkadaslari tarafindan
birinci tip Fredholm integral denklemlerini ¢6zmek i¢in kullanilmisti [13]. Burada bu

metot yine daha genel bir haliyle sunulacaktir.
6.1. Bir Integral Denklemin Dalgacik Siralama Metodu Yardimiyla Coziimii

Oncelikle, (3.14)’te verilen seri kesilerek bilinmeyen u(x) fonksiyonuna harmonik

dalgaciklar yardimiyla bir yaklagim yapilsin:

N 2/-1

u() = Pyu(d) = ag + ) (@b + Gy ()

j=0 k=0

Burada 6zel olarak sunu belirtmek gerekir ki: eger u(x) reel degerli ise ag € R ve

d; x = a, olmaktadir. Simdi, yapilan yaklasim (6.1) probleminde yerine yazilirsa
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gx)
Pyu(x) =f(x) + 1 f K(x,t)Pyu(t)dt

elde edilir. Burada dikkat edilecek olursa N. seviyede tam olarak 2V** adet bilinmeyen

dalgacik katsayis1 vardir. O halde k = 0,1, ... 2¥*1 icin
_ k
S (2Nt 4+1)

degerleri siralama noktalar1 olarak alinsin. Siralama yontemindeki amag bu siralama

Xk

noktalarinda hatanin sifir oldugunu kabul ederek bir lineer sistem elde etmektir.

Anlagilabilirlik agisindan ifade etmek gerekirse, 6zel olarak N = 0 igin bilinemeyen
dalgacik katsayilar1 ay ve ag olup bunlarin hesaplanabilmesi igin iki tane siralama
noktasina ihtiyag vardir. Onerilen metotta bu noktalar x; = 1/3 ve x, = 2/3’tiir.

Dolayisiyla N = 0 i¢in ¢6zmemiz gereken denklem sistemi

Ao + o,0%0,0(X1) + 8o 0%0.0(X1)
g(x1)

=f(x)+4 f K (x1, ) (ag + agoo,0(t) + do,olpo,o(t))dt
0

ay + agoPoo(xz) + C~lo,01/jo,0 (x2)
g(x2)

=f(xz) +4 J K(xy,t) (ao + agoPo,(t) + do,olﬁo,o(t))dt
0
do,o = C_10,0
seklinde elde edilir.

6.1.1 Hata Analizi

F(x), integral denklem lineer olmadigi durumlarda, lineerligi bozan terim ve N. adim
icin hata Ey(x) olmak iizere yukarida Onerilen metot icin sadece bazi temel

esitsizlikler kullanilarak asagidaki islemler yapilabilir.
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IENn(Ol = [lulx) — Pyu(x)l
g(x)

/’Lf K(x,t)(F(u(t)) — F(Pyu(t)))dt

0

1
<A f 1K e, ONIF () — F(Pyu(®))llde
0
< k|2 f 1K e Olllu(e) — Pyu(®)lldt
0

1

< kIA| f 1K Cx, O ll[[e2°7 () ||de
0

< KIANK G, D112 () o

= 0(27NP).

Burada eger integral denklem lineer degil ise denklemin bir ¢ézlimiiniin olabilmesi
icin F(x)’in 0 < k < 1 olacak sekilde bir k sabiti i¢in ||F(x) — F(Y)|| < kllx — yI|
sartin1 saglayacak sekilde bir bliziigme olmas1 gereklidir [12].

Ornek

Tam ¢6ziimii u(x) = cos(x) olan

X

u(x) = cosx + sinx — J u(t)dt
0

integral denklemi ele alinsin. Oncelikle x = 2m% ve t = 2wt doniisiimleri yapilarak

denklem

(X)) = cos(2mx) + sin(2nX) — 21 f u(t)de
0
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formunda yazilsin. Simdi % (%) fonksiyonuna N = 0 seviyesinde PHD ile bir yaklasim
yapilsin ve ayrisim noktalar1 ¥; = 0,25 ve X, = 0,50 olarak alinsin; sonra bu

noktalardaki hata sifir kabul edilirse asagidaki sistem elde edilir:

T
aO + (ao'o - ao'o)l = 1 - an - (1 + l)a(),o - (1 - l)a(),o
aO - aO’O - do’o == _1 - ﬂao - Z(ao‘o - d0,0)i
o0 = Qo0

Bu sistem a, Ve ay o i¢in ¢oziiliirse agp = 0, agoy = 1/2 ve dyo = 1/2 olarak bulunur.
Bu degerler yerine yazilip orijinal degiskenlere geri doniildiigiinde u(x) = cos(x) tam

¢Oziimii elde edilir.

Ornek

Benzer sekilde ¢oziimii u(x) = cos(x) olan

X

1 1 1
u(x) = cosx + ECOSZX - sz ~3 + f(x — tu?(t)dt
0
denklemi ele alinsin. Onceki drnekteki yol takip edilirse, ag = —1,2x107*° ve ag o =

0,5 oldugu goriiliir. Bu sekilde daha ilk adimda gergek ¢oziime oldukga iyi bir
yaklasim yapilmistir. Bu 6rnekte, homojenligi bozan terimin ve ¢ekirdegin igerisindeki
periyodik olmayan kisimlarin, PHDla yaklasimda bir miktar hataya sebep olmasi

ongoriilebilirdir.
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10 p=emu

09

08

07

06

02 04 06 08 10

Sekil 6.1 Ornek i¢in yaklasik ve tam ¢oziimler

Ornek

Tam ¢oziimii u(x) = cos(x) olan

X
u(x) = sinx + cosx — fu(t)dt
0

omegini ele alalm. Burada d;j’lar q;j’lardan bagimsiz Kkatsayilar olarak
diisiiniildiigiinde, her @ icin ayrica bir siralama noktasi segmek gerekecektir. Bu

durumda ¢6ziilmesi gereken lineer sistemin biiyiikliigli yaklasik iki katina ¢ikmakla

birlikte yaklagimin nasil daha iyi hale geldigi asagidaki sekillerde gézlemlenebilir.

@N=0
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()N =1

U.IZ OT-I- OTG UTE 10
()N =2

Sekil 6.2 Ornek i¢in yaklasik ve tam ¢oziimler
@N=0,(b)N=1,(c)N =2

6.2. Bir Integral Denklemin Dalgacik Moment Metodu Yardimyla Céziimii

Oncelikle (6.1)’deki integral denklemi ele alinarak, bilinmeyen fonksiyona bir

dalgacik sistemi kullanilarak

n N 2/-1n
@) = ) api@+ Y D dyyo)
i=0 j=1 k=1

seklinde yakinsanmali. Bu yaklagim integral denklemde bilinmeyen fonksiyon yerine

yazildiginda
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n N 2/71pn
Z cipi(x) + Z z dj i1 (x)
i=0 j=1 k=1

gx) n N 2i-1n

= f(x) + 1 Of K(x,t) Z;Ciwi(t)+; kZl djxpj(t) |dt

i=

esitligi elde edilir. Ardindan ise elde edilen bu esitligin her iki yanimin m =
0,1,2,..,nigin gp(x) ile, 1 =1,2,.. ,Nve h=1,2,..,2" n i¢in ¢, (%) ile i¢
carpimlar1 hesaplanarak, n2" + 1 adet bilinmeyen dalgacik katsayi igeren lineer bir
sistem elde edilir. Elde edilen sistem bilinmeyen dalgacik Kkatsayilar1 igin

¢oziildiigiinde eldeki integral denklem i¢in yaklasik bir ¢6ziim elde edilmis olur.

Bu yontem kullanilarak, birinci tip Fredholm integral denklemlerinin ¢oziilebilecegi

[13]’te gOsterilmistir.
Ornek

Tam ¢6ziimii u(x) = 1 olan

x
u(x) = cos(x) + f sin(x — tu(t)dt
0
integral denklemi, Haar dalgacik sistemi ve dalgacitk moment metodu kullanilarak
¢ozildigiinde daha ilk adimda ¢, = 1 bulunarak tam ¢oziim elde edilmistir. Bu
ornekte tam ¢Ozliim derecesi sifir olan bir polinomdur. Bu da, Haar dalgaciklari

kullanilarak yapilan yaklasimda hatanin sifir olmasini saglamistir.
Ornek

Tam ¢oziimii u(x) = 2x + sin(x) olan
X
u(x) = 2x + sinx + x?> —cosx + 1 — f u(t)dt
0
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integral denklemi Haar dalgacik sistemi ve dalgactk moment metodu kullanilarak

¢ozildigiinde farkli ¢oziiniirlik seviyelerinde elde edilen ¢oziimlerin grafikleri

asagidaki gibi bulunmustur.
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Sekil 6.3 Ornek i¢in yaklasik ve tam ¢oziimler

@N=00N=10C)N =2
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Ornek

Tam ¢6ziimii u(x) = e* olan

1

= f e*tu(t)dt

0

ex+1 -1

x+1

integral denklemi Haar dalgacik sistemi ve dalgacik moment metodu kullanilarak
¢oziildiigiinde, elde edilen mutlak hatalar, farkli dalgacik aileleri igin [13]’ten alinan
mutlak hatalarla birlikte Tablo 6.1°de verilmistir.

Tablo 6.1 Hata analiz tablosu

N Haar Coiflet Sinc

2 4.91762x10 " 5.1x10" 2.1x107"
3 4.91560x10 " 5.8x10° 5.8x10°
4 4.91515x10 " 8.4x10 " 1.4x10°
5 4.91505%x10 " 9.6x10"° 3.6x10°°
6 4.91502x10 " 3.3x10°" 3.3x10°"
7 4.91502x10 * 1.7x10"" 5.7x10°

Onceki 6rneklerin aksine bu érnekte mutlak hatanin gorece fazla oldugu asikardur.
Bunun temel sebebi, homojenligi bozan terimin ve ¢ekirdegin iistel fonksiyonlar

olmalarina karsin Haar dalgaciklarinin sadece derecesi sifir olan polinomlarin bilgisini

icermesidir.



7 SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda farkli tipteki integral denklemlerin dalgacik siralama metodu ve
dalgacik moment metodu ile nasil ¢oziilebilecegi ele alinmistir. Bu metotlar farkl
dalgacik aileleri ile birlikte kullanilabilmektedir. Bu ¢alismada, dalgacik siralama
metodu ile periyodik harmonik dalgaciklar, dalgacitk moment metodu ile ise Haar

dalgaciklar birlikte kullanilmistir.

Herhangi bir dalgacik i¢in p sifirlanan momentlerin sayisi ve n problemin igerisinde
¢oziilmeye galisildigi dalgacik alt uzaymin indisi olmak tizere; her iki metottaki mutlak
hatalar, 0(27™) ile orantili olarak sifira yaklagsmaktadir. Burada, ¢oziilmesi gereken
lineer sistemdeki bilinmeyen katsayilarin adedinin de katlanarak artmakta oldugunu

ifade etmekte fayda var.

Bu calismada uygulanan metotlar problemin dogasini degistiremeyeceklerinden
dolayi, bu tez ¢alismasinda Fredholm integral denklemleri i¢in bulunan ¢dziimler
cogunlukla global olmakla birlikte; Volterra integral denklemleri i¢in elde edilen

¢Oziimler daha ¢ok lokaldirler.

Bu tez calismasinda elde edilen bulgular daha teorik olmakla birlikte 6zel olarak eger
homojenligi bozan terim ve ¢ekirdek periyodik ise PHD’in kullanilmas: daha etkili

sonuclar verebilmektedir.

Bu tez calismasinda, dalgacik siralama metodu ve dalgacik moment metodunun farkl
tipteki integral denklemlere uygulanislar ele alinmis ve ¢aligma miimkiin oldugunca
orneklendirilmistir. Bu metotlarin integro-diferansiyel denklemlere ve fonksiyonel
integral denklemlere uygulanmasiyla elde edilecek sonuglar, teorik ve niimerik olarak

farkl1 aragtirmalarda incelenebilir.
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