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OZET

Bu ¢alismada, parabolik tiirden lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin sayisal
¢oziimleri incelenmistir. Bunun i¢in 6ncelikle ele aldigimiz lineer 1s1 denklemini Crank-Nicolson,
Homotopi Perturbasyon ve Adomian Ayristirma metotlari ile sayisal ve analitik olarak ¢ozip, elde
edilen sayisal sonuglar karsilastirilmistir. Bu karsilagtirma sonucunda Homotopi Perturbasyon ve
Adomian Ayristirma metotlarinin, Crank-Nicolson metodundan daha kararli oldugu goriilmiistiir.
Ayrica ele aldigimiz ikinci mertebenden lineer olmayan parabolik tiirden kismi diferansiyel
denklemler Newton lineerlestirme ve Homotopi Pertubasyon metotlariyla sayisal olarak
¢cozulmustir. Elde edilen sonuglar karsilastirildiginda sonuglarin kararli ve yakinsak oldugu
gorilmiistiir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.
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i ]
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~
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(h adim uzunluguna bagli olarak) . ve daha yliksek
dereceli kalan terimler

u fonksiyonunun (i, j)-inci diigiim noktasindaki x

bagimsiz degiskenine gore kismi tiirevi
Diferansiyel operator

Integral operatérii
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Xi



Xii

NLM Newton Lineerlestirme Metodu



1. GIRIS

Birgok fiziksel problem, adi veya kismi diferansiyel denklemler i¢ceren matematiksel
modeller tarafindan tanimlanabilir. Matematiksel model, matematiksel terimlerle ifade
edilen fiziksel ger¢ekligin basitlestirilmis bir a¢iklamasidir. Problemlerin analitik veya
yaklasik ¢Oziim arastirmalart bu matematiksel modellerin araglarini anlamak igin
yardimct olur. Adi veya kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin c¢esitli sayisal

yontemler gelistirilmistir.

Son yillarda, lineer olmayan bilimin hizla gelismesiyle birlikte, bilim adamlarinin ve
mithendislerin katihal fizigi, plazma fizigi, akiskanlar mekanigi ve niikleer bilimler,
kimyasal reaksiyonlar, 1s1 transferi, niifus dinamigi ve biyolojik bilimler gibi uygulamali
bilimin bircok matematiksel modelinde lineer olmayan problemleri ¢ozmek igin analitik
asimptotik tekniklere olan ilgisi giderek artmaktadir[1-6]. Bir¢ok farkli alanda, bilim ve
muhendislikte, lineer olmayan kismi tlrevli denklemlerin analitik veya sayisal ¢6ziimiini
bulmak dnemlidir. Lineer olmayan denklemlerin analitik ve yaklasik ¢6ziimlerini bulmak
icin yeni yontemlere ihtiyagc duymak olduk¢a onemli bir problemdir. Lineer olmayan
denklemlerin ¢ogu kesin bir analitige sahip degildir. Bu nedenle, bu denklemleri ¢6zmek
icin biiyiik 6l¢iide sayisal yontemler kullanilmigtir. Lineer olmayan denklemler igin analitik
teknikler de vardir. Son yillarda, birgok arastirmaci lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin ¢éziimlerini ¢esitli yontemler kullanarak incelemistir.

Sayisal analiz yontemleri, fizik ve mithendislik alanlarinda kargimiza ¢ikan ileri seviyede
matematiksel problemleri cozmek icin genellikle bilgisayar tabanl yontemler kullanilir. Bu
sayisal yontemler, miihendislerin ve temel bilimcilerin ve hatta sosyal bilimcilerin bile kendi
problemlerini ¢6zmek i¢in bagvurduklari bir alan haline gelmistir. Bu yéntemlerin en énemli
avantaj1 analitik ¢oziimii bulunamayan problemlerin bile sonuglarinin bu yontemlerle elde
edilebilmesidir. Bu yontemlerden biri olan, Homotopi Pertiirbasyon metodu (HPM), 1998
yilinda Ji-Huan He tarafindan bulunmustur. He, metodu olustururken pertiirbasyon metodu
ile homotopi kavramini birlestirmis ve lineer olmayan problemleri, ¢6ziimii daha kolay olan
lineer problemlere doniistiirmiistiir[ 7-17]. Topolojide homotopi ve klasik pertirbasyonun bir
kombinasyonu olan bu yontem lineer ve lineer olmayan fonksiyonel denklem turlerindeki

birgok problemin ¢6ziimiinde basariyla uygulanmistir. Oldukca genis bir uygulama alam



icinde kullanilabilen bu metot problemlerin analitik veya yaklasik ¢oziimlerini elde etmek
icin uygun bir yol sunar. Ornegin Duffing denklemi ve Blasius denklemlerinin ¢dziimii i¢in
HPM kullanilmistir[18-19]. Daha sonra fen bilimlerinde lineer olmayan dalga denklemleri,
siir deger problemleri, Riccati diferansiyel denklemleri ve integral denklemlerini ¢6zmek
icin bu metot kullanilmistir[20-22]. Ayrica Klein-Gordon ve sinis-Gordon denklemleri,
baslangi¢ deger problemleri, Schrodinger denklemi, Emden-Fowler tipi denklemler, lineer
olmayan evrim denklemleri, diferansiyel-fark denklemleri, modifiye KdV denklemi ve diger
bircok problemin c¢oéziiminde de HPM kullamilmistir[23-27]. Bu kadar c¢ok cesitli
uygulamada bu teknigin kullanilmas1 HPM'nin fonksiyonel denklemleri ¢ozmedeki gticuni
ve kullanighiligini ortaya koymaktadir. HPM yonteminin en 6nemli avantaji, perturbasyon
denkleminin topolojide homotopi ile bir¢ok sekilde Ozgurce insa edilebilmesi, baslangic
yaklagiminin da 9zgurce secilebilmesi ve kolayca hesaplanabilir terimlerle yakinsak seri
formlarinda ¢oziimler iretebilmesidir. Bazi durumlarda da tek bir tekrarlamada analitik
cozlmler elde edilmistir.

Adomian ayrigim metodu, 1980°1i yillarda George Adomian tarafindan tanitilmistir[28-31].
“Solving Frontier Problems in Physics” kitabinin da yazar1 olan Adomian [32], bu kitabinda
metodunu anlatmistir. Adomian bu metodu; fizik, kimya, biyoloji ve mihendislikte ortaya
cikan, siir ve baslangi¢ sartlar1 olan deterministik, stokastik, lineer ve lineer olmayan
problemlere yaklasik ve uygun ¢oziimleri gozlemlemek amaciyla uygulamistir[33]. Bu
metot, lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan diger yontemlere gore
daha basit ve daha karmasik denklemlere uygulanabilen seri ¢oziim yontemidir. Yontem,
gergek sonuca hizli yakinsayan giivenilir bir yaklagimdir. Bir¢ok arastirmaci [34-36],
AAM’nin pek c¢ok karmasik problem icin baska yontemleri kullanmaya gerek kalmadan
¢oziime ¢ok hizli yakinsadigini gostermistir. Ayristirma metodu, diferansiyel denklemlere,
cebirsel denklemlere, integral denklemlerine, kismi tiirevli denklemlere, bunlarin lineer ve
lineer olmayan olanlarin genis bir siifina uygulanarak yaklasik ¢oziimleri ve ayristirma

serileri tiriinden sayisal ¢oztiimlerinin bulunmasini kolaylastiran bir yontemdir.

Sayisal analizde, Crank-Nicolson yontemi, 1s1 denklemini ve benzeri kismi diferansiyel
denklemleri sayisal olarak ¢dzmek i¢in kullanilan sonlu fark yontemidir[37-39]. Yontem,
20.ylizy1lin ortalarinda John Crank ve Phyllis Nicolson tarafindan gelistirilmistir. Diflizyon
denklemleri (ve diger bir¢cok denklem) icin, Crank—Nicolson ydnteminin kosulsuz olarak
kararli oldugu gosterilebilir[40]. Crank—Nicolson yontemi, her zaman adiminda ¢6ziilecek

bir ti¢ kosegenli (tridiyagonal) lineer sistem icerir. Bu sistem, Gauss eliminasyon teknikleri



ile uygun bir sekilde ¢oziilebilir[41]. Yakinsaklik ve kararlilik g6z 6niine alindiginda, Crank-
Nicolson yontemi, tek boyutlu 1s1 denklemi problemlerinin sayisal ¢oziimiini bulmak igin

onemli bir algoritmadir.

Bu calismada kullanilan lineer olmayan parabolik tiirden kismi diferansiyel denklemlerin
literatirde analitik ¢o6zumleriyle ilgili ¢ok fazla calisma bulunmamaktadir. Bu tlr
denklemleri ¢6zmek i¢in bazi sayisal metotlara ihtiyag¢ duyulmaktadir. Bu nedenle literatlirde

bu tiir sayisal ¢oziimlerin 6nemli bir yeri vardir.

Biz de bu ¢alismada parabolik tiirden lineer kismi diferansiyel denklemleri sayisal olarak
¢cozmek igin Crank-Nicolson, Homotopi Perturbasyon ve Adomian Ayristirma metotlarini;
parabolik tirden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek igin
de Newton lineerlestirme ve Homotopi Perturbasyon metotlarini kullandik. Uygun
baslangi¢ ve smir kosullartyla birlikte bu metotlarin kararlilik ve yakinsaklik dzelliklerini

inceledik.



2. GENEL BILGILER

2.1.Temel Tanim

2.1.1.Tanim
Birden ¢ok bagimsiz degisken, en az bir bagimh de§isken ve bu bagimlhi degiskenlerin
bagimsiz degiskenlere gore kismi tiirevlerini igeren denklemlere kismi diferansiyel

denklemler denir. Kismi diferansiyel denklemlerin genel formu,

F(XY,2,2,,2,,2,,2,2,,--) =0

1 &=x1 yl XX ! Xyl

seklindedir.
2.2. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Simflandirilmasi
2.2.1. Lineer olmasina gore

Kismi diferansiyel denklemde bagimli degisken ve bunlarin kismi ttirevleri birinci dereceden
ve denklemi bagimli degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar sadece
bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir.
Birinci ve ikinci mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemlerin genel formlari sirasiyla
asagidaki gibidir.

A(x, y)z, + B(x, )z, + C(x,y)z = D(x, )

A%, Y)z, +B(X,Y)z, +C(X,¥)z,, + D(X,¥)z, +E(X,y)z, + F(X,y)z =G(X,Y)

2.2.2. Yan Lineer (Kuasi-Lineer) olmasina gore

Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde gorilen en yuksek mertebeli kismi tlirevlere gore
lineer ise bu denkleme yari lineerdir denir.
Birinci ve ikinci mertebeden yar1 lineer denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagida

verilmistir.

P(x,y,2)z,+0(x,7.2)z, = R(x,7.2)



P(x,y,z,z,,z )z +0(x,y,z,2,,2 )z +R(x,y,2,2,,2 )z +T(x,y,z,2z,2 ) =0
2.2.3. Hemen-Hemen lineer olmasina gore

Bir kismi tiirevli denklem yar1 lineer ve denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tlirevlerin
katsayilar1 sadece bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlari oluyorsa bu denkleme hemen-
hemen lineer denklem denir.

Ikinci mertebeden hemen- hemen lineer bir denklemin genel sekli asagidaki gibidir.

Alx, )z, + B(x,y)z,, + C(x,y)z,, + D(x,y,2,2,,2,) = 0

2.3. Kismi Turevli Denklem Turleri

Bu tirdeki denklemler, iig tip olarak siniflandirilir. x ve y degiskenlerine gore
Ax*>+Bxy+Cy*+F =0
seklinde verilen ikinci dereceden bir denklemin egrisi kuadratik bir egridir. Bu egriye,
B2 —4AC > 0 ise bir hiperbol,
B2 —4AC <0 ise bir elips,
B2 —4AC =0 ise bir paraboldir denir.
Benzer sekilde z; x ve Y bagimsiz degiskenlerinin fonksiyonu olmak Uzere, ikinci
mertebeden bir kismi tlrevli denklemin genel formu;
A(x,y)zm + B(x,y)zxy + C(x,y)zyy + D(x,y,z,zx,zy) =0
seklinde verilebilir.
Diskriminant fonksiyonu,
A(x,y) = [B(x,y)]* — 4A(x,¥).C(x,y)
seklinde tanimlanmak {izere denkleme,
A(x,y) >0 ise hiperbolik,
A(x,y) <0 ise eliptik,
A(x,y) =0 ise parabolik
tiptendir denir.



2.3.1. Hiperbolik tip:

En tipik 6rnegi dalga denklemidir. Dalgalarin nasil bir yayilima sahip oldugunu ifade
ettiklerinden “dalga denklemi” olarak adlandirilir. Ses, 151k ve su dalgalarinin hareketlerini
betimleyen fiziksel nicelikler bu denklemin ¢ozumlerinden ortaya ¢ikmaktadir. AKustik,
akiskanlar mekanigi ve elektromanyetikte oldukca fazla kullanilir.

¢ pozitif bir reel sabit ve t zaman degiskeni olmak iizere 1-boyutlu dalga denklemi asagidaki

gibidir.

2.3.2. Eliptik tip:

En fazla karsilasilan 6rnekleri Laplace ve Poisson denklemleridir ve sirasiyla

2 2
Laplace denklemi: ZX—? + % =V?=0;

o’¢ 0°¢

Poisson denklemi: —— + —— = f(x,y)=V?¢=f
ot oy (X, y) ¢

seklindedir.
Laplace denkleminin bir¢ok uygulamasi vardir. Bunlardan birisi de etrafi izole edilmis bir

bolgede zamandan bagimsiz (kararli) bir 1s1 dagilimi mevcut ise herhangi bir noktadaki 1s1
miktarini veren ¢(X, y) fonksiyonu Laplace denklemini saglar.

Poisson denklemi, dis faktorlerin etkisi altinda kalan bir telin zamana bagli durumda denge

konumuna gelmesi olarak diisiiniilebilir.
2.3.3. Parabolik tip:

Parabolik tiirden bir denklem,
ou o
ot OX
seklinde ifade edilir. Bu denklemdeki & ifadesi asagida belirtilmistir. Zamana bagli 1s1 veya

kiitle yayilmasi oldugundan bu denkleme 1s1 denklemi veya yayimim denklemi denir. Burada



biz 1s1 denklemini ele alacagiz. Bu 6rnegin diger durumlardan farki, kararli hal problemi
degil zamana bagli yani 1sinin zamanla degiskenlik gosterdigi bir problem olmasidir.

Sekilde L uzunlugundaki ¢ubuk iizerinde dx genislikli izole edilmis bir gubuk alalim.

L .?'ﬁ‘-'.l _________________ Y
[ | Giren izl —s= | | == Cikansi [
T _________________ A L.
L3 X »  dx e T
x=0 x=L

Sekil 2.1. Bir boyutta zamana bagli 1s1 akis1

. du
Bolgeye giren 1s1 = —kA& (2.1)

d du
Bolged k =—kA—| u+—dx
0 ge en ¢lKan 1S1 dX ( dX j

(2.2)

Burada k, 1s1 iletim katsayisi; A, gubuk tizerinde alinan bolgenin alanidir. Kararli durumda
bu bolgeye giren 1s1, ¢ikan 1siya esit olmaktadir. Kararli olmayan durumdaysa, birim
zamanda bolgeye giren 1s1 ve ¢ikan 1s1 arasindaki fark, depolanan isiya esit olur. Birim

zamanda depolanan 1s1 miktari,

Cp(Adx)?j—Ltj 2.3)

olarak verilir. Burada ¢, birim kiitle ve birim sicaklik basina depolanan 1s1; p, malzemenin
yogunlugu ve Adx, bélgenin hacmidir.

Bu ifadeleri kullanarak,

2
—kAd—“{—kA(d—“N—“dxﬂ - Cp(AdX)(:I—l:

dx dx dx?
du du
KA—-dx =cpAdx —
o P g
k ﬂ =C d_U
e Pt

k
esitligi elde eldir. a = C— olmak Uzere iki veya u¢ boyutlu halde,
0

U, =avVu (2.4)

1s1 denklemi elde edilir.



2.4. Tiirevlere Sonlu Fark Yaklasimi

Bir , fonksiyonu ve tirevleri sonlu, tek degerli, ve x degiskeninin siirekli bir fonksiyonu

oldugunda Taylor teoremine gore,

u(x+h)=u(x)+ hu’(x)+2—2!u”(x)+2—ju’”(x)+...

(2.5)

u(x —h)=u(x) — hu’(x) + hgu”(x) —h?ju”’(x) +... (2.6)

denklemleri yazilabilir. (2.5) denkleminde birinci tirev cekilirse

u(x+h)—ulx) h h?

u,(x) — h zu"(X) _ Eulﬂ(x) e eee

elde edilir. Burada

2

A h n h mn
0(h) = — o (x) — EThe (x) — -
hata mertebesi olarak alinirsa, yukaridaki denklemden;
u(x+h) =u(x)+hu’(x)

bulunur. Sonug olarak

u(x+h) —u(x)
h

u'(x) = + O(h)

(2.7)
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasima ileri fark yaklagimi denir.

Simdi bu sdylediklerimizi geometrik olarak ifade edelim.

Y A

Sekil 2.2. Sonlu-Fark Turev Formallerinin Geometrik Gosterimi



Sekil 2.2°de P noktasindaki tegetin egimine, BP kirisinin egimi yardimiyla yaklasilabilir.
O halde,

u(x+h)—u(x)

u'(x) = ™

seklinde bulunur.

(2.6) denkleminden birinci tiirev ¢ekilip benzer islemler yapilirsa,

ur(X) — U(X) — l:](x — h)

+O(h)

(2.8)
geri fark yaklasimi bulunur. Sekil 2.2°de P noktasindaki tegetin egimine, yaklasmak igin
AP Kiriginin egimi kullanildiginda ayni formiil bulunur.

(2.5) ve (2.6) denklemlerini toplarsak
u(x +h) +u(x —h) =2u(x) + h*u”(x) + 0(h*)

_ _ 2.9
u,,(x)zu(x+h) 2l:](2X)+u(X h)+o(h2) (2.9)

elde edilir.
(2.5) ve (2.6) denkleminin farki alinirsa,
u(x + h) —u(x —h) = 2hu’(x) + O(h?)

W(x) = u(x+h)—u(x—h)

o(h?
oh +0(h7)

(2.10)
merkezi fark yaklasimi elde edilir. Sekil 2.2’de, AB kirisinin egimi kullanilarak P
noktasindaki tegetin egimine yaklasildiginda merkezi fark yaklasimi elde edilir. Sekilden de

gorildigii gibi bu ti¢ yaklagimin i¢inde en iyi sonucu merkezi fark yaklasimi verir.

2.5. Cok Degiskenli Fonksiyonlar I¢in Gésterim

u, X ve t bagimsiz degiskenlerinin bir fonksiyonu olmak iizere u=u(Xx,t) seklinde ifade
edilsin. xot diizlemini, kenarlar1 6x=h ve oJt=Kk olan esit dikdortgensel bolgelere
bolelim. i ve j tamsay1 olmak tizere herhangi bir P noktasinin (x,t) koordinatlarin1 x =ih

ve t= jk seklinde alalim. P noktasinda u fonksiyonunun degerini; u =u(ih, jk) =u;

seklinde gosterelim.
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I A
i, j+1
®
P(ih, jk)
ik ® ® ®
’ i-1,7 I,j i+1,j
®
*k P -1
4 >
b, < ih X

Sekil 2.3. Sonlu-Fark Izgara Gosterimi

(2.9) denkleminden

o*u _ u((i + D), jk)- 2u(in, jk)+u((i ~)h, jk)
ox° h?

u"(x) = (2.11)

esitligi yazilabilir. Burada u = u(ih, jk) =u, ; seklinde yazarsak

(azuj _ Uiy, _2ui,j +Uy;
i

ox? h?
olarak yazilabilir. Burada kesme hatasi O(hz) olur.

Benzer sekilde k* mertebeden bir hata ile

(azuj _ Ui ja — 2ui,j +U;
i

ot? k?
seklinde yazilabilir.

ou ou
Benzer sekilde P noktasindaki ileri fark yaklagimi ile E ve & degerleri sirastyla k ve

h mertebeden bir hata ile asagidaki sekilde yazilabilir.

[a_uj _ ui,j+l _ui,j
ot ) k

[5_Uj _ui+l,j_ui,j
X )i ; h
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ou ou
Ayni sekilde P noktasindaki geri fark yaklasimi ile r ve N degerleri sirastyla k ve h

mertebeden bir hata ile asagidaki sekilde yazilabilir.

(5_UJ _ ui,j _ui,j—l
ot k

i

[5_Uj _ui,j_ui—l,j
X )i ; h
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Lineer Parabolik Denklemlerin C6zUmu
3.1.1. Crank-Nicolson kapah ¢6zim metodu

Parabolik tiirden kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii bulmak igin birgok
kapali sonlu fark yontemi vardir. Problemde kararlilik g6z Oniine alindiginda, zaman
adimlarinin sayis1 ve buna bagl olarak islem sayisi artacaktir. Bu olumsuzlugu ortadan
kaldirmanin bir yolu, zaman adimimin smirli olmadigi Crank-Nicolson kapali ¢6ziim
metodudur.
Crank ve Nicolson, daha az hesaplama gerektiren bir metot gelistirdiler. Bu metot,
ot
ot ox?
1s1 denklemine,

ui,j+1 - ui,j _l{um,ju - 2ui,j+l + ui—l,j+l n ui+1,j - 2ui,j + ui—l,j }

k 2 h? h?

sonlu fark yaklagiminin uygulanmasi esasina dayanir. Bu denklemde r = hLZ alinirsa,

—IU; ., +(2+20)U; 5, —1U,

b = MUy +(2-20)U; ; +1u (3.1)

i,j+1 i+1,j

denklemi bulunur. (3.1) denklemi u fonksiyonunun tiger tane bilinen ve bilinmeyen degerini

icerir. Bu denklemi,

Uiy m + QU sy = Ui g T Uiy b U ; + Uiy, (3.2)

seklinde diizenlersek burada i=12,...,.n-1 ve j=0l1....m-1 olmak uzere
a=21+Yr), p=2(1-1/r) seklindedir. Her bir i i¢in (3.2) denklemi yazildiginda (n —1)
denklem ve bilinmeyenden olusan bir lineer denklem sistemi elde edilir. Sinir kosullarindan

Uy sy V& U, 1 degerleri bilinmektedir. Ornegin n=4 icin kullanacagimiz lineer denklem

sistemi,
Uy i + aul,_j+1 TUy g T Uy T bul,_/ + u, ;
U + auz,j+1 TU g T Uy buZ,j + u;
Uy + a”3,_/+1 TUy T U bu3,j + u,;
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seklindedir. Bu denklem sistemi,

a”l, 41T Uy - bl
U g +ta Uy g " Uz — bz
~Uyn +ta U a ~ b3

seklinde de yazilabilir. Burada,

bl —U, - b”l,_/ + U, ; + Uy i
b, = Uy, = b”g,j +u,

b, = U, ;= b”g,_/ tu, tu,

seklindedir. (3.2) fark denklemini kullanarak u’nun yaklasik ¢6ziimiinii bulmak igin

AU =B seklindeki lineer denklem sistemini Gauss yok etme metoduyla ¢ozebiliriz.
3.1.2. Gauss yok etme metodu

Her bir zaman satir1 boyunca n—1 tane diigiim noktast oldugu zaman Crank-Nicolson

denklemleri genel olarak u, .., =u, olmak uzere;

i,j+1

blul —CU, = dl
—-a,u, +b,u, —c,u, =d,
—au_; + biui —GUiy = di
_an—lun—z + bn—lun—l = dn—l

seklindedir. Bu denklemde a,,b,,c;,d, Kkatsayilari bilinmektedir. Birinci denklem ikinci
denklemden u, degerini yok etmek igin, ikinci denklem iigiincii denklemden u, degerini yok
etmek icin kullanilir. Benzer sekilde devam edilerek en sondaki denklemden u,_, yok edilir
ve bu islemlerin sonunda U, , degerini igeren bir bilinmeyenli bir denklem elde edilir. Artik
son denklemden baslanarak tiim bilinmeyenler bulanabilir. Sondan bir 6nceki (n-1).
denklem u,, ve u, ; seklinde iki bilinmeyeni icermektedir. Fakat wu,, zaten bilindigi i¢in bu

denklemde bilinmeyen sayist aslinda bir tanedir. Bu sekilde diger u, ,,U, ,,...,U,,U;

bilinmeyenleri geriye yerine koyma islemleri yapilarak bulunabilir.
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Burada dikkat edilmelidir ki her bir yeni denklemde mevcut olan c; katsayisi, ilgili eski
denklemdeki katsay1 ile aynidir. Yani islem yapildik¢a c; katsayilar1 degismez. Kabul

edelim ki, ard1 ardina yaptigimiz yok etme islemleri sonucu su denklemler elde edilsin.
o, =b,, S, =d, olmak Uzere,

a4l —CiyU; =S,

-a,u;, , +bu, —cuu,, =d,

i
denklem sisteminden u, , degerini yok edersek,
a.c a S,
[bi _I—HJUi —CiUyy =d; + ==
()
ifadesini elde ederiz. Burada,

a‘iCi—l ai Si—l

S, =d. +—=, i=23,...,n-1
Qi iy

a;, =b, -

olarak alirsak

U, —CiUi,y =SS, (3.3
elde edilir. Benzer sekilde,
Ay oUn, =CooUyy =S,
-a,,u, ,+b, u ,=d
denklem sistemini buluruz. Bu denklem sisteminden u,_, degerini yok edersek,
[bn_l LS jun_l —d, o+ 252

&,

esitligini elde ederiz.

olmak Uzere,
a U, =S, (3.4)

seklinde bulunur. (3.3) ve (3.4) denklemlerini kullanarak asagidaki denklemlere ulasabilir
ve ¢0zUmi bu denklemlerden elde edebiliriz.

S 1 .
U, = nil: u; :_(Si +Ciui+l)' I=n-2,n-1..21
(221 a;

Burada o ve S degerleri,
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a as,
a,=b, o =b-—2 ve S =d, S =d+1" i=23..,n-1

seklindedir.
3.1.3. Matris metodu ile Crank-Nicolson kapal ¢6zim metodunun kararhhk analizi

(3.1) Crank-Nicolson denkleminin matris formu asagidaki sekilde yazilabilir.

[2+2r) -r T ugn ]
-r 2+2r) -r Uy i
33,j+1
-r (2+2r) —-r
L —d (2+2r) | Uy_gja |
[(2-2r) r T ug; |
r 2-2r) r U,
Us |
r (2-2r) r .
i r (2—2r)__uN711j_
Yani,
A -r Ty )u, =@ +rT,)u, (3.5)

seklindedir. Burada Ty, (N —1)x(N —1) tipinde bir matristir. A;, T, matrisinin 6z

degerleri ve vV, de bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektordiir. Yani,
. sz
A, =—4sin (—j , s=12,..,N -1,
2N

sz . 2sm . (N-1)sx
vV, =SSN —,SN —,...,SIN ————
N N

seklindedir[42]. Bu degerler T, _,V, = A,V ifadesinde yerine yazilarak dogrulanabilir.
(3.5) denkleminden

U,=@I—rTy) " @+rT,)u,
esitligi elde edilir.

Crank-Nicolson yaklagiminin kararlilik analizi incelendiginde
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A=@r—-rT,,) "@+rT,,)

matrisinin her bir 6zdegerinin mutlak degeri birden kiigiik oldugundan bu sonlu fark

denklemleri kararli olacaktir. T, ; matrisinin 6z degeri — 4sin 2(%) iken A matrisinin

Ozdegeri

2 —4rsin 2(5”}
2N s=12,...,.N -1

2 + 4r sin 2(”)
2N

olur. r - nin tim pozitif degerleri i¢in, A matrisinin 6z degerlerinin birden kiigiik oldugu

acikca goriilmektedir.

O halde Crank-Nicolson denklemleri sartsiz kararliliga sahiptir.
3.1.4. Homotopi perturbasyon metodu

Homotopi perturbasyon metodu ¢esitli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin kullanilan
yeni ve etkin bir metottur. Bu metotla geleneksel perturbasyon metotlarinin en ciddi
kisitlamasi olan kiigiik bir parametreye gerek duyulmaz. Metot, ¢c6ziim zor veya uzun olan
bir lineer veya lineer olmayan problemi, ¢6zimi kolay olan lineer denklem sistemine
indirger. Simdi genel lineer olmayan bir denklem uzerinde metodun diferansiyel
denklemlere uygulanigin1 gosterelim. A genel bir diferansiyel operatdr, B sinir operatorii,
f (r) bilinen analitik bir fonksiyon ve I',Q bdlgesinin sinir1 olmak iizere,

Au)-f(r)=0, reQ (3.6)

ve denklemin sinir kosullari

B(u,a—uj:O, rel’
on

olsun. A operatorii genellikle L lineer ve N lineer olmayan operatdrler olmak lzere ikiye
ayrilir. Boylece (3.6) denklemi,

L(u)+N(u)—f(r)=0 (3.7)
bigiminde yeniden yazilir. Homotopi teknigiyle, v: £ x [0,1] — R bir doniisiim, p [0]1] bir
gémme parametresi, U, (3.6) denkleminin baslangi¢ yaklasimi olmak iizere;

H(V(r, p) p)=(1- pJL() ~ L(uo)]+ p[AW) - f(1]=0,  pefoq] (38)

veya
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H(V(r, p). p)=L(v) ~ L(u) + PL(up) + PIN(V) - f(]=0 (39)

homotopisi olusturulur. Buradan
H (v(r,0),0) = L(v) — L(u,) =0
H(v(r,1)1)=A(v) - f(r)=0
denklemleri elde edilir. (3.7) denklemi; p=0 iken lineer denkleme, p=1 iken lineer
olmayan orijinal denkleme déniisiir. p parametresinin 0°dan 1’e degisimi, v(r, p) ¢ozim
serisinin u, (r) baslangi¢ yaklasimindan denklemin ¢6ziimii olan u(r) ye degisimini verir.
Topolojide buna deformasyon adi verilir. Bu durumda L(v) — L(u,) =0 ve A(v)— f(r)=0
denklemlerine “homotopiktirler” denir. Eger p gdmme parametresi “kiigiik parametre”
olarak diistintiliirse, perturbasyon teknigiyle (3.6) denkleminin ¢6zimu p *nin kuvvet serisi
olarak yazilabilir. Yani,
V=V, + PV, + P2V, +...

seklinde verilebilir.
p — 1 iken denklemin yaklasik ¢6ziimdi,

u=limv=v, +v, +v, +...
p—1

olarak bulunur.

Homotopi perturbasyon metodunun en 6nemli avantajlarindan biri, topolojideki homotopi
ile bircok yolda 6zglrce perturbasyon denkleminin kurulabilmesi ve baslangi¢ yaklagiminin
da dzgurce secilebilmesidir. Bu metotta uygun bir baslangi¢ yaklagimi ve uygun homotopi
secmek problemin ¢ozimi icin 6nemlidir. Cunkid uygun homotopi secilmemesi durumunda
¢Oziimiin yakinsakliginin saglanmamasi, uygun baslangic yaklagiminin secilmemesi
durumunda istenilen ¢oziime ulasilamamasi ve ¢6zumi bulmak igin sonsuz iterasyon

gerekmesi bu metodun dezavantajlarindandir.
3.1.5. Adomian ayrisim metodu

Bu metot, lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan diger yontemlere
gore daha basit ve daha karmasik denklemlere uygulanabilen seri ¢oziim yontemidir. Simdi
genel olarak Adomian ayrisim metodunun nasil kullanildigi inceleyelim. Bunun igin lineer
bir

Lu+Ru=g (3.10)
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diferansiyel denklemini ele alalim. Burada, L tersi bulunabilen lineer operatér ve R de

geriye kalan lineer terimi belirtmektedir. Verilen bu denklemin genel ¢6zimi,

u(x, )=, (x,y)

n=0
seklinde yazilir. (3.10) ifadesinden,
Lu=g—-Ru

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafina L™ ters operatorii uygulandiginda
u=f -L*(Ru) (3.11)
bulunur. Buradaki f fonksiyonu, g fonksiyonunun integralinden elde edilen terimleri

temsil etmektedir.

Ayristirilmis seri ¢dziim fonksiyonu,

u:iun (3.12)

n=0

seklinde oldugundan (3.11) ve (3.12) ifadeleri goz oniine alinirsa
Su,=f- L‘{R(ZUHD
n=0 n=0

Ug +U, +U, +...= f —L*(R(uy +u, +u, +...))

yazilabilir. Yani,

seklindedir. Bu seri ¢oztim fonksiyonunun birinci terimi u,, verilen fonksiyonun baglangig
kosuluna esittir. Daha sonra U, terimi kullanilarak u;,u,,Uu,,... terimleri elde edilir. Bu da
asagidaki tekrarlama bagintist kullanilarak gosterilebilir.

u, = f,

u., =—-L*(R(u,)) k>0

Boylece bu degerler (3.12) denkleminde yerine yazilarak u ¢6zumi elde edilir.
3.2.Lineer Olmayan Parabolik Denklemlerin C6zUmu

Lineer olmayan parabolik denklemlere sonlu fark metotlarini uygulamanin zorlugu yoktur.
Zorluk, sonlu fark denklemleriyle ilgilidir. Eger denklemler lineer ise, yakinsaklik ve
kararlilik i¢in saglanmas1 gereken kosullarin belirli oldugu problemlerin ¢6ziimii kolaydir.
Ciinkii bilinmeyenlerin katsayilar1 ilk zaman adimindaki ¢6ziim fonksiyonu olacaktir. Eger

denklemler lineer degilse, agik ¢ozliim metotlari ile ¢oziime ulasmak zordur. Bu nedenle bazi
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yollarla denklemler lineerlestirildikten sonra ardisik yaklasimlar yontemi ile ¢oziiliir. Lineer
olmayan parabolik denklemlerin genel formu m > 2 bir tamsay1 olmak tizere;

ou _oiu"
ot ox?

seklindedir. Bu tiir denklemler genel olarak Taylor serisi yardimiyla lineerlestirilirler. Yani,
Taylor agilim1 bu islemi yapmanin standart bir yoludur ve bu islemden elde edilen ¢6ziim
metodu genellikle Newton metodu olarak adlandirilir. Ayrica Richtmyer metoduyla da lineer

olmayan parabolik bir denklem, lineer hale getirilip ¢ozulebilmektedir[42].

3.2.1. Newton metodu ile lineerlestirme

f,(u,u,,..,uy)=0,1=12,..N (3.13)
denklemi ile N tane u,,u,,...,u, bagimli degiskenine gére N tane denklemi gosterelim.
u, tam ¢Ozlmune bilinen bir yaklasim olarak V; degerini alalim. BOylece u, =V, +¢

seklinde yazilabilir. Bu esitligi (3.13) denkleminde yerine yazip, elde ettigimiz fonksiyona

Taylor agilim1 uygulanirsa,

0 0 0
fi (Vl’VZ ""7VN )+(818—L11+€2 a_u2+ ...+8N M] fi (Vl,VZ,...,VN )

2
L gli+gzi+...+gN 2 f (VL V) + ot
oy, ou, Ouy,

N
1 0 0 0
—leg—+e,—+..4+5,— | £ (VV,,..V,)+R, =0
(51 au, & au, éN 6UNJ |( 1Y N) N

esitligi bulunur. 0 < @ <1 olmak uzere R kalan terimi,

N+1
1 0 0 0

Ry=——|&§—+¢& —+..+5 — f(V,+0s V,+06¢,,..V, +0¢

N (N+1)![18U1 Zauz NauN] |(1 11Y2 2 N N)

seklindedir. Elde edilen bu Taylor ag¢iliminda birinci mertebeden sonraki terimler ithmal

edilirse,

f,(V,V,,..Vy) + i81+i82+...+i8,\1 =0,1=12..,N (3.14)
ou 0 Yy

1 2 l"IN
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esitligi elde edilir. Ikinci parantez Gzerindeki alt indis ifadesi, &,¢,,...,&, ifadelerinin
katsayilarinda goriinen U,,U,,...,uy, bagiml degiskenleri, diferansiyellendikten sonra
sirastyla V,,V,,...,V ile yer degistirdigini belirtmektedir.

(3.14) denklemi N taneg,¢,,...,&y bilinmeyeni icin N tane lineer denklemi ifade eder.
Cunkd V,,V,,...,V,, degerleri bilinmektedir. & degerleri hesaplandiginda yontem tekrarlanir
ve bir sonraki iterasyon i¢in bagimli  degiskenlerin  baslangic  degerleri

(Vi +5i) , 1=1,2,.,N seklinde olur. Bu sekilde birbirini izleyen yaklagimlar yontemine,

i=12,...,N olmak Uzere |6‘i| <107® gibi bir dogruluk derecesi i¢in, U; degerleri bulunana

kadar devam edilir.

3.2.2. Newton metodunun kararhhg:

ou o’

ot ox?

denklemine (i, j+ %) noktasinda sonlu fark yaklasimi uygulanirsa,

1 2 2 2 2
Eé‘tui,ﬁi 2h2 {5x IJ+1+5X i j}

jé(ui,jﬂ_ui,j):Z_Jr;z{(uizl,jﬂ_Zui2,j+l+ui2+1,j+1)+( IlJ_2u +ul+11)}

2
elde edilir. f =? ve U; j,; =U; almirsa,

2= 20 () U2 =20, (U= F)+u?, b =0= 1 (U u,) (3.15)

i+1,
esitligi elde edilir. Vi , U; tam ¢dziime bilinen bir yaklasim olsun. Yani U, :Vi + & seklinde

alalim. Bu esitligi (3.15) denkleminde yerine koyulur ve &; ’ deki birinci mertebeli terimlere

Taylor agilim1 uygulanirsa,

of.
U s+l |+ f (VW V.,)=0,
au,_, EN 8u au, (Vi )=

u. =V:

i=12,..,N

esitligi elde edilir. Bu ifadeden de,
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Qg+ 2+ ) g -8, :{(Vizl_zvi (Vi + f)+\4i1)+(uil,j —2U; (ui,j ~f )+ui2+1,j)}

denklemi elde edilir.

Bu denklemi matris formunda asagidaki sekilde yazar ve isleme devam edersek,

2(2v+f) -2V, g
N, 22+ f) —2v P

Ny, 2(NVL,+f) 2,
Ny, 2N+ ) |leny ]

—2(V+ ) v, v,
v, —2(V,+ 1)V, v,

bulunur.
Kabul edelim ki Newton denkleminin matris elemanlarindaki Vi fonksiyon degerleri,
temsili bir pozitif ¢ parametresi ile yeniden adlandirilsin. O halde,

(=2cTy , +2f1)g =(cT, ,—2f 1)V, +b

esitligi elde edilir. Burada,
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V02+ugyj—2u1]j(ul'j—f)+u22‘j o 1

uf’j—2u2,j(u2,j—f)+u2. 1 21

3.

b= . ve Ty, =

2 2 2 1 -2
V,: +uN_2'j—2uN_1’j(uN_l’j—f)+uNyj_ L -

seklindedir.

g =(-2cTy, +2f1) " (cTy, —2f1)V, +(=2cT, , +2f1) ' b
elde edilir. Buradan da
&=AV.+h
esitligi yazilabilir. Kararlilik icin A matrisinin 6z degerlerinin mutlak degeri 1°den kiigiik
olmalidir. TN,l matrisinin 6z degerlerinin

—4sin2(25—7|;j s=12..N-1

seklinde oldugunu biliyoruz.

O halde A matrisinin 4, 6z degerleri

—4¢sin’ [S”j—Zf —(4csin2 (S”j+2f]
P 2N 3 2N

= -
8csin?| 2% |4 2f 8csin S7Tj+2f
2N 2N

seklinde elde edilir.

Kararlilik igin, ls‘ <1 oldugu acik¢a goriilmektedir[42-43].

3.2.3. Homotopi perturbasyon metodu

ou_ou"

o ox

seklinde verilen lineer olmayan parabolik tiirden denkleme bir 6nceki kisimda anlatilan

Homotopi Perturbasyon metodu uygulanacaktir. Burada m>2 bir tamsayidir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Ornek:

U, =u, O0<x<rz, t>0
u(0,t)=0,u(z,t)=0, t>0 (4.1)
u(x,0)=sin x + 3sin (2x)

seklinde verilen parabolik denkleminin ¢6ziimiinii arastiralim. Simdi bu problemin analitik

ve sayisal ¢oziimiinii bulalim.
4.1.1. Analitik ¢6ziim

Bu denklemin analitik ¢6ziimuinu asagidaki gibi degiskenlerine ayrilabilir formda arayalim.
u(x,t)= X(xJT(t) (4.2)
Bu esitlikte X yalmzca x degiskeninin bir fonksiyonu, T yalnizca 1 degiskeninin bir
fonksiyonudur.
(4.2) formundan gerekli tiirevleri alip, (4.1) denkleminde yerine koyalim. Bu durumda,
X a =T o°X
ot ox’

(4.3)

denklemi elde edilir. Bu denklemdeki degiskenler tek degiskene bagl oldugundan (4.3)
denklemi bir adi ttrevli diferansiyel denklemdir. Dolayisiyla (4.3) denkleminin her iki tarafi

XT ile bolundikten sonra

1dT  1d°X
Ta X o “9
ifadesi elde edilir. (4.4) ifadesinden,
%izl_—tr:%dd;( =sht=-4>, 1>0
veya
T'+A°T =0, X"+ 12X =0 (4.5)

denklemleri bulunur. Burada A sabiti, ayirma sabiti olarak adlandirilir. (4.5) denklemlerinin

¢o0zum,
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T(t) = C:e_/qut (46)

ve
X (x) = Acos(Ax) + Bsin( Ax) 4.7

seklinde olup, sinir kosullarin1 yerine yazarsak

u(0,t)=X(0JT(t)=0,= X(0)=0
Uz t)= X ()T (t)=0,= X(z)=0

elde edilir. Bylece X (0)=0dan dolay1, A=0 ve X (7)=0 esitliginden de Bsin Az =0

(4.8)

bulunur. Burada B=0 secilirse denklemin asikar ¢6ziimiine ulasilir. B0 olmak Uzere,

sin Az =0 ifadesinden,
Ar=nz, n=123,...

bulunur. Buradan da 4, =N, N=12,... elde edilir. 4, nin sonsuz sayidaki ¢éziimiinii goz

ontine aldigimizda,

u, (x,t)=X, (x)T,(t)=B,sin(nx)C.e™, n=123,...

" ' (4.9)
=u,(xt)=a,sin(nx)e™" , n=123,..
elde edilir. Burada @, = BnCn ’dir. Is1 denklemi lineer oldugundan,
X,t)=>"a,sin (nx)e‘”2t (4.10)

serisi de verilen denklemin bir ¢ozimudir. Bu serinin yakinsak oldugu her yerde bu seri,
denklemin gergek ¢ozamd olur. Son olarak u(X,0)=sin(x)+3sin(2x) baslangi¢ kosulunu

uygularsak,
u(x,0)=sin(x)+3sin(2x) Za sin(nx)

elde edilir. Buradan da,
sin(x)+3sin(2x)=a,sin(x)+a, sin(2x)+a,sin(3x)+
ifadesi yazilabilir. Her iki tarafin benzer terimlerinin katsayilarini esitlersek;
a=1, a=3vwa=0,n>3
elde edilir. Bu degerleri (4.10) denkleminde yerine yazarsak
u(x,t)=e"sin(x)+3e*sin(2x)

analitik ¢cozum elde edilir[44].
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4.1.2. Adomian ayrisim metodu
U, =u,,
u(0,t)=0,u(z,t)=0,t>0  0<x<z t>0
u(x,0)=sinx+3sin(2x)
probleminin AAM ile ¢6ziimii asagidaki gibidir.
Verilen problemi operatdr formunda,
Lu=Lu

seklinde yazabiliriz. Burada L, tersi alinabilen lineer diferansiyel operatordiir. Bu

operatorler,

82
e

a d t
L, == Lll(~)=_|.(~)dt L
0
seklinde tanimlanir. (4.1) denkleminin her iki tarafina Lt_l operatorinl uygularsak,
LAy =L
yada
u(x,t)-u(x,0)=L"L.u
bulunur. Ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonu,
u=>u(xt)
n=0
olmak Uzere,
D> u, (x,t) =sinx+3sin(2x)+ I_(l(LX [Zun (xt)n
n=0 n=0
esitligi yazilabilir. O halde sifirinci bilesen,
Uy =Sin x+3sin(2x)
olarak bulunur. Diger bilesenler asagidaki gibi tekrarlama bagintisin1 kullanarak

bulunabilirler.
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)

=u, = 'Ly, =-t(sin x+12sin(2x))

u, =L'Lu, = tZI(sm X+48sin (2x))

Bdylece ¢ozlim,

2 2
u=sin x(l—t+t——---]+35in(2x)[1—4t+ﬂ—---]
2! 21

u=sinx-e" +3sin(2x)-e”™*

seklinde elde edilir.

4.1.3. Homotopi perturbasyon metodu

utzuxx
u(0,t)=0,u(7,t)=0,t>0 O<x<z, t>0
u(x,0)=sin x+3sin(2x)

1s1 denkleminin HPM ile ¢6ziimii asagidaki gibidir.
He’nin homotopi perturbasyon metoduna gore, asagidaki homotopi olusturulabilir.

o au o%v  au
H(v, p)= = at°—p(axz—6t°j=o (4.11)

Simdi ¢6zUmu p’nin bir kuvvet serisi olarak
V=V, + v + PV, +. (4.12)
seklinde alalim. Baslangi¢ kosulu g6z oOniline alinirsa uy(x,t) = sinx + 3 sin(2x)

secilebilir. Boylece, u, ve (4.12) denklemi, (4.11) denkleminde yerine yazilip, p’nin ayni

kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
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0.y _
ot ot

0% o,
ot ox* ot

2_8V2_82V1

g ot ox

3.6V3_82V2

P ot ox?

Bu sistem ¢ozilirse,
Vo (X, t)=sin x + 3sin(2x),
v, (x,t)=—t(sin x + 4 - 3sin (2x)),

2

v, (x,t):tz—!(sin X+ 47 - 3sin (2x))

3

v,(x,t)= t3—| (sin X +4° - 3sin (ZX)),

esitlikleri bulunur. P parametresi 1’ e yakinsarken denklemin ¢6ziimii,

u=limv=v, +v, +v, +...

p—1
olmak Uzere
2 3 2 3
u(x,t)=sin x[l—t+t——t—+...]+33in(2x)(1—4t+@—@+J
21 3 2! 3

u(x,t)=sin x-e™* +3sin(2x)-e ™
elde edilir.
4.1.4. Crank-Nicolson kapah ¢6zUm metodu

Ayni1 problemi simdi Crank-Nicolson kapali ¢6ziim metodu ile tekrar ¢6zelim. Bu metot r
degerinin tiim sonlu degerleri i¢in gecerli olsa da, r’ nin segecegimiz biiyiik bir degeri i¢in

2—? yaklagimi hatali bir yaklagima yol agar. Uygun bir deger olarak, h = % degeri i¢in

r=1 alahm. O zaman k =0,098696 olacaktir. Ayni sekilde r=1 degeri i¢in (2.2)
denkleminden U; ; degerlerinin katsayilari sifir olacaktir. O halde (2.2) denklemi asagidaki

sekilde olur.
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—Ui g F U Uiy g = Uiy U

i=12,..,9 olmak Uzere U;;,; degerini U; ile gdsterelim. Birinci zaman adimindaki y

degerleri i¢in asagidaki denklemleri yazabiliriz.

—0+4u, —u, =0+ 3,440952
—u, +4u, —u, =2,072370 + 3,662187
—u, +4u, —u, =3,440952 + 2,714412
—u, +4u, —u, =3,662187 +1

—-u, +4u, —u, =2,714412 - 0,812296
—Ug +4u, —u, =1-2,044150

—Ug +4u, —u, =-0,812296 — 2,265384
— U, +4ug; —uy =-2,044150 —1,454340
—Ug +4uy —0=-2,265384 +0

Bu denklem sistemi, Gauss yok etme metodu ile ¢ozllurse,

u, =1477999 , u,=2471047, U;=2,671634 |  _2060125 , Us=0,906681,
u, =-0,335515 | u, =-1,204594  u, =-1,405181 , u, =-0,917641

degerleri elde edilir. Bu sekilde devam edilerek t =0,888264 zamanina kadar y degerleri

hesaplanirsa ve t=0,888264 zamaninda sonlu fark ¢oziimleriyle ilgili kismi diferansiyel

denklemin analitik ¢6ziimii karsilastirilirsa asagidaki tablo elde edilir.

Cizelge 4.1. t =0,888264 zamaninda analitik ¢6ziim ile Crank-Nicolson kapali
p
¢oziim metodu kullanilarak elde edilen sonug¢larin karsilastirilmasi

Crank Nicolson
- Hata
Analitik Cozim Metodu
x=0 0 0 0
x=0,314159 0,177614 0,194688 0,017074
x=0,628318 0,323499 0,355773 0,032274
X =0,9424777 0,414507 0,460275 0,045768
x =1,256637 0,441729 0,505842 0,064113




x =1570796
X =1,884955
X=2199114
X =2,513274
X =2,827433
X =3,141592

0,411368

0,340738

0,251100

0,160092

0,076624
0

0,527900
0,652625
0,352960
0,198292
0,090646

29

0,116532
0,311887
0,10186
0,0382
0,014022
0

Cizelge 4.2. Ornek 4.1 icin Crank-Nicolson(CN) ve Homotopi Perturbasyon(HPM)
metotlarinin uygulanmasi sonucu olusan hatalar

Analitik  Crank Nicolson ~ADM/HPM Hata Hata
Coziim Metodu ~ N=(12) |Ugn—Uen| [Usam —Upem
x=0 0 0 0 0 0
x =0,314159 0,177614 0,194688 0,165953 0,017074 0,011661
x =0,628318 [0,323499 0,355773 0,304631 0,032274 0,018868
X = 0,9424777| 0,414507 0,460275 0,395639 0,045768 0,018868
x =1,256637 [0,441729 0,505842 0,430069 0,064113 0,01166
x =1,570796 |(0,411368 0,527900 0,411369 0,116532 0,000001
x =1,884955 |0,340738 0,652625 0,352400 0,311887 0,011662
X =2199114 [0,251100 0,352960 0,269969 0,10186 0,018869
X =2,513274 [0,160092 0,198292 0,178961 0,0382 0,018869
X = 2,827433 (0,076624 0,090646 0,088285 0,014022 0,011661
x =3,141592 0 0 0 0 0
4.2. Ornek:
@:azuz O0<x<1 (4.13)
ot ox* '

baslangi¢ kosulu ve sinir kosullart:
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u=4x(1-x), O<x<1, t=0
u=0, x=0 ve x=1'de, t=>0

olan parabolik denklemin ¢éziimiinii arastiralim. Simdi bu problemin sayisal ¢éziimiinii

bulalim.

4.2.1. Newton lineerlestirme metodu

|
(4.13) denklemi X-t duzleminde {Ih, (J +§)k} noktasinda sonlu fark yaklasimi ile yer

degistirirse,

1 1

—ou -

ki 2h2{
1

= E(ui,jﬂ w ui,j ) = %{(uizl,jﬂ - 2l"Iiz,j+1 + ui2+l,j+l)+ (uiz—l,j - 2uiz,j + l"|i2+l,j )}

O2U% . +0°u? }

X 0, j+1 X i, ]

2
esitligi bulunur. P= ? ve U; ;,; =U; ile tanimlanirsa,

u?, _2(ui2 + pui)+ui2+l+{ui2—1,j _z(uiz,j — Py ; )+ui2+1,j} =0=f (ui—l’ui’ui+l)

olarak yazilabilir. u; = v; + ¢; ifadesini yukaridaki denklemlerde yerine koyar ve &;’deki

birinci mertebeli terimlere Taylor agilimini uygularsak;

of, of, of,
— &, t—&+
ou; , ou; ou;

i+1

5i+1} + (Vi Vi Vi) =0

ifadesi bulunur. Buradan da,

2Vi—lgi—l - 2(2Vi + p)gi + 2Vi+lgi+1 + [{Viz—l - 2(\/i2 + Vi ) +Vi2+1} + {uiz—l,j - 2(uiz,j - pui,j )"’ ui2+1,j }] =0

...(4.19)

esitligi elde edilir. Burada v;, u, ., degerine bir yaklagimdr.

i, j+1
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Xizli, i:1(1)5 ve t:kzi alalim.
6 36
1. .
Eger V,, X = EI , 1=1(1)5 ve t=0 noktasindaki baslangi¢ degerine esit verilirse,

- 1 . _ .
j =0 icin v, =u;, olur. Ayrica problem x= 5 ’ye gore simetriktir. (4.14) denklemi,

2U; 1084 — 2( P+2u;, )‘9i + 20, 081, + [{uiz—l,o - 2(uiz,o + PU;, ) + ui2+1,0} +{ui2—1,0 - 2(uiz,o - pui,O)

+ui2+1,0] =0

= 2U;_108 4 — 2( p+2u;, ) & + 22U 081, + {Zuiz—l,o - 4ui2,0 + 2ui2+1,0} =0

seklinde olur. O halde,

1 5
Vo X ==, V,=4x(1-%)==
1 8
v2—>x2:§, v1:4x2(1—x2):§
1
Yy X =2 Vs = 4% (1-x;) =1
2 8
Ve X =2 v4:4x4(1—x4):§
5 5
Y= X =, v5:4x5(1—x5):§
elde edilir.
ta
0 & &, &, £,=6&, & =& 0
t=k|0 A v, v, Vv, =V, Vo =V, 0
X
5 8 8 5
0 u10_§ u20_§ Uso =1 u40_§ u50_§ 0

j=0, i=1igcin;



2Uq 46 — 2( P+ 2u1’0).91 +2U, &, + {2u§0

esitligi bulunur. p =1 alinirsa,

—2(1+2-§)31+2'§ {
9 9

—19¢, +8¢, +% =0

4.2,
81

j=0, i=2igin;
20,8, = 2( P+ 2Uy ) &, + 2Uy g5 + {207,
2(%) £1+2 j82+2183 { 25

22

5¢, —25¢,+9¢,——=0
9
j=0, i=3igin;
20, o, — 2( P+ 2y ) &5 + 2U, 4, +{ 207,
2(§j52_2(1+2,1)53+2,8 {2%
9 9 81
882—2753+884—%=0

j=0, i=4igin;

2.54
81

32

—4ul; + 2u22’0} =0

-0

—4u3, +2u5,} =0
64

2242250, 1} 0
81

81

.(a,)

—4uZ, +2u7,} =0

64}:0

—44+2.27°
81

2U, o8, — 2( P+ 20,0 ) &, + 2Ug o8 +{2u5, — AU, + 202} =0
26,—2(142.8 ), 1225 +21-4.22 0. B¢
9 9 81 81

22

9¢, —25¢, +5¢, _E:O

j=0, i=5igin;

20, o, — 2(L1+ 2Uy o ) & + U o5, + {207,

2(§jg4—2(1+2-§j55+{2-@—4.—
9 9 81 8l
82, 195, + 2 =0

19

elde edilir.

.(a,)

—4ul,+207,} =0

-0

.(as)



(), (&), (&), (a,), (&) ’in matris formu asagidaki gibidir.

14
9
19 8 & 22
5 —25 9 P 9
34
9 - 25 5 || &, 2
8 -19 & E
14
9
O halde,
14
b1:_19 a2:—5 C1:—8 dl:—E
22
b2:_25 a3:—8 C2:—9 dzz?
34
b3—_27 a4——9 C3——8 d3_?
22
b4:_25 a5:—8 C4:—5 d4:?
14
bs =-19 cs =19 ds = ——

seklindedir. Simdi Gauss yok etme metodunu uygulayalim.

14
(Xl:bl, 61:d1 = a1:_19, 61:_?
ve
a; - cj_
a;=b; ——=L i =2345
i-1
esitliginden,

a, = —22,894736
a; = —23,855172
a, = —21,981786
as = —17,180311

33



bulunur. Ayrica,

ai ,
6i = di + a_6i_1 B L= 2,3,4,5

-1

esitliginden de

8, = 2,035088
55 = 4,488888
8, = 4,137996
85 = —0,049583

degerleri elde edilir. Yukarida buldugumuz degerler kullanilarak,

)
£51 = &5 = a—‘: = 0,002886

1

84 - (54 + C485) = _0,187590
Ay
1

33 = _(53 + C3E4) = _0,251082
as
1

32 = a_(52 + C2€3) = _0,187590
2

1
81 = a_(61 + C1€2) = 0,002886
1

esitlikleri bulunur. O halde u ¢ozumleri,

u; 1, = vy +& = 0,558441
Uy, =V, + & =0,701298
uzq, = vz + & =0,748918
Uy1 = Vg + &, =0,701298
Us; = Vs + &5 = 0,558441

seklinde elde edilir.
4.2.2. Homotopi perturbasyon metodu
ou  0%u?

ot  ox? '
u=4x(1-x), 0<x<1, t=0

0<x<1

34
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u=0 x=0vex=14de, t=0
problemini homotopi perturbasyon metodu ile ¢ézelim.

He’nin homotopi perturbasyon metoduna gore, asagidaki homotopi olusturulabilir.

v o ovY au
(v p)‘a‘#‘p&ﬁ ‘#J‘O “15)

Simdi ¢6zUmu p’nin bir kuvvet serisi olarak
V=V, + pv,+ PV, +... (4.16)
seklinde alalim. Baslangi¢ kosulu g6z Oniine alinirsa uy(x,t) = 4x(1 — x) secilebilir.

Boylece, u, ve (4.16) denklemi, (4.15) denkleminde yerine yazilip, p’nin ayn1 kuvvetlerinin

katsayilar1 esitlenirse, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

v, OJu
0 0 0
— = =4x(1 —
p at at 0' vO (x, 0) x( x)
ov, 0%v3
1'_ = _—
P 922 v1(x,0)=0
ov, 0%v?
2'_ = =
p=: 3t I v,(x,0) =0

n.% = 6217,%_1
P9 T T ox?

v,(x,0) =0, (n=234,..)

Bu sistem ¢ozlirse,
vo(x,t) = 4x(1 — x),
v1(x, t) = 64t,
v,(x,t) =0,

v,(x,t) =0
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esitlikleri bulunur. p parametresi 1’e yakinsarken 1s1 denklemin ¢6ziim,

u=limv=vy+v,+v,+-
p—1

olmak Uzere
u(x, t) = 4x — 4x% + 64t

elde edilir.

Cizelge 4.3. (4.13) probleminin Newton lineerlestirme metodu ve Homotopi perturbasyon
metodu kullanilarak elde edilen sayisal ¢6ziim sonuglarin karsilastirilmasi

NLM HPM
Ui, 0,558441 0,555555
Upq 0,701298 0,888888
us 0,748918 1
Uy q 0,701298 0,888888
Us 1 0,558441 0,555555
4.3. Ornek:
ou o4 )
S o 4.17
G (@.17)

Bagslangic kosulu ve sinir kosullari:
U (x, O) _ 1+2x

X2+ x+1

1 12t +1
O,t =, O't =
u(0.1) 6t+1 u, (0.0)

(6t+l)2

olan bir boyutlu 1s1 problemini ele alalim.
Bu problemin analitik ¢6ziimii asagidaki gibidir[45].

1+2x

_ 4.18
X%+ X+6t+1 (4.18)

u(x,t)=



37

4.3.1. Newton lineerlestirme metodu

Problemimiz (4.17) denklemi x-t dizleminde {ih,(j+%)k} noktasinda sonlu fark

yaklasimui ile yer degistirirse,

1 1 {52u 2u. . +8%

x i, j+1  “Hije x i, j

_é'tu P

= —2us
k iy 2h? "’}

= %(ui,h—l _ui,j ) = Z_:II,]-Z{(Ui—l,m - 2ui,j+l + ui+1,j+1 - 2u§j+1)+ (ui—l,j - 2ui,j + ui+1,j - 2ui3,j )}

2

e h .
esitligi bulunur. p = ve u, .., = U, ile tanimlanirsa,

i,j+1

ui—l_z(ui + Py _ui3)+ui+l+{ui—l,j _Z(Ui,j a pui,j +ui3:j)+ui+l,j} =0= fi (ui—l’ui’ui+l)

olarak yazilabilir. u; = v; + ¢; ifadesini yukaridaki denklemlerde yerine koyar ve &;’deki

birinci mertebeli terimlere Taylor agilimini uygularsak;

a—figi_l + a—f' &+ afi Ein + fi (Vi—11 Viy Vi+1) =0
aui—l aui aui+1 u;=v

ifadesi bulunur. Buradan da,

£,-2(1+p-3v)g +¢ +[{vi71—2(vi +pv, —vi3)+vi+1}+{ui71’j —2(uy ;- pu, ; +u5, )+ui+1'.}] =0

i+1 j

...(4.19)

esitligi elde edilir. Burada v;, u, ., degerine bir yaklagimdr.

i,j+1
1. . 1
X ==, |:1(1)5 ve t=k=— alalim.
6 36
Eger V;, X ==i, i=1(1)5 ve t=0 noktasindaki baslangi¢ degerine esit verilirse,

' 6
i =0ig¢in v, =u, , olur. Ayrica (4.19) denklemi,
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Eia— 2(1+ p- 3uiz,o )gi Té&uT [{ui—l,o - 2(ui,o + PU; — uigjo ) + ui+1,0} +Hui o - 2(ui,o — PUjp + ui3,o)
+ui+1,0] = 0
= 64— 2(1+ p=3U’y )& + &4 + {20,y o — AU+ 20,4} =0

i+1

seklinde olur. O halde,

v=x = 1=1)5 icin;

1 1+2x, 48
V1_>X1:g’ V1:2—:_
X, +X%+1 43
1 1+2x, 15
V2—>X2:—, V2:2—:_
3 X;+X%,+1 13
1 1+2x, 8
V3—>X3:—, V3:2—:—
2 X;+X+1 7
2 1+2x, 21
V4_)X4:—, V4:2—:—
3 X;+x,+1 19
5 1+2x, 96
V5_>X5=_' V5:2—=_
6 Xs+x+1 91
elde edilir.
ta
1 & &, &, &, s 1
t=kl1 A v, v, v, Vg 1
X
0 u—ﬁu—gu—gu—é u—%o
1,0 43 2,0 13 3,0 7 4,0 19 5,0 91

j=0,i=1icin;
& —2&1+p-3u)+e,+ {2u2’0 —4u, , + 2u0’0} =0

esitligi bulunur. p =1 alinirsa,

2
& — 28, 2—3(@ +&,+ 2-5—4-@+2 =0
43 13 43



6428 88
Egt—— =&t ———=
1849 559

j=0, i=2igin;

& —2&,(1+ p—3uj,)+&+ {2u31O —4u, , + 2ul’0} =0

2
& —2¢, 2—3(Ej +53+{2.§_ ~§+2~4—8}=0
13 7 13 43

674 380
St ——&tE——— =
169 3913

j=0,i=3igin;

£, —265(2—3U2,) + £, +1{2U, s — AUy, +2U,  } =0

2
&, —2&, 2—3§ +&,+ 2-2—1—4-§+2-E
7 19 7 13

0

j=0,i=4icin;

£3—26,(2—3UZ ) + & + {2Ug s — AU, o +2U5 o} =0

2
& —2&, 2-3 2 +&+ 2~%—4-§+2.§ =
19 91 19 7

1202 44
Egt——— &t E——o =
361 1729

j=0,i=5igin;

&4 —265(2—3U2g) + &5 + {2Ug o —AUg o +2U, o} = 0

o

2
&, — 26 2—3% +& + 2.1_4.%4_2.2 -0
91 91 19

22172 16
Egt——— &+ ———=
8281 1729

()

..(a,)

-(85)

..(a,)

+(8s)
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elde edilir.

(&), (&), (&), (a,), (&) ’in matris formu asagidaki gibidir.

6428 88
1849 559
674 g 380
169 . 3913
188 o 2| 2
49 3 1729
, 22 & 44
361 &5 1729
| 2 16
8281 1729
O halde,
6428 88
- a =-1 =1 d =—1
& 1849 2 “ ' 559
674 380
> 169 % 2 > 3913
188 92
b, =—o a,=-1 c,=-1 d,.=——
49 * 3 51729
1202 44
b = a, :—1 C :—1 d i
‘361 ° N 1729
b5:22172 g, - 16
8281 1729

seklindedir. Simdi Gauss yok etme metodunu uygulayalim.

6428 88
— y 5 = d =—, 5 = —_—
w=h. 4=d “1 71849 ™ 559
ve
a; - ci_
a; =b; — L11J=2&£5
i—1
esitliginden,
a, = 3,700517
a; = 3,566501
a, = 3,049252

as = 2,349504

40



bulunur. Ayrica,

esitliginden de
6, =0,05183
63 = 0,039203
64 = 0,014456
ds = 0,004513

degerleri elde edilir. Yukarida buldugumuz degerler kullanilarak,

6s 0,004513
€51 = & = —

=" =0,001920
as  2,349504

1

&4 = _(64, + C4€5) = 0,004‘111
22
1

&3 = a_(63 + C384) = 0,009839
3
1

&y = a_(62 + C2€3) = 0,01134‘7
2

1
& = a_(61 + C1€2) = 0,04‘2018
1

esitlikleri bulunur. O halde u ¢6ztimleri,

U, =V, +& =1158297
U,, =V, +¢&, =1165193
Uy, =V, + &, =1152696
Uy, =V, +¢&, =1109374
Us, = Vs + &5 =1,056865

seklinde elde edilir.
4.3.2. Homotopi perturbasyon metodu

ou 0%u 5
—=———2u

ot 0x?
Baslangic kosulu ve sinir kosullari:

14+ 2x

w0 = 1

41
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12t +1
6t+ 1’ (6t + 1)2

olan problemi, homotopi perturbasyon metodu ile ¢6zelim.

u(0,t) = u, (0,t)

Asagidaki homotopi olusturulabilir.

H(v, p):%—%— p@—;‘z’—zvt%}o (4.20)

Simdi ¢6zUmi p’nin bir kuvvet serisi olarak
V=V, + Py, + PV, +... (4.21)
seklinde alalim. Baslangi¢ kosulu gbz Oniine alinirsa U, (X, t) = le I i)-(l-l secilebilir.

Boylece, u, ve (4.21) denklemi, (4.20) denkleminde yerine yazilip, p’nin ayn1 kuvvetlerinin

katsayilari esitlenirse, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

Iy _ Otg 1+ 2x
"o T = O 0) = — X
P3c ot vy (x, 0) Zrxt1
ov, 0%*v
pl:a—tl: axzo—zvg vl(x’o) =0
v, 0%v
pZ:TE - ale = 2v] v,(x,0) =0
p :W = axz - zvn—l Un(x, 0) =0 , (n = 2’3’4’ )

Bu sistem ¢ozdlirse,

1+ 2x
Wl = T

—6(1 + 2x)t
neD =G e

36(1 + 2x)t?
vboD = Ga e

(—6)"(1 + 2)t™
vn(x ) = (x% + x + 1)n+t
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esitlikleri bulunur. p parametresi 1’¢ yakinsarken 1s1 denklemin ¢6ziimii,

u=Ilimv=vy+vy+v,+--

p—1
olmak tizere
1+ 2x (=6)(1+2x)t (—6)%(1 + 2x)t? (=6)™(1 + 2x)t™
u(x't)=x2+x+1 (x2+x+1)2 (Z+x+1)3 7 (x2+x+ 1)
elde edilir.

Cizelge 4.4. (4.17) probleminin analitik ¢6zimii ile Newton lineerlestirme metodu ve
Homotopi perturbasyon metodu kullanilarak elde edilen sonuglarin

karsilastirilmasi
Analitik Cozim NLM HPM
U1 1,116279 1,158297 1,116279
Uz1 1,153846 1,165193 1,153846
Uzq 1,142857 1,152696 1,142857
Ug 1,105263 1,109374 1,105263
Us,1 1,054945 1,056865 1,054945




44

5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, parabolik tirden lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimleri incelenmistir. Ornek 4.1°deki 1s1 denklemi,uygun baslangic ve smir
kosullartyla birlikte Crank-Nicolson, Homotopi perturbasyon ve Adomian ayristirma
metotlari ile sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Ayrica bu denklem analitik olarak da ¢ozilup elde
edilen sayisal sonuglarla tablo halinde karsilastirilmistir. Sonu¢ olarak, Homotopi
perturbasyon ve Adomian ayristirma metodunun Crank-Nicolson metoduna gore daha
kararli oldugu gériilmiistiir. Daha sonra Ornek 4.2 ve Ornek 4.3 deki 1s1 denklemi Newton
lineerlestirme ve Homotopi perturbasyon metodu ile sayisal olarak ¢oziilmistiir. Analitik
sonuglar ile yaklasik ¢oziimler karsilastirildiginda Homotopi perturbasyon metodunun daha
yakinsak sonuglar verdigi gozlemlenmistir. Benzer c¢alismalar diger parabolik tiirden

denklemlere de uygulanabilir.
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