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1. GİRİù 
 

Geometrinin temel amacÕ \�]\ÕllardÕr, �o bo\utlu gklid u]a\Õnda temel |]elliklerin 

incelenmesi olarak d�ú�n�ld�. 

 

ølk oa÷lardan beri k�resel geometri (aslÕnda ilk gklid\en olma\an geometrik sistemdir) 

bilinmesine ra÷men hiperbolik geometri keúfedilene kadar gklid u]a\Õ kavramÕnÕn 

evrenselli÷i konusunda bir ú�phe \oktu. Bu anlamda 19. \�]\ÕlÕn ilk \arÕsÕnda Gauss 

(1816), Lobachevsky (1829) ve Bolyai (1832) matematik tarihinde ender rastlanan |nemli 

bir buluú \aparak, bin \ÕlÕn d�ú�ncesini \ÕkÕp; gklid\en geometri kadar geoerli \eni bir 

geometrik sistem olan hiperbolik geometrinin varlÕ÷ÕnÕ orta\a ko\dular. 

 

Hiperbolik geometrinin keúfinden sonra kabul edilebilir iki geometrik sistem gklid ve 

hiperbolik geometri oldu. Fakat bu g|r�ú ook u]un s�rmedi. Geometrinin tek olmamasÕ, 

matemati÷in temel alanlarÕnda \eni fikirlerin orta\a oÕkmasÕna \ol aotÕ. Bu fikirler; so\ut 

anlamda matematiksel geometri ile fiziksel u]a\larÕn ba]Õ |]elliklerinin incelendi÷i fi]iksel 

geometri arasÕndaki iliúki\i orta\a oÕkardÕ.  

 

gklid geometrisinin tek olmadÕ÷Õ dikkate alÕnÕrsa, hiperbolik geometrinin de gklid\en 

olma\an tek geometri olmadÕ÷Õ g|]den kaoÕrÕlmamalÕdÕr. Geroekten gklidyen ve 

hiperbolik geometrinin \anÕ sÕra birook geometrik sistem vardÕr. 19. \�]\Õl, geometride 

hÕ]lÕ geliúmelerin \aúandÕ÷Õ bir \�]\ÕldÕr. 1854¶de �nl� Alman matematikoi G.F.B. 

Riemann (1826-1866) kapsamÕ geniúletilen oldukoa genel bir geometri d�ú�ncesini 

form�lleútirdi. A\rÕca Riemann birbiri ile ba÷lantÕlÕ, fakat farklÕ, iki de÷il �o geometrik 

sistemin; gklid geometri, hiperbolik geometri ve eliptik geometri (k�resel geometri\e ook 

\akÕn oldu÷undan eliptik geometri denilmiútir) oldu÷unu belirtti.  

 

øngili] cebirci A. Ca\le\ (1821-1891)¶in oalÕúmalarÕnÕn ve geometrik d�ú�ncelerinin bir 

sente]i olarak 1872 \ÕlÕnda Alman matematikoi F. Klein (1849-1925) geometrilerin 

listesini geniúletti. 1870 \ÕlÕnda ise Ca\le\-Klein¶in \aptÕ÷Õ oalÕúmalar sonucunda, 

d�]lemde gklid geometrisini de ioeren 9 farklÕ geometrik sistemin oldu÷u g|sterildi. Bu 

geometriler, aoÕlarÕn ve u]unluklarÕn; eliptik, parabolik ve hiperbolik |lo�lmesine g|re 

adlandÕrÕldÕ (di]elge 1.1).   
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grne÷in; gklid geometrisi aoÕnÕn eliptik ve u]unlu÷un parabolik |lo�lmesi\le, MinkoZski 

geometrisi aoÕnÕn hiperbolik ve u]unlu÷un ise parabolik |lo�lmesi\le ve Galile geometrisi 

de aoÕ ve u]unlu÷un parabolik |lo�lmesi\le adlandÕrÕlmÕútÕr.  

 

Bu doku] geometri\i aúa÷Õdaki oi]elge ile verebiliri].  
 

di]elge 1.1 AoÕ ve u]unluklarÕn |lo�lerine g|re geometriler  
 

 
 

Ancak bug�n bile gklid\en olma\an geometri denildi÷inde sÕklÕkla hiperbolik geometri ve 

nadiren de eliptik geometri ilk olarak akla gelmektedir. Bu durum b�\�k |lo�de fi]iksel 

u]a\Õn do÷asÕ hakkÕndaki eski tartÕúmalarÕn etkisinden ka\naklanmaktadÕr. U]un bir s�re 

b�t�n bilimsel |nemin bu tartÕúmalara verilmesi bu g|r�ú� oluúturmuútur. Bu durum 

hiperbolik geometri ve eliptik geometri dÕúÕndaki di÷er gklid\en olma\an geometrilerin 

sadece |]el olarak bilinmesine \ol aomÕútÕr. Bunun sonucu olarak, di÷er gklid\en olma\an 

geometrilere hiperbolik geometri\le kÕ\aslanama\acak kadar a] ilgi g|sterildi. Bu \�]den, 

gklid\en olma\an bir geometri olarak Galile geometrisi g�ncel bir oalÕúma alanÕdÕr.  

 

AslÕnda Galile geometrisi adÕ, tarihsel olarak do÷ru de÷ildir. d�nk� 17. \�]\ÕlÕn baúlarÕnda 

oalÕúmÕú olan Galileo, farklÕ geometrik sistemlerin var oldu÷u d�ú�ncesinin orta\a oÕktÕ÷Õ 

19. \�]\ÕlÕn en b�\�k keúiflerinden biri olan bu geometri\i bilmi\ordu. AslÕnda daha 

do÷ru adÕ Galile r|lativite prensipleri\le birleúen geometridir. Bu ifade u]un oldu÷undan 

kÕsaca Galile geometrisi denilmiútir. 
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2. GENEL BİLGİLER 
 

2.1. Geometri Nedir? 

 

Geometri; u]a\da ve\a d�]lemde noktalarÕn bir k�mesi olarak úekilleri, bu úekiller 

arasÕndaki iliúki ve |]ellikleri incele\en bir bilim dalÕdÕr. Burada incelenen |]elliklerin 

geometrik olarak anlamlÕ olmasÕ ile ilgili iki farklÕ \aklaúÕm vardÕr. 

  

Bu \aklaúÕmlardan ilki; úekillerin eúde÷er (congruent) olmasÕ ile ilgili \aklaúÕmdÕr. øki 

úeklin eúde÷er olmasÕ; birinin di÷erinden bir hareketle elde edilmiú olmasÕ demektir. 

Burada hareket; her bir úekli di÷erine g|t�ren, u]aklÕ÷Õ koru\an bir d|n�ú�md�r. 

Dola\ÕsÕ\la eúde÷er úekillerin \erleri farklÕ, fakat bulunduklarÕ form a\nÕdÕr. Eúde÷erlik 

tanÕmÕna g|re; bir |]elli÷in geometrik olarak anlamlÕ olmasÕ ioin eúde÷er úekillerin her 

birinde bu |]elli÷in bulunmasÕ gerekir (O¶neill, 1966).  

 

øncelenen |]elliklerin geometrik |]ellik olmasÕ\la ilgili ikinci \aklaúÕm; koordinatlarÕn 

kullanÕlmasÕ\la ilgilidir. Bilindi÷i gibi 17.\\ \aúamÕú meúhur FransÕ] matematikoiler; R. 

Descartes (1596-1650) ve P. Fermat (1601-1665) gklid\en geometri\i d�]lemde bir 

koordinat sistemi \ardÕmÕ\la g|sterdiler. B|\lece d�]lemdeki her A  noktasÕ bir ( ),x y  

sÕralÕ ikilisi\le temsil edildi. Buradaki 𝑥 ve 𝑦 elemanlarÕna A  noktasÕnÕn koordinatlarÕ 

denildi (úekil 2.1). B|\lece noktalarÕn bir k�mesi olarak verilen herhangi bir úekil; bu 

noktalara karúÕlÕk gelen sÕralÕ sa\Õ oiftlerinin \ani koordinatlarÕn bir k�mesi olarak 

d�ú�n�ld�. Bu ise herhangi bir geometrik úeklin koordinatlar \ardÕmÕ\la kapalÕ 

denkleminin \a]ÕlmasÕna olanak sa÷ladÕ. grne÷in oember, do÷ru ve ben]eri úekillerin 

denklemleri bu úekilde ifade edildi. 

 

Bir A  noktasÕnÕn ( ),x y  koordinatlarÕ, koordinat sisteminin seoimine ba÷lÕdÕr. Dola\ÕsÕ\la 

koordinat sistemi de÷iúti÷inde, \ani farklÕ bir koordinat sistemi seoildi÷inde, noktanÕn 

koordinatlarÕ da de÷iúecektir. Koordinat sistemi de÷iúti÷i halde (\ani bir koordinat 

sisteminden baúka bir koordinat sistemine geoilirken) a\nÕ kalan |]elli÷e de÷iúme] 

karaktere sahip |]ellik denir. Bu |]ellik úeklin geometrik |]elli÷ini \ansÕtÕr. Sonuo olarak 

koordinat sisteminin seoimine ba÷lÕ olma\an |]elliklere geometrik |]ellikler denir. 
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grne÷in bir oemberin \arÕoapÕ ve iki nokta arasÕndaki u]aklÕk geometrik |]elliklerdir 

(ùekil 2.1). 

 
 

ùekil 2.1 U]aklÕk (Yaglom, 1979) 
 
 

Sonuo olarak F. Klein¶e g|re geometri; d|n�ú�mler altÕndaki de÷iúme] |]elliklerin 

teorisidir. Bu d|n�ú�mler altÕnda korunan \ani de÷iúme\en |]elliklere geometrik |]ellikler 

denir. 

Aúa÷Õdaki kÕsÕmlarda Galile geometrisi\le ilgili temel kavramlar tanÕtÕldÕ (Yaglom, 1979). 

 

2.2. Galile Geometrisi 
 

Galile geometrisi; Galile hareket d|n�ú�mleri altÕnda de÷iúme]lerin teorisidir. D�]lemde 

ve u]a\da bu hareket d|n�ú�mlerini aoÕklamak ioin gerekli olan ba]Õ d|n�ú�mler aúa÷Õda 

kÕsaca tanÕtÕldÕ. 

 

2.2.1. Tanım (Afin dönüúüm) 

 

D�]lemin kendi kendine en genel afin d|n�ú�m� 

 

                                                   𝑥
ᇱ ൌ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏𝑦 ൅𝑚

𝑦ᇱ ൌ 𝑐𝑥 ൅ 𝑑𝑦 ൅ 𝑛 ൠ𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑,𝑚, 𝑛 ∈ ℝ                                  (2.2.1) 

  

úeklinde 6-parametreli bir d|n�ú�md�r. E÷er burada lineer denklem sisteminin katsa\Õlar 

matrisinin determinantÕ 0ad bc� =  ise bu d|n�ú�me tekil afin d|n�ú�m, sÕfÕr de÷il ise      

( 0ad bc� z ) reg�ler afin d|n�ú�m denir. Reg�ler afin d|n�ú�mler bileúke iúlemine g|re 

grup oluútururlar. Bu gruba afin grup denir (HacÕsaliho÷lu, 1998). 

 

 



5 
 
 

2.2.2. Tanım (Hareket dönüúümü) 

 

E÷er afin d|n�ú�m denklem sisteminin katsa\Õlar matrisinin determinantÕ 𝑎𝑑 െ 𝑏𝑐 ൌ 1 ise 

bu durumda afin d|n�ú�me hareket d|n�ú�m� denir. Dola\ÕsÕ\la bu d|n�ú�mler de bir 

grup oluútururlar. Bu gruba hareketler grubu denir. Bu d|n�ú�mler u]aklÕ÷Õ koru\an 

d|n�ú�mlerdir. E÷er genel hareket d|n�ú�mlerinde 𝑎 ൌ 𝑑, 𝑏 ൌ െ𝑐 \a]ÕlÕrsa, katsa\Õlar 

matrisinin determinantÕ 𝑎2 ൅ 𝑏2 ൌ 1 úeklinde olur. Buna g|re gklid d�]leminde genel 

hareket d|n�ú�mleri; 

 

                                               
𝑥ᇱ ൌ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏𝑦 ൅𝑚
𝑦ᇱ ൌ േሺെ𝑏𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 𝑛ሻൠ 𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑛 ∈ ℝ                                   (2.2.1a)                                     

 

3-parametreli bir d|n�ú�m olarak elde edilir (HacÕsaliho÷lu, 1998). 

 

2.2.3. Tanım (Galile düzleminde hareket dönüúümleri) 

 

Afin d�]lemin kendi kendine en genel reg�ler d|n�ú�m�n� ifade eden (2.2.1) denkleminde 

e÷er 𝑎 ൌ 𝑑 ൌ 1, 𝑏 ൌ 0 alÕnÕrsa; 

 

                                                 𝑥
ᇱ ൌ 𝑥 ൅𝑚

𝑦ᇱ ൌ 𝑐𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑛ൠ 𝑐,𝑚, 𝑛 ∈ ℝ                                          (2.2.2) 

 
 

úeklinde 3-parametreli afin alt grubu elde edilir. Bu d|n�ú�m�n katsa\Õlar matrisinin 

determinantÕ  𝛥∗ ൌ ቚ1 0
𝑐 1ቚ ൌ 1 oldu÷undan, (2.2.1) denklemi\le verilen d|n�ú�m bir 

hareket d|n�ú�m�d�r. Bu d|n�ú�me Galile d�]lemindeki hareket d|n�ú�m� denir. O 

halde Galile d�]lemsel geometrisi bu hareket d|n�ú�mleri altÕnda de÷iúme]lerin teorisidir 

(Yaglom, 1979). 
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2.2.4. Tanım (Galile uzayında hareket dönüúümleri) 

 

3-bo\utlu afin u]a\Õn kendi kendine en genel bir d|n�ú�m�; 

 

𝑥ᇱ ൌ 𝑎1𝑥 ൅ 𝑏1𝑦 ൅ 𝑐1𝑧 ൅ 𝑑1
𝑦ᇱ ൌ 𝑎2𝑥 ൅ 𝑏2𝑦 ൅ 𝑐2𝑧 ൅ 𝑑2
𝑧ᇱ ൌ 𝑎3𝑥 ൅ 𝑏3𝑦 ൅ 𝑐3𝑧 ൅ 𝑑3

ቑ𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3 ∈ ℝ                 (2.2.3) 

 

úeklinde 12-parametreli bir d|n�ú�md�r. E÷er burada bu denklem sisteminin katsa\Õlar 

matrisinin determinantÕ; 

 

                                                          𝛥 ൌ อ
𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 𝑐3

อ ് 0                                      (2.2.3a) 

 

ise bu d|n�ú�mler bileúke iúlemine g|re grup oluútururlar. Bu gruba Afin u]a\Õn 

d|n�ú�mler grubu denir (HacÕsaliho÷lu, 1998).  

 

E÷er bu grubu  ile g|sterirsek, |]el olarak  alÕnÕrsa bir alt afin grubunu \ani 

 grubunu elde ederiz. Bu durumda (2.2.3a) denklemiyle belli ∆ൌ 𝑎1ሺ𝑏2𝑐3 െ 𝑏3𝑐2ሻ ് 0  

olmalÕdÕr. E÷er bu d|n�ú�m   

 

                                                                                                 (2.2.4) 

 

úeklinde bir eliptik hareketle (involution) d�ú�n�l�rse; bu durumda 𝑏2 ൌ 𝑐3 ve 𝑐2 ൌ െ𝑏3 

olarak elde edilir. Bu durumda 𝛥 ൌ 𝑎1൫𝑏2
2 ൅ 𝑐22൯ ് 0 úeklinde olup 𝑏2

2 ൅ 𝑐22 ൌ 𝜌2 

olarak alÕndÕ÷Õnda; 𝑏2 ൌ 𝑝𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑐2 ൌ 𝑝𝑠𝑖𝑛𝜑  olacak úekilde bir  aoÕsÕ vardÕr. Bu ifadeler 

(2.2.3) denkleminde \a]ÕlÕrsa; 

 
 

𝑥ᇱ ൌ 𝑎1𝑥 ൅ 𝑑1
𝑦ᇱ ൌ 𝑎2𝑥 ൅ ሺ𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙ሻ𝑦 ൅ ሺ𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙ሻ𝑧 ൅ 𝑑2
𝑧ᇱ ൌ 𝑎3𝑥 െ ሺ𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙ሻ𝑦 ൅ ሺ𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙ሻ𝑧 ൅ 𝑑3

ቑ𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝜌, 𝜙 ∈ ℝ                (2.2.5) 

 

12F 1 1 0b c= =

10F

( ) ( ): 0, , 0, ,I y z z yo �

M
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 olan 8-parametreli d|n�ú�m� elde edilir. E÷er  alÕnÕrsa 

 olaca÷Õndan (2.2.5) d|n�ú�m�;  

 
 

𝑥ᇱ ൌ 𝑥 ൅ 𝑑1
𝑦ᇱ ൌ 𝑎2𝑥 ൅ ሺ𝑐𝑜𝑠 𝜙ሻ𝑦 ൅ ሺ𝑠𝑖𝑛 𝜙ሻ𝑧 ൅ 𝑑2
𝑧ᇱ ൌ 𝑎3𝑥 െ ሺ𝑠𝑖𝑛 𝜙ሻ𝑦 ൅ ሺ𝑐𝑜𝑠 𝜙ሻ𝑧 ൅ 𝑑3

ቑ𝑎2, 𝑎3, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝜙 ∈ ℝ                               (2.2.6) 

 

bir hareket d|n�ú�m� olur. (2.2.6) denklemi\le verilen hareket d|n�ú�m�ne Galile 

u]a\Õnda hareket d|n�ú�m� denir (R|schel, 1984). 

 

Geometrideki d�]lemsel ve u]a\sal hareket ile mekanikteki do÷rusal hareket arasÕnda 

\akÕn bir iliúki vardÕr. Aúa÷Õdaki kÕsÕmda bu iliúki aoÕklandÕ. 

 

2.2.5. Doğrusal hareket 

 

Bir  do÷rusu verilsin. Bu do÷ru �]erinde hareketli bir  noktasÕ alÕnÕrsa,  

koordinatÕ her bir anda  úeklinde  ]amanÕnÕn bir fonksi\onu olur. Bu do÷ru 

�]erinde  merkezli sabit   koordinat sistemi ve  merkezli hareketli  

koordinat sistemi g|] |n�ne alÕnsÕn.  
 

Hareketli  koordinat sisteminin  baúlangÕo noktasÕ, sabit   koordinat 

sistemine g|re  hÕ]Õ\la hareket etsin. 
 

 
 
ùekil 2.2 Do÷rusal Hareket (Yaglom, 1979) 

 

Bu durumda hareketli  noktasÕnÕn, sabit   koordinat sistemine g|re koordinatÕ 

 ise; 

 

                                                                                                                   (2.2.7) 

2
1 0a U' = z 1 1a U= =

2
1 1a U' = =

( )A A x= x

( )x x t= t

Oc ^ `;O xc c O ^ `;O x

^ `;O x O ^ `;O xc c

v

 
     Oc           ( )( )O a t         A 

v  

O ^ `;O xc c

( )a t

( )a t a vt= +
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úeklinde olur. Burada  zaman parametresi ve  ise  noktasÕnÕn  anÕndaki 

koordinatÕdÕr. O halde hareketli bir  noktasÕnÕn sabit   koordinat sistemi ve 

hareketli  koordinat sistemine g|re koordinatÕ sÕrasÕ\la  ve  ise bu koordinatlar 

arasÕnda; 

 

                                                                                                                   (2.2.8) 

 

ba÷ÕntÕsÕ vardÕr. (2.2.7)  eúitli÷i (2.2.8) denkleminde \a]ÕlÕrsa;  

 
 

                                                                                                                 (2.2.9)  

 

elde edilir. E÷er  noktasÕndaki ]aman ,  bitiú ]amanÕ da  ise ]amanlar arasÕnda; 

 

                                                                                                                       (2.2.10)   

 

ba÷ÕntÕsÕ vardÕr. Sonuo olarak koordinatlar ve ]amanlar arasÕnda ; 

 

                                                                                                             (2.2.11)  

 

ba÷ÕntÕlarÕ vardÕr. 

 

2.2.6. Tanım 

 

(2.2.11) denklemleri\le verilen d|n�ú�mlere do÷rusal hareketteki Galile Dönüúümleri 

denir (Yaglom, 1979).   

 

E÷er  do÷rusu �]erindeki harekette  noktasÕnÕn koordinatÕnÕ  ile ve zaman 

parametresi de  ile g|sterilirse, Galile d�]leminde hareket d|n�ú�mleri; 

 
 

                                                                                                            (2.2.12)                                 

t a O 0t =

A ^ `;O xc c

^ `;O x xc x

( )x x a tc = +

x x vt ac = + +

0t = b t c

t t bc = +

x x vt a
t t b
c = + + ½

¾c = + ¿

A y

x

,x x b
y vx y a
c = + ½

¾c = + + ¿
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denklemleriyle bellidir. (2.2.12) denklemleri do÷rusal bir harekete karúÕlÕk gelir, fakat 

Galile d�]lemini belirtir (úekil 2.3). 

 

 
 
ùekil 2.3 Galile D�]lemi (Yaglom, 1979) 

 

2.2.7. Tanım  

 

(2.2.12) denklemleri\le verilen Galile d�]lemindeki hareket d|n�ú�mleri,  do÷rusu 

�]erindeki  koordinat sisteminin  merkezinin  hÕ]Õ\la hareketini ifade eden bir 

 

                                              1

1

,x x
y vx y

= ½
¾= + ¿

     veya                                     (2.2.12a)                                                                  

 

burkulma dönüúümü (shear) ile,  noktasÕnÕ  noktasÕna g|t�ren (]aman orijinindeki 

bir de÷iúimle ifade edilen )  bir; 

 

                                           veya                                       (2.2.12b)                                  

 

öteleme dönüúümünün bileúkesidir (Yaglom, 1979). 

 

Galile u]a\Õnda hareket d|n�ú�mleri, d�]lemsel harekete karúÕlÕk gelen d|n�ú�mlerdir. 

Uzayda sabit  ሼ𝑂ᇱ; 𝑥ᇱ, 𝑦ᇱሽ  koordinat sistemi ve hareketli  ሼ0; 𝑥, 𝑦ሽ  koordinat sistemi 

verilsin ve  𝑥 ekseni ile  𝑥’ ekseni arasÕndaki aoÕ da  𝛼  olsun. A\rÕca  baúlangÕo noktasÕ 

e÷im aoÕsÕ 𝛽 olan bir  do÷rusu bo\unca  hÕ]Õ\la do÷rusal hareket \apsÕn. Bu durum g|] 

|n�nde bulundurularak d�]lemdeki bir A noktasÕnÕn sabit ve hareketli koordinat sistemine 

g|re koordinatlar arasÕndaki iliúki, ]aman bo\utu\la birlikte aúa÷Õda verilen Galile 

u]a\Õndaki hareket d|n�ú�m�n� belirler. 

 

^ `1 1;O y 1O v

1

1

,x x vt
t t
= + ½

¾= ¿

O Oc

1

1

,x x b
y y a
c = + ½

¾c = + ¿
1

1

,x x a
t t b
c = + ½

¾c = + ¿

O

v
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2.2.8. Tanım 

 

3-bo\utlu Galile u]a\Õndaki hareket d|n�ú�m�;     

                                                   

                                
𝑥ᇱ ൌ 𝑥 ൅ 𝑑,
𝑦ᇱ ൌ 𝑐𝑥 ൅ 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ൅ 𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ൅ 𝑎,
𝑧ᇱ ൌ 𝑒𝑥 െ 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ൅ 𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ൅ 𝑏

ቑ𝛼, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ ℝ                            (2.2.13)                                

 

úeklindedir. 

 

2.2.9. Tanım 

 

3-boyutlu Galile u]a\Õndaki hareket; 

 

a)                         
𝑥1 ൌ 𝑥,
𝑦1 ൌ 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ൅ 𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ,
𝑧1 ൌ െ𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ൅ 𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝛼

ൡ     veya       
𝑥1 ൌ 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ൅ 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ,
𝑦1 ൌ െ𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ൅ 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ,
𝑡1 ൌ 𝑡

ൡ          (2.2.13a) 

 

denklemleriyle verilen ekseni (veya ekseni) etrafÕnda  aoÕlÕk bir dönme hareketi, 

 
 

 

b)  d�]lemini sabit bÕrakan her bir  d�]lemini kendisine paralel ve   

u]aklÕ÷Õndaki,  vekt|r� \|n�ndeki d�]leme d|n�út�ren; 
 

                                  
𝑥ᇱ ൌ 𝑥2 ൅ 𝑑,
𝑦ᇱ ൌ 𝑦2 ൅ 𝑎,
𝑧ᇱ ൌ 𝑧2 ൅ 𝑏

ቑ    veya  
𝑥2 ൌ 𝑥1 ൅ ሺ𝑣𝑐𝑜𝑠𝛽ሻ𝑡1,
𝑦2 ൌ 𝑦1 ൅ ሺ𝑣𝑠𝑖𝑛𝛽ሻ𝑡1,
𝑡2 ൌ 𝑡1

ൡ                        (2.2.13b) 

 

úeklindeki bir burkulma hareketi ile, 

 

c)                                      
𝑥ᇱ ൌ 𝑥2 ൅ 𝑑,
𝑦ᇱ ൌ 𝑦2 ൅ 𝑎,
𝑧ᇱ ൌ 𝑧2 ൅ 𝑏

ቑ      veya    
𝑥ᇱ ൌ 𝑥2 ൅ 𝑎,
𝑦ᇱ ൌ 𝑦2 ൅ 𝑏,
𝑡ᇱ ൌ 𝑡2 ൅ 𝑑

ቑ                                 (2.2.13c) 

 

denklemleri\le verilen, |teleme vekt|r�  vekt|r� olan bir öteleme hareketinin 

bileúkesidir (Yaglom, 1979). 

 

x � t � D

xoy S ( )vt v v=

( )cos , sin ,0v v vE E=

( ), ,a b d
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2.3. Galile Düzleminde Uzaklık 
 

2.3.1. Tanım (Uzaklık) 
 

 Galile d�]leminde      ve     noktalarÕ  verilsin.      noktasÕnÕn       

ekseni �]erine i]d�ú�m�  ve  noktasÕnÕn ekseni �]erine i]d�ú�m�

 ise  iúaretli u]unlu÷una   noktasÕ\la  noktasÕ arasÕndaki 

u]aklÕk denir. Yani iki nokta arasÕndaki u]aklÕk; 

 

                                                 (2.3.1)                                
 
 

úeklindedir.  

 

E÷er  ise bu durumda  ve  noktalarÕ arasÕndaki u]aklÕk; 

 

                                                                                                                   (2.3.2)                                

 

úeklinde bellidir. Bu u]aklÕ÷a |]el u]aklÕk denir (Yaglom, 1979). 
 
 

 
 
ùekil 2.4 Galile U]aklÕk (Yaglom, 1979) 

  

2.3.2. Tanım (Çember) 
 

Bir d�]lemde sabit bir  noktasÕndan mutlak de÷erce sabit  u]aklÕ÷Õnda olan 

 noktalarÕn geometrik \erine  merkezli  \arÕoaplÕ oember denir. 

 

( ),A x y ( )1 1 1,A x y ( ),A x y

x � ( ),0P x ( )1 1 1,A x y x �

( )1 1,0P x 1PP ( ),A x y ( )1 1 1,A x y

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1, , , ,0 , ,0d A x y A x y d P x P x x x= = �

1x x= ( ),A x y ( )1 1,A x y

1 1AA y yG = �

( ),Q a b r

( ),M x y ( ),Q a b 0r t
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O halde Galile geometrisinde oemberin denklemi; 

 

                                           𝑑൫𝑄ሺ𝑎, 𝑏ሻ,𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ൯ ൌ |𝑥 െ 𝑎| ൌ 𝑟                                   (2.3.3)                                 

 

eúitli÷i\le bellidir. Bu eúitlik o|]�l�rse;    

 

                                      |𝑥 െ 𝑎| ൌ 𝑟 ⇒ 𝑥 ൌ 𝑟 ൅ 𝑎  ∨   𝑥 ൌ െ𝑟 ൅ 𝑎                             (2.3.4)                                

 

úeklinde olur.  

 

Bu ise Galile d�]leminde oemberin  noktasÕna u]aklÕklarÕ  birim olan 

noktalardan, yani eksenine paralel iki do÷rudan oluútu÷unu g|sterir (úekil 2.5).  

 

 
 
ùekil 2.5 Galile dember (Yaglom, 1979) 

 

2.3.4. Sonuç 

 

Galile oemberinin sonsu] tane merke]i vardÕr. ( ),Q a b  noktasÕndan geoen ve oemberi 

oluúturan do÷rulara paralel olan do÷ru �]erindeki b�t�n noktalar oemberin merke]idir. 

 

 

 

 

( ),Q a b r

y �
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2.4. Bazı Temel Kavramlar  
 

Aúa÷Õda Galile u]a\ÕnÕn ba]Õ temel kavramlarÕ verildi.  

 

2.4.1. Tanım 

 

𝐺3 u]a\Õnda  𝑢 ൌ ሺ𝑢1, 𝑢2, 𝑢3ሻ  ve  𝑣 ൌ ሺ𝑣1, 𝑣2, 𝑣3ሻ  gibi iki vekt|r�n Galile oarpÕmÕ 

aúa÷Õdaki gibi tanÕmlanÕr:  

  
 

                            𝑢.𝐺 𝑣 ൌ ൜ 
           𝑢1𝑣1 ,          𝑢1 ് 0  𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑣1 ് 0

   𝑢2𝑣2 ൅ 𝑢3𝑣3 ,      𝑢1 ൌ 0      𝑣𝑒    𝑣1 ൌ 0   .                      (2.4.1)                               

 

Burada  𝑢.𝐺 𝑣 ൌ 0  ise  𝑢  ve   𝑣   vekt|rleri diktir (Divjak, 2003). 

 

2.4.2. Tanım 

 

Bir  𝐴 ൌ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  vekt|r�n�n normu,  

 

                                                ‖𝐴‖𝐺 ൌ ቊ 
       |𝑥| ,         𝑥 ് 0
ඥ𝑦2 ൅ 𝑧2 ,   𝑥 ൌ 0

                                        (2.4.2) 

                               

úeklindedir. Burada  𝐴 ൌ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  vekt|r�ne 𝑥 ൌ 0  ise izotropik,  𝑥 ് 0  ise non-izotropik 

vekt|r denir (ùahin, 2010). 

 

2.4.3. Teorem 

 

𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺3  birim hÕ]lÕ e÷risi,   𝛾ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥, 𝑦ሺ𝑥ሻ, 𝑧ሺ𝑥ሻሻ  

úeklinde verilir. Bu e÷rinin Frenet oatÕ elemanlarÕ, 

 

𝑇ሺ𝑥ሻ ൌ 𝛾′ሺ𝑥ሻ          𝑁ሺ𝑥ሻ ൌ 1
‖ఊᇱᇱሺ௫ሻ‖

 𝛾′′ሺ𝑥ሻ          𝐵ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑇ሺ𝑥ሻ𝑥𝐺𝑁ሺ𝑥ሻ 

                                                  = 1

𝜅ሺ𝑥ሻ
𝛾′′ሺ𝑥ሻ                           = 1

఑ሺ௫ሻ
ሺ0, െ𝑧ᇱᇱሺ𝑥ሻ, 𝑦ᇱᇱሺ𝑥ሻሻ 

 
 

úeklindedir.  
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Burada 𝜅ሺ𝑥ሻ e÷rilik fonksi\onu  𝜅ሺ𝑥ሻ ൌ ඥሺ𝑦′′ሻ2 ൅ ሺ𝑧ᇱᇱሻ2  olarak tanÕmlanÕr. 𝑇, 𝑁, 𝐵  

vekt|rlerine sÕrasÕ\la te÷et vekt|r alanÕ, normal vekt|r alanÕ ve binormal vekt|r alanÕ denir 

(ùahin, 2010). 

 

2.4.4. Sonuç 

 

Frenet-Serret form�lleri ve t�revleri arasÕndaki iliúki matris formunda 

 

൥
𝑇
𝑁
𝐵
൩
ᇱ

ൌ ൥
0 𝜅 0
0 0 𝜏
0 െ𝜏 0

൩ ൥
𝑇
𝑁
𝐵
൩ 

 

úeklindedir (ùahin, 2010). 

 

2.4.5. Tanım 
 

Galile u]a\Õnda \�]e\ �]erindeki e÷riler incelenirken Frenet oatÕsÕ dÕúÕnda baúka bir oatÕ 

daha kullanÕlÕr. E÷rinin bir  𝑃  noktasÕnda te÷et vekt|r alanÕ  𝒕  ve bu noktadaki \�]e\in 

birim normal vekt|r alanÕ 𝒏 olsun. Bu durumda  𝒏 ൈ𝑮 𝒕 ൌ 𝒒  vekt|r alanÕ  𝒕  ve  𝒏  

vekt|rlerine dik olan birim vekt|r alanÕdÕr. O halde bu vekt|r alanlarÕnÕn oluúturdu÷u  

ሼ𝒕, 𝒒, 𝒏ሽ oatÕsÕna µDarbou[ oatÕ alanÕ¶ ve\a µte÷et normal oatÕ alanÕ¶ denir (ùahin,2013). 

 

2.4.6. Sonuç 
 

𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝑀 ⊂ 𝐺3  birim hÕ]lÕ bir e÷ri ve  ሼ𝑡, 𝑞, 𝑛ሽ,  𝑀 \�]e\inin Darbou[ oatÕ alanÕ                

olmak �]ere 𝛾 e÷risinin Frenet form�lleri matris formunda 

 

ቈ
𝑡
𝑞
𝑛
቉
ᇱ

ൌ ቎
0 𝜅௚ 𝜅௡
0 0 𝜏௚
0 െ𝜏௚ 0

቏ ቈ
𝑡
𝑞
𝑛
቉ 

 

olarak elde edilir (ùahin,2013). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEMLER 
 

3.1. Tekillik Teorisiyle İlgili Bazı Temel Kavramlar 

 

Fonksi\onlarÕn tekilliklerini incelemek ba]en g�o hatta olanaksÕ] olabilir. Bu durumda bu 

fonksi\onlar \erine, bunlarla a\nÕ tip tekilli÷e sahip olan daha basit fonksi\onlarla 

oalÕúÕlabilir. Bu ise fonksi\onlar arasÕnda tanÕmlanan eúde÷erlikle m�mk�nd�r. 

 

3.1.1. Tanım 

 

𝑈௜, 𝑡௜ ൌ 1,2  reel sa\Õlar k�mesinde iki aoÕk altk�me olmak �]ere;  𝑓௜: 𝑈௜, 𝑡௜ → ℝ 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Burada  sembol�; bu fonksi\onlarÕn  

noktalarÕnÕn bir komúulu÷unda tanÕmlandÕ÷ÕnÕ g|sterir. E÷er   

 

ℎ: 𝑉1 ⊂ 𝑈1 → 𝑉2 ⊂ 𝑈2 
 

fonksi\onu bir diffeomorfi]m (parametre de÷iúimi) ve  ioin 

 

                                             ℎሺ𝑡1ሻ ൌ 𝑡2,  𝑓1ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑓2൫ℎሺ𝑡ሻ൯ െ 𝑐                                    (3.1.1)                              
 

 

olacak úekilde  olan  aoÕk komúuluklarÕ ve bir 𝑐 ∈ ℝ sa\ÕsÕ varsa;  noktasÕ 

komúulu÷unda  fonksiyonu,  noktasÕ komúulu÷unda  fonksiyonuna eúdeğerdirler 

(veya sağ eúdeğerdirler) denir (Bruce ve Giblin, 1992). Yani bu durumda  noktasÕ 

komúulu÷unda  fonksi\onu bir parametre de÷iúimi ve sabit farkÕ\la  noktasÕ 

komúulu÷unda  fonksi\onundan elde edilebilir. Bu tanÕm úema\la   

 

𝑈1 ⊃ 𝑉1
 ௙భ 
ሱ  ሮℝ  

          ℎ ↓          ↓   
𝑈2 ⊃ 𝑉2

 ௙మ 
ሱ  ሮℝ 

 
ùekil 3.1 Bileúke fonksi\on 
 

 

úeklinde ifade edilebilir.  

,i iU t it

1t V� �

i it V� i iV U� 1t

1f 2t 2f

1t

1f 2t

2f



16 
 
 

A\rÕca fonksi\onlar arasÕndaki eúde÷erlik ba÷ÕntÕsÕnÕn bir denklik ba÷ÕntÕsÕ oldu÷u 

kola\lÕkla g|sterilebilir.  

 

Fonksi\onlar arasÕndaki eúde÷erli÷i belirleme kriteri ioin aúa÷Õdaki teorem |nemli bir 

teoremdir. 

 

3.1.2. Teorem 

 

𝑓:ℝ, 𝑡0 → ℝ  bir d�]g�n fonksi\on ve  bir tamsa\Õ olsun. E÷er  olan t�m 

tam sa\ÕlarÕ ioin;   

 

𝑓ሺ௣ሻሺ𝑡0ሻ ൌ 0 , 𝑓ሺ௞+1ሻሺ𝑡0ሻ ് 0 

 

ise  noktasÕ komúulu÷undaki  fonksiyonu,  noktasÕ komúulu÷undaki  

 

𝑔:ℝ, 0 → ℝ, 𝑔ሺ𝑡ሻ ൌ േ𝑡௞+1 

 

fonksiyonuna sa÷-eúde÷erdir. Burada  fonksi\onunun iúareti,  de÷erinin po]itif 

ve\a negatif olmasÕna g|re sÕrasÕ\la (+) ve\a (-) iúaretini alÕr. 

 

İspat: (Bruce ve Giblin, 1992). 

 

3.1.3. Tanım ( tekilliği) 

 

𝑓:ℝ, 𝑡0 → ℝ d�]g�n fonksi\onu  fonksi\onuna sa÷-eúde÷er olsun. Yani 3.1.1.TanÕm 

ve 3.1.2.Teoremden dola\Õ  olan t�m tam sa\ÕlarÕ ioin; 

 

𝑓ሺ௣ሻሺ𝑡0ሻ ൌ 0 , 𝑓ሺ௞+1ሻሺ𝑡0ሻ ് 0 

 

olur. Bu durumda  ioin  fonksiyonuna  noktasÕnda tekilli÷ine sahiptir denir 

(Bruce ve Giblin, 1992).  

 
 

0k t 1 p kd d p

0t f 0

g ( ) ( )1
0

kf t+

kA �

1kt +r

1 p kd d p

0k t f 0t kA �
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3.1.4. Sonuç   

 

Bir  noktasÕnda  sing�lerli÷ine sahip olan her 𝑓:ℝ, 𝑡0 → ℝ fonksiyonu, bu  

noktasÕnÕn komúulu÷unda  𝑔ሺ𝑡ሻ ൌ ∓𝑡௞+1  fonksi\onlarÕndan birine indirgenebilirdir 

(eúde÷erdir). 

 

İspat: 3.1.2. Teorem ve 3.1.3. TanÕmdan aoÕktÕr. 

 
 

3.1.5. Tanım (Bir fonksiyonun jeti)  

 

𝒇:ℝ, 𝒕𝟎 → ℝ d�]g�n (diferansi\ellenebilir) fonksi\onunun bir  noktasÕ komúulu÷undaki 

Taylor serisi; 

 
 

𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑡0ሻ ൅ ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ𝑓ᇱሺ𝑡0ሻ ൅
ሺ௧−௧బሻమ

2!
𝑓ᇱᇱሺ𝑡0ሻ ൅ ⋯൅ ሺ௧−௧బሻ೙

௡!
𝑓௡ሺ𝑡0ሻ +« 

 

úeklindedir. Burada  yerine  \a]ÕldÕ÷Õnda, fonksi\onun Ta\lor serisi; 

 

𝑓ሺ𝑡 ൅ 𝑡0ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑡0ሻ ൅ 𝑡𝑓′ሺ𝑡0ሻ ൅ 𝑡2𝑓′′ሺ𝑡0ሻ ൅ ⋯൅ ௧೙

௡!
𝑓௡ሺ𝑡0ሻ +« 

 

elde edilir. Bu durumda  bir tamsa\Õ olmak �]ere; 

 

                             𝐽௞𝑓ሺ𝑡0ሻ ൌ 𝑡𝑓ᇱሺ𝑡0ሻ ൅
௧మ

2!
𝑓ᇱᇱሺ𝑡0ሻ ൅ ⋯൅ ௧ೖ

௞!
𝑓௞ሺ𝑡0ሻ                              (3.1.2) 

 

polinomuna  fonksiyonunun  noktasÕndaki jeti denir (Bruce ve Giblin, 1992).  

 

3.1.6. Tanım (Dallanmalar-Unfoldings) 

 

Bir  fonksi\onunu ioeren fonksi\onlarÕn ailesine,  fonksi\onun dallanmalarÕ denir 

(Bruce ve Giblin, 1992).   

 

 

0t kA 0t

0t

t 0t t+

1k t

f 0t k �

f f
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grne÷in  fonksiyonunun en genel dallanmasÕ    

 

                                                                              (3.1.3)                               

 

úeklindedir. Burada  terimi u\gun bir d|n�ú�mle \ok edilebilece÷inden \a]ÕlmamÕútÕr.   

 

𝐹:ℝ ൈ ℝ௥, ሺ𝑡0, 𝑥0ሻ → ℝ 

 

úeklinde d�]g�n bir fonksi\on olsun. Bu  fonksi\onunu aúa÷Õdaki gibi iki fonksi\on 

ailesi belirtir. 

 

i)   Buna g|re ilk fonksi\on ailesi; 

 

                                             𝐹௫:ℝ, 𝑡0 → ℝ, 𝐹௫ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥௥ሻ                             (3.1.4)                         

 
 

úeklinde olup -parametreli, 1-de÷iúkenli bir fonksi\on ailesidir. 

  

ii)  økinci fonksi\on ailesi de; 

 

                                            𝐹௧:ℝ௥, 𝑥0 → ℝ, 𝐹௧ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥௥ሻ                           (3.1.5)     

 

úeklinde olup 1-parametreli, -de÷iúkenli bir fonksi\on ailesidir. E÷er  

 
 

                                         𝐹௫:ℝ, 𝑡0 → ℝ, 𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐹௫ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥௥ሻ                     (3.1.6) 

 

úeklinde \a]ÕlÕrsa  fonksiyonuna,  fonksiyonunun 1-de÷iúkenli -parametreli 

dallanmasÕ denir (Bruce ve Giblin, 1992). 

 

 

 

 

 

( ) 5f t t=

( ) 5 3 2
1 2 3 1 2 3, , ,F t x x x t x t x t x t= + + +

4t

F

r

r

F f r
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3.1.11. Tanım 

 

(3.1.4) denklemi\le tanÕmlanan 1-de÷iúkenli, -parametreli  fonksi\on ailesi ele alÕnsÕn: 

  

i)   

                                               𝐷𝐹 ൌ ቄ𝑥 ∈ ℝ௥: 𝐹 ൌ డ𝐹
డ௧

ൌ 0, 𝑡 ∈ ℝቅ                                (3.1.7) 

 

k�mesine  fonksi\onlar ailesinin ]arfÕ veya diskriminantÕ denir. 

 

ii)    

                                         𝑅𝐹 ൌ ቄ𝑥 ∈ ℝ௥: 𝐹 ൌ డ𝐹
డ௧

ൌ డమ𝐹
డమ௧

ൌ 0, 𝑡 ∈ ℝቅ                            (3.1.8)  

 

k�mesine  fonksi\onlar ailesinin sÕrt (regres\on) k�mesi denir.   

 

iii) 

                                                  𝑆𝐹 ൌ ቄሺ𝑡, 𝑥ሻ ∈ ℝ ൈ ℝ௥: డ𝐹
డ௧

ൌ 0ቅ                                  (3.1.9) 

 

k�mesine   fonksiyonlar ailesinin  noktasÕndaki tekil k�mesi denir. 

 

iv) 

                                          𝐵𝐹 ൌ ቄ𝑥 ∈ ℝ௥: డ𝐹
డ௧

ൌ డమ𝐹
డ௧మ

ൌ 0, 𝑡 ∈ ℝቅ                                (3.1.10) 

 

k�mesine   fonksi\onlar ailesinin a\rÕúÕm (bifurcation) k�mesi denir (Bruce ve Giblin, 

1992).    

 

Tekillik teorisi\le ilgili daha a\rÕntÕlÕ bilgiler, Bruce ve Giblin, 1992 ve Bruce, J.W., 1981b. 

ka\naklarÕnda bulunabilir. 

 

 

 

 

r F

F

F

F ( ),t x

F
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4. BULGULAR 
 

4.1. Galile Dayanak Fonksiyonları ve Tekillikleri 

 

Bu kÕsÕmda aksi belirtilmedikoe e÷riler 𝐶ஶ െ sÕnÕfÕndan alÕndÕ. 

 

4.1.1. Tanım (Galile Dayanak Fonksiyonu) 

 

𝐼 ⊆ ℝ  bir aoÕk aralÕk olmak �]ere 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 , 𝛼ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥, 𝑦ሺ𝑥ሻ, 𝑧ሺ𝑥ሻሻ 

 

Reg�ler birim hÕ]lÕ e÷risi verilsin. Bu durumda 

 
 

𝐹௛: 𝐼 ൈ 𝑆𝐺2 → ℝ 

ሺ𝑥, 𝑢ሻ → 𝐹௛ሺ𝑥, 𝑢ሻ 

 

olmak �]ere;   

 

𝐹௛ሺ𝑥, 𝑢ሻ ൌ |𝑡ሺ𝑥ሻ  𝑛ሺ𝑥ሻ  𝑢ሺ𝑥ሻ| 

 

úeklinde tanÕmlÕ d�]g�n fonksi\onlarÕn iki parametreli bir ailesi olarak 𝐹௛ fonksiyonuna 

birim hÕ]lÕ bir 𝛼 e÷risi �]erinde Darbou[ oatÕsÕna g|re Galile da\anak fonksi\onu denir. 

Burada 𝑡ሺ𝑥ሻ ve 𝑛ሺ𝑥ሻ vekt|rleri 𝛼 e÷risinin birim te÷et ve 𝛼 e÷risinin bulundu÷u \�]e\in 

birim normal vekt|rleridir. 𝑆𝐺2  k�mesi ise Galile u]a\Õnda birim vekt|rlerin k�mesidir. 

Bu  𝐹௛ fonksi\on ailesinin belirledi÷i bir de÷iúkenli fonksi\on (3.1.5) denkleminden  

𝑓௛௨ሺ𝑥ሻ  fonksiyonu ise  𝑓௛௨ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐹௛௨ሺ𝑥, 𝑢ሻ úeklinde olur. Bu durumda 𝐹௛  fonksiyonu 

𝑓௛௨ሺ𝑥ሻ  fonksi\onunun bir dallanmasÕ olur. 
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4.1.2. Teorem 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  𝜏௚ሺ𝑥ሻ ് 0  olan birim hÕ]lÕ bir e÷ri olsun. Bu e÷ri ioin ∀𝑥∈𝐼 

noktasÕndaki Darbou[ oatÕsÕ  ^𝑡(𝑥), 𝑞(𝑥), 𝑛(𝑥)` olmak �]ere 𝑓௛௨ fonksiyonunun tekillik 

koúullarÕ aúa÷Õdaki gibidir. 

 

(1)   𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
𝜅𝑔ሺ௫బሻ
𝜏𝑔ሺ௫బሻ

 𝑛ሺ𝑥0ሻ,  𝜆2 ∈ ℝ   

 
(2)    𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔   

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ᇖ ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅  𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ     

 
 

(3)   𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔   

 

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ᇖ ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅  𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ ,  

𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻെ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ    

െ3൬ 𝜅𝑔ሺ௫బሻ𝜏𝑔ሺ௫బሻ
 ൰ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   

 

(4)   𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔    

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ᇖ ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ ,          

𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ  𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ     

െ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′3ሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   

 
 

(5)  𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔   

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ᇖ ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ ,   

𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ  

൅4𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′′ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ  
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൅𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅  5𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ    

൅10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ   

െ 5𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0        

 

İspat 

 

(1) (⇒) Determinant |]elliklerinden \ararlanarak, 

 

𝑓௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ    

 

úeklinde tanÕmlÕ fonksi\onun t�revi alÕnÕrsa;  

 

𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

 

olur. Burada Darbou[ oatÕsÕna ait denklemler kullanÕlÕrsa;  

 

𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

 

bulunur. Burada determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ              (4.1.1) 

 

elde edilir.  𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ ioin, 

 

𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0   
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olmalÕdÕr.  ሼ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሽ  oatÕ alanÕ oldu÷undan  𝑢ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜆1𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻ  olacak úekilde  𝜆1, 𝜆2, 𝜆3𝜖ℝ  sa\ÕlarÕ var ve tektir. Burada 𝑢 vekt|r� 𝑢 ൌ

ሺ𝜆1,… ,… ሻ úeklinde bir vekt|r olup, a\nÕ ]amanda birim vekt|r oldu÷undan Galile norm 

tanÕmÕndan  dola\Õ   

 

||𝑢||𝐺 ൌ ሃ𝜆1ሃ ൌ 1  olmalÕdÕr. O halde 𝜆1 ൌ േ1  úeklindedir.  𝜆1 ൌ 1  alÕnÕrsa; 

 

𝑢ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻ                                                                            (4.1.2) 

 

olarak bulunur. O halde (4.1.1) denkleminde 𝑢ሺ𝑥0ሻ \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ   

 

bulunur. Denklem d�]enlenirse; 

 

𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜆2𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ 

൅ 𝜆3𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜆2𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜆3𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

\a]ÕlÕr. Determinant |]elli÷inden dola\Õ;  

 

𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜆3𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Burada ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

 

𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ                                                                            (4.1.3) 

 

olarak bulunur. Sonuo olarak  𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ durumunda, 

 

 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ൌ 0    
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olur. Burada  𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ് 0  oldu÷u kullanÕlÕrsa; 

 

𝜆3 ൌ
఑೒ሺ𝑥0ሻ
ఛ೒ሺ𝑥0ሻ

   

 
olarak bulunur. Sonuo olarak bu eúitlik (4.1.2)  denkleminde \erine \a]ÕlÕrsa ; 

 

𝑢ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ  

 

elde edilir. 

 

(⇐ሻ:    𝑢ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ
𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ

 𝑛ሺ𝑥0ሻ  úeklinde alÕnÕrsa  𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   

bulunur. 

 

(2) (⇒)  (4.1.1) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሺ ሃ𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ሻ െ  𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ ሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

 

olur. Darbou[ oatÕsÕ denklemleri kullanÕlÕrsa; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሺሃ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ െ 𝜏𝑔′ ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ       

െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ሺሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ   

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ 

െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   
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െ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃെ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ      

െ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ        

 

bulunur. Burada determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ 

 െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ     

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ                       (4.1.4)             

                                                                            

bulunur.  𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   olmasÕ ioin; 

 

ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ 

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ = 0  

 

olmalÕdÕr. O halde (4.1.4) denkleminde 𝑢ሺ𝑥0ሻ \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ 

െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

bulunur. Denklem d�]enlenirse; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆2ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆3ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜆2𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  
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െ 𝜆3𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

െ𝜆2𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜆3𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

\a]ÕlÕr. Determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

െ𝜆3𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜆2𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ   

 

elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

 

𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ                               (4.1.5) 

 

olarak bulunur. Sonuo 𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ durumunda; 

 

𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

olur. Burada  𝜆3 ൌ
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
   oldu÷u kullanÕlÕrsa; 

 

𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ െ
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

𝜆2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൌ
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
𝜏௚′ሺ𝑥0ሻെ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

𝜆2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൌ
఑೒ሺ௫బሻఛ೒ᇱሺ௫బሻ−ఛ೒మሺ௫బሻ఑೙ሺ௫బሻ−ఛ೒ሺ௫బሻ఑೒ᇱሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
  

𝜆2 ൌ
఑೒ሺ௫బሻఛ೒ᇱሺ௫బሻ−ఛ೒మሺ௫బሻ఑೙ሺ௫బሻ−ఛ೒ሺ௫బሻ఑೒ᇱሺ௫బሻ

ఛ೒యሺ௫బሻ
  

𝜆2 ൌ
఑೒ሺ𝑥0ሻఛ೒ᇱሺ𝑥0ሻ−ఛ೒ሺ𝑥0ሻ఑೒ᇱሺ𝑥0ሻ

ఛ೒మሺ𝑥0ሻ
1

ఛ೒ሺ𝑥0ሻ
െ

ఛ೒మሺ𝑥0ሻ఑೙ሺ𝑥0ሻ

ఛ೒యሺ𝑥0ሻ
  

𝜆2 ൌ െ 1
ఛ೒ሺ𝑥0ሻ

 ᇖ ൬ ఑೒
ሺ𝑥0ሻ

ఛ೒ሺ𝑥0ሻ
 ൰
ᇱ
൅  𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ  

 

olarak bulunur. Sonuo olarak bu eúitlik (4.1.2) denkleminde \erine \a]ÕlÕrsa ; 
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𝑢ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ᇖ ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ  

 

olarak elde  edilir. 

 

(⇐ሻ: øspat aoÕk. 

 

(3) (⇒)  (4.1.4) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሺሃ𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ሻ  

െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሺሃ𝑡′ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞′ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሺሃ𝑡′ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛′ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

 

bulunur. Darbou[ oatÕ denklemleri kullanÕlÕrsa; 

 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሺ ሃ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ െ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሺ ሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻ ሻ െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻሺሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 
 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ ሺ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ 𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  
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െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

 

bulunur. Burada determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ𝜏𝑔
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ                                                                      (4.1.6) 

 

bulunur. 𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ ioin; 

 

ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

+ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ = 0 

 

olmalÕdÕr. O halde  (4.1.6) denkleminde 𝑢ሺ𝑥0ሻ \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

+ ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ 

െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

bulunur. Denklem d�]enlenirse; 
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𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜆2ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆3ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ+𝜆2ሺ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ 𝑞ሺ𝑥0ሻ 𝑞ሺ𝑥0ሻሃ 

൅ 𝜆3ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 3𝜆2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ െ 3𝜆3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

\a]ÕlÕr. Determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

െ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜆3ሺ𝜏𝑔
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ3𝜆2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

 

𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜆3ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻሻ ൅ 3𝜆2𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ                                                           (4.1.7)       

                                                    

olarak bulunur. Sonuo olarak  𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 olmasÕ durumunda; 

 

𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3ሺ𝜏𝑔
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ 

൅3𝜆2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ = 0 

olur. Burada   𝜆2 ൌ െ 1
ఛ೒ሺ௫బሻ

 ᇖ ൬ ఑೒
ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅  𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ ,  𝜆3 ൌ

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
   oldu÷u kullanÕlÕrsa; 

 

𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ ൅
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
ሺ𝜏௚

3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ   

െ3 1
𝜏𝑔ሺ௫బሻ

 ᇖ ൬ 𝜅𝑔ሺ௫బሻ𝜏𝑔ሺ௫బሻ
 ൰
′
൅ 𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ ᇗ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  
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elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻെ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ  

െ3൬఑೒
ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

sonucu elde edilir. 

 

(⇐ሻ: øspat aoÕk. 

 

 (4) (⇒)  (4.1.6) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅2𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ 

൅ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑞′ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ       

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛′ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ ൅ ሺ3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑡′ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞′ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

െ ሺ3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ሺሃ𝑡′ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛′ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

 

olur. Darbou[ oatÕ denklemleri kullanÕlÕrsa; 

  

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅2𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ   

െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ      

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ ൅ ሺ3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ െ ቀ3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ሺሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 
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𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅2𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ   

െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ    

െ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ െ  𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

 ൅ሺ3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ 𝑞ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ    

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ    

െ ሺ3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

 

bulunur. Burada determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅2𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ 

൅ ሺ3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ሺ𝜏௚
3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ ሺ3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ ሺሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ     

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ 

൅ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ                            (4.1.8) 
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bulunur. 𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   olmasÕ ioin; 

 

ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ െ  5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ 

൅ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

 ൅ ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0 

 

olmalÕdÕr. O halde  (4.1.8) denkleminde 𝑢ሺ𝑥0ሻ  \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ   

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻ ሃ 

൅ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

bulunur. Denklem d�]enlenirse; 

 

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ   

 െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ሃ   

 ൅ 𝜆2ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ   

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆3ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ ሃ 

൅ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ 𝜆2ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆3ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ 𝜆2 ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆3ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  
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\a]ÕlÕr. Determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ   

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ሃ  

൅ 𝜆3ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆2 ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

 

𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻെ 𝜆2 ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ                                            (4.1.9)     

   

olarak bulunur. Sonuo olarak  𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

olmasÕ durumunda; 

 

𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ െ  5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ൅ 
𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ
𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ

 ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻ  

൅ 1
𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ

 ᇖ ൬ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ
 ൰
′
൅ 𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ ᇗ ሺ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ᇱ

2ሺ𝑥0ሻሻ ൌ 0     

  

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′3ሺ𝑥0ሻ  

െ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 
sonucu bulunur. 

 
(⇐ሻ: øspat aoÕk. 
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(5) (⇒)  (4.1.8) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ 

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  െ  5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ  2 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ  3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ െ  5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ ) (ሃ𝑞′ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛′ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ 

൅ ሺ12𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑡′ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞′ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ   

൅ሺ4𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ   

െ 6𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ൅ ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑡′ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛′ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

 

olur. Darbou[ oatÕ denklemleri kullanÕlÕrsa; 

 

𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ   

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ  2 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ  െ  3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅  3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ ) 

(ሃ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  െ 𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ   

൅ ሺ12𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏𝑔′′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ ൅ ሺ4𝜏𝑔′′′ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ൅ ሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ  

  

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 
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𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ 

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ –  5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ  2 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ 3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ 𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅ 3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) (ሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ   

–  𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ 𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅  3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ ) (ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃሻ 

൅ ቀ12𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ቀ4𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ 𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

 

bulunur. Burada determinant |]elli÷inden dola\Õ;  

 

 𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅3 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  െ  5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ  2 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ 3 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ቀ12𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ቀ4𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ  
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െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ    

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse;  

 

𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

൅4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ 

 െ 7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ– 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ 9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ              

െ𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ                                                              (4.1.10) 

 

bulunur.    𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   olmasÕ 

ioin; 

 

ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

 ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

 െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ   

 ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ + ( 15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ    

 െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑢ሺ𝑥0ሻሃ + ( 10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ 

െ10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑢ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0  

 

 olmalÕdÕr. O halde  (4.1.10)  denkleminde 𝑢ሺ𝑥0ሻ  \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

 𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ  

െ 9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 10𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻሻ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻ ሃ  
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bulunur. Denklem d�]enlenirse; 

 

𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ  

െ 9𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔
4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆2ሺ𝜅௚ప௩ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ  

െ 9𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔
4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ ሃ  

൅ 𝜆3ሺ𝜅௚ప௩ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ 

–  9𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔
4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ቀ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚5ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ 𝜆2 ቀ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚5ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ     

൅ 𝜆3 ቀ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚5ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ቀ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆2 ቀ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ ሃ     

൅ 𝜆3 ቀ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

 

\a]ÕlÕr. Determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ 

–  9𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔
4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ 
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൅ 𝜆3 ቀ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚5ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ          

൅ 𝜆2 ቀ10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ ሃ  

 

elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan;  

 

  𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

 ൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ 

െ 7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜆3ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ          

 െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻ െ 𝜆2 ቀ10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁ        (4.1.11)     

   

olarak bulunur. Sonuo olarak  𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ  𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ

𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ durumunda; 

 

𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ᇱ  ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ 

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜆3 ቀ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚5ሺ𝑥0ሻቁ           

െ 𝜆2ሺ10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ  െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   

 

olur. Burada   𝜆2 ൌ െ 1
ఛ೒ሺ௫బሻ

 ᇖ ൬ ఑೒
ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅  𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗ ,  𝜆3 ൌ

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
   oldu÷u 

kullanÕlÕrsa; 

 

𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ൅3 𝜅௡ᇱ  ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ൅3 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 4 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ 

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 8𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ  7𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
4ሺ𝑥0ሻ  

൅ 
𝜅𝑔൫𝑥0൯
𝜏𝑔൫𝑥0൯

ቀ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ  𝜏௚5ሺ𝑥0ሻቁ           

െ 1
ఛ೒ሺ௫బሻ

 ᇖ ൬ ఑೒
ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ᇗሺ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   
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elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝜅௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ   

൅ 5𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0     

      

bulunur. 

 

(⇐ሻ: øspat aoÕk. 

 

ùimdi \ukarda verdi÷imi] genel sonuolarÕ bir \�]e\ �]erinde ba]Õ |nemli e÷riler ioin ifade 

edece÷i]. Bu e÷riler \�]e\ �]erindeki bir e÷rinin e÷rilik fonksi\onlarÕ ile karakterize edilip 

 

𝜅௡ ≡ 0 ⇔   asimptotik e÷ri 

𝜅௚ ≡ 0 ⇔   jeode]ik e÷ri 

𝜏௚ ≡ 0 ⇔   e÷rilik oi]gisi 

 

úeklindedir. 

 

4.1.3. Sonuç 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  𝜏௚ሺ𝑥ሻ ് 0  olan birim hÕ]lÕ asimptotik bir e÷ri olsun. Bu 

durumda  𝑓௛௨ fonksi\onunun tekillikleri aúa÷Õdaki gibidir: 

 

(1)   𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
𝜅𝑔ሺ௫బሻ
𝜏𝑔ሺ௫బሻ

 𝑛ሺ𝑥0ሻ,  𝜆2 ∈ ℝ 

 
(2)   𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔   

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ  
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(3)  𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ , 

𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 3 ൬ 𝜅𝑔ሺ௫బሻ𝜏𝑔ሺ௫బሻ
 ൰
′
𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 
(4)   𝑓ᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ,  

𝜅௚′′′ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ  
൅3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′3ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 
 

(5)    𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൬ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 ൰
ᇱ
𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ, 

𝜅௚ప௩ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ 

െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ ൅  5𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ  

൅10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ  5𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

İspat: E÷rimi] asimptotik e÷ri oldu÷u ioin  𝜅௡ ≡ 0 olur. Bu durum 4.1.2 teoreminde yerine 

\a]ÕlÕrsa \ukarÕdaki denklemler elde edilir. 

 

4.1.4. Sonuç 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  𝜏௚ሺ𝑥ሻ ് 0  olan birim hÕ]lÕ jeode]ik bir e÷ri olsun. Bu 

durumda 𝑓௛௨ fonksi\onunun tekillikleri aúa÷Õdaki gibidir: 

 

(1)   𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ,  𝜆2 ∈ ℝ 

 
(2)   𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ

఑೙ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

 𝑞ሺ𝑥0ሻ 

 
(3)  𝑓ᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
఑೙ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

 𝑞ሺ𝑥0ሻ, 

఑೙ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

ൌ c, sabit 
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(4)  𝑓ᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
఑೙ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

 𝑞ሺ𝑥0ሻ,  

఑೙ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

ൌ c, sabit 

 
(5)  𝑓′௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ
௛௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
఑೙ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

 𝑞ሺ𝑥0ሻ,  

6𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′′ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

İspat: E÷rimi] jeode]ik e÷ri oldu÷u ioin  𝜅௚ ≡ 0  olur. Bu durum 4.1.2 teoreminde yerine 

\a]ÕlÕrsa \ukarÕdaki denklemler elde edilir. 

 

4.1.5. Sonuç 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  birim hÕ]lÕ bir e÷rilik oi]gisi olsun. Bu durumda  𝑓௛௨ 

fonksi\onu ioin ardÕúÕk t�revler sÕfÕrdÕr. 

 

İspat: E÷rimi] e÷rilik oi]gisi oldu÷u ioin  𝜏௚ ≡ 0  olur. Bu durum 4.1.2 teoremde yerine 

\a]ÕlÕrsa ardÕúÕk t�revlerin sÕfÕr oldu÷u elde edilir. 

 

4.1.6. Tanım (Galile Uzaklık Fonksiyonu) 

 

𝐼 ⊆ ℝ  bir aoÕk aralÕk olmak �]ere 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 , 𝛼ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥, 𝑦ሺ𝑥ሻ, 𝑧ሺ𝑥ሻሻ 

 

reg�ler birim hÕ]lÕ e÷risi verilsin. Bu durumda 

 

                                                                                                                                                                                                                                    𝐹ௗ: 𝐼 ൈ 𝑆𝐺2 → ℝ 

ሺ𝑥, 𝛼 െ 𝑢ሻ → 𝐹ௗሺ𝑥, 𝛼 െ 𝑢ሻ 

 

olmak �]ere   
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𝐹ௗሺ𝑥, 𝑢ሻ ൌ |𝑡ሺ𝑥ሻ   𝑛ሺ𝑥ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥ሻ| 

 

úeklinde  tanÕmlÕ  d�]g�n  fonksi\onlarÕn  iki parametreli bir ailesi olarak 𝐹ௗ fonksiyonuna, 

birim hÕ]lÕ bir 𝛼 e÷risi �]erinde Darbou[ oatÕsÕna g|re Galile u]aklÕk fonksi\onu denir. 

Burada 𝑡ሺ𝑥ሻ ve 𝑛ሺ𝑥ሻ vekt|rleri 𝛼 e÷risinin birim te÷et ve 𝛼 e÷risinin bulundu÷u \�]e\in 

birim   normal  vekt|rleridir. 𝑆𝐺2  k�mesi  ise  Galile u]a\Õnda birim vekt|rlerin k�mesidir. 

Bu  𝐹ௗ fonksi\on ailesinin belirledi÷i bir de÷iúkenli fonksi\on (3.1.5) denkleminden  

𝑓ௗ௨ሺ𝑥ሻ  fonksiyonu ise  𝑓ௗ௨ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐹ௗ௨ሺ𝑥, 𝛼 െ 𝑢ሻ úeklinde olur. Bu durumda 𝐹ௗ  

fonksiyonu,  𝑓ௗ௨ሺ𝑥ሻ  fonksi\onunun bir dallanmasÕ olur.  

 

4.1.7. Teorem  

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  𝜏௚ሺ𝑥ሻ ് 0  olan birim hÕ]lÕ bir e÷ri olsun. Bu e÷ri ioin ∀𝑥∈𝐼 

noktasÕndaki Darbou[ oatÕsÕ ^𝑡(𝑥), 𝑞(𝑥), 𝑛(𝑥)` olmak �]ere 𝑓ௗ௨  fonksiyonunun tekillik 

koúullarÕ aúa÷Õdaki gibidir: 

 

(1) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
𝜅𝑔ሺ௫బሻ
𝜏𝑔ሺ௫బሻ

 𝑛ሺ𝑥0ሻ,  𝜆2 ∈ ℝ 

 

(2) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ  

 

(3) 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ, 

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻെ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ  

൅2𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ   

൅3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 
(4) 𝑓ᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔    

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ, 
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𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
యሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻ   

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ െ  3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻെ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ ൌ 0 

 
(5) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔   

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ, 

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ప௩ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ 

൅𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏𝑔5ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ 

൅2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 7𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚7ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚
ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  8𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅  4𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ  

െ 13𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ15𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚7ሺ𝑥0ሻ 

െ 10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 5𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′

2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 5𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

İspat 

 

(1) (⇒) Determinant |]elliklerinden \ararlanarak, 

 

 𝑓ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

 

úeklinde tanÕmlÕ fonksi\onun t�revi alÕnÕrsa;  

 

𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ    
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൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻᇱሺ𝑥0ሻሃ  

 

olur. Burada Darbou[ oatÕsÕna ait denklemler kullanÕlÕrsa;  

 

𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

 ൅ห 𝑡ሺ𝑥0ሻ   െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ห ൅ |𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝛼ᇱሺ𝑥0ሻ | 

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenirse; 

 

𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ + 𝜅௡ሺ𝑥0ሻሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

െ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ| 𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ | ൅ |𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝛼ᇱሺ𝑥0ሻ |  

 

bulunur. Burada  𝛼ᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ  eúitli÷inden ve determinant |]elli÷inden dola\Õ; 

 

𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ  𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ     (4.1.12)          

     

elde edilir.  𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ ioin, 

 

𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0    

 

olmalÕdÕr.  ሼ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሽ oatÕ alanÕ oldu÷undan  𝛼 െ 𝑢 ൌ 𝜆1𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻ  olacak úekilde  𝜆1, 𝜆2, 𝜆3𝜖ℝ  sa\ÕlarÕ var ve tektir. Burada 𝑢 vekt|r�                   

𝑢 ൌ ሺ𝜆1,… , … ሻ úeklinde bir vekt|r olup, a\nÕ ]amanda birim vekt|r oldu÷undan Galile 

norm  tanÕmÕndan  dola\Õ  ||𝑢||𝐺 ൌ ሃ𝜆1ሃ ൌ 1  olmalÕdÕr. O halde  

𝜆1 ൌ േ1  úeklindedir.  𝜆1 ൌ 1  alÕnÕrsa; 

 

𝛼 െ 𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻ                                                                          (4.1.13) 

 

olarak bulunur. O halde (4.1.12) denkleminde  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ  \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ  𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  



45 
 
 

bulunur. Denklem d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa; 

 

𝜅௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜆3𝜏௚ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ 

 

elde edilir. Burada ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

 

𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ                                                                                  (4.1.14) 

 

olarak bulunur. Sonuo olarak  𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ durumunda, 

 

𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

olur. Burada  𝜏௚ሺ𝑥0ሻ ് 0  oldu÷u kullanÕlÕrsa; 

 

𝜆3 ൌ
఑೒ሺ𝑥0ሻ
ఛ೒ሺ𝑥0ሻ

   

 
olarak bulunur. Sonuo olarak bu eúitlik (4.1.13)  denkleminde \erine \a]ÕlÕrsa ; 

 

𝛼 െ 𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
఑೒ሺ𝑥0ሻ

ఛ೒ሺ𝑥0ሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ  

 

elde edilir. 

 

(⇐ሻ:   𝛼 െ 𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
఑೒ሺ𝑥0ሻ

ఛ೒ሺ𝑥0ሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ   alÕnÕrsa  𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  elde edilir. 

 

(2) (⇒)  (4.1.12) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓′′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ + 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሺሃ𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ 

൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅  ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻᇱሺ𝑥0ሻሃሻ  

െ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃെ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ ሃ𝑡′ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞′ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻ′ሺ𝑥0ሻሃሻ  
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olur. Darbou[ oatÕsÕ denklemleri kullanÕlÕrsa; 

 

𝑓′′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

+ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻሺሃ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ 

൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅  ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝛼ᇱሺ𝑥0ሻሃሻ  

െ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻሺ ሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝛼ᇱሺ𝑥0ሻ ሃሻ  

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ቀ 𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ                 

െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ (4.1.15) 

 

bulunur.  𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0   olmasÕ ioin; 

 

ቀ 𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0   

  

olmalÕdÕr. O halde (4.1.15) denkleminde  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ  \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ቀ 𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ   

 

bulunur. Denklem d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ቀ 𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻቁሃ 𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅  𝜅௚ሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜆3𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻሃ 𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ െ 𝜆2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ሃ 𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  
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elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

 

𝑓ᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ                (4.1.16) 

 

olarak bulunur. Sonuo olarak  𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ durumunda; 

 

𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜆3𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

olur. Burada  𝜆3 ൌ
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
   oldu÷u kullanÕlÕrsa; 

 

𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ െ 
𝜅௚ሺ𝑥0ሻ
𝜏௚ሺ𝑥0ሻ

𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൌ 0     

𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 

𝜆2𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ 

𝜆2 ൌ
𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ
 

𝜆2 ൌ
𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ

𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ
1

𝜏௚ሺ𝑥0ሻ
െ
𝜅௡ሺ𝑥0ሻ
𝜏௚ሺ𝑥0ሻ

െ
𝜅௚ሺ𝑥0ሻ
𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ

 

𝜆2 ൌ െ
1

𝜏௚ሺ𝑥0ሻ
ቈቆ
𝜅௚ሺ𝑥0ሻ
𝜏௚ሺ𝑥0ሻ

ቇ
ᇱ

൅ 
𝜅௚ሺ𝑥0ሻ
𝜏௚ሺ𝑥0ሻ

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ቉ 

 

olarak bulunur. Sonuo olarak bu eúitlik (4.1.13)  denkleminde \erine \a]ÕlÕrsa ; 

 

𝛼 െ 𝑢 ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ  

 

olarak elde  edilir. 

 

(⇐ሻ: øspat aoÕk. 
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(3) (⇒)  (4.1.15) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ቀ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ቀ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻቁ ሺሃ𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻᇱሺ𝑥0ሻሃሻ ൅ 𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ 

െ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሺሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻᇱሺ𝑥0ሻሃሻ െ  2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ   

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሺሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃሻ   

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻᇱሺ𝑥0ሻሃ  

 

olur. Darbou[ oatÕsÕ denklemleri kullanÕlÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ቀ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻቁሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ቀ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻቁ ሺሃ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  െ 𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝛼′ሺ𝑥0ሻሃሻ   

൅ 𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ 

െ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሺሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝛼ᇱሺ𝑥0ሻሃሻ  

െ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ   

െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሺሃ𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝑛ሺ𝑥0ሻ     𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃሻ  ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝛼ᇱሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

൅𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ 2𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ   

൅ቀ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁ  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

െ3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ                                                        (4.1.17) 
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bulunur. 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ ioin; 

 

ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ 2𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ   

൅ቀ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁ  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

െ3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0        

       

olmalÕdÕr. O halde (4.1.17) denkleminde  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ  \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 2𝜅௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ   

൅ቀ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻቁ  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ    

 

bulunur. Denklem d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa; 

 

𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅2𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3 ቀ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

െ3𝜆2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

 

𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ   

൅2𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3 ቀ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ ൅ 3𝜆2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ             (4.1.18) 

 

olarak bulunur. Sonuo olarak    𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0    olmasÕ 

durumunda; 
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𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ   

൅𝜆3 ቀ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ ൅ 3𝜆2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 

 

olur. Burada  𝜆3 ൌ
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
  ,   

 

𝜆2 ൌ െ 1
ఛ೒ሺ௫బሻ

൤൬఑೒
ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨  

 

oldu÷u kullanÕlÕrsa; 

 

𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ  

൅ 2𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ൅ ఑೒
ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
ቀ 𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ  

൅ 3 ఑೒ሺ௫బሻఛ೒ᇲ ሺ௫బሻ−ఛ೒ሺ௫బሻ఑೒ᇲ ሺ௫బሻ−ఛ೒మሺ௫బሻ఑೙ሺ௫బሻ+఑೒ሺ௫బሻఛ೒ሺ௫బሻ

ఛ೒యሺ௫బሻ
𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0  

 

\a]ÕlÕr. Bu ifade d�]enlenirse, 

 

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻെ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ  

൅2𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ   

൅3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

bulunur. 

 

(⇐ሻ: øspat aoÕk. 

 

 (4) (⇒)  (4.1.17) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ 

൅𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ 

൅ ൫𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൯ሺሃ𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻ′ሺ𝑥0ሻሃሻ  
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൅ 2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ቀ3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሻ ሺሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻ′ሺ𝑥0ሻሃሻ െ ቀ3𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ 

െ3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ሺሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻ′ሺ𝑥0ሻሃሻ  

 

olur. Darbou[ oatÕsÕ denklemleri kullanÕlÕrsa; 

 

𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚′ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ 

൅𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ൫𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൯ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ቀ3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ ቀ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ቀ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

െቀ3𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Bu ifade d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa; 

 

𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ    

൅ቀ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻቁ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ              (4.1.19) 
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bulunur. 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ ioin; 

 

ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ    

൅ቀ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻቁ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0     

  

olmalÕdÕr. O halde (4.1.19) denkleminde  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ    𝑛ሺ𝑥0ሻ    𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ   

െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ    

൅ቀ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻቁ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

       

bulunur. Denklem d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa;  

 

𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ 

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3 ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ 

൅𝜆2 ቀ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻቁሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ  

 

elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 
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 𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ 

൅2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3 ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ  

െ𝜆2 ቀ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻቁ                                                           (4.1.20) 

 

olarak bulunur. Sonuo olarak  𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0    

olmasÕ durumunda; 

 

𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ 

൅𝜆3 ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ െ 𝜆2 ቀ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻቁ ൌ 0  

 

olur. Burada   𝜆3 ൌ
఑೒ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

,   𝜆2 ൌ െ 1
ఛ೒ሺ௫బሻ

൤൬఑೒
ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅ ఑೒

ሺ௫బሻ
ఛ೒ሺ௫బሻ

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨   oldu÷u kullanÕlÕrsa, 

 

𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ  ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ  ൅ 2 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ ൅
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
ቀ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻቁ  

െ఑೒ሺ௫బሻఛ೒ᇲ ሺ௫బሻ−ఛ೒ሺ௫బሻ఑೒ᇲ ሺ௫బሻ−ఛ೒మሺ௫బሻ఑೙ሺ௫బሻ+఑೒ሺ௫బሻఛ೒ሺ௫బሻ

ఛ೒యሺ௫బሻ
 ሺ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚

ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ

3𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻሻ ൌ 0 

 

\a]ÕlÕr. Bu ifade d�]enlenirse,  

 

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅2 𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ  
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െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
యሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻ   

൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ െ  3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻെ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ ൌ 0 

 

bulunur. 

 

(⇐ሻ: øspat aoÕk. 

 

(5) (⇒)  (4.1.19) denkleminin t�revi alÕnÕrsa; 

 

𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚

ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ൅3𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  ൅ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚
ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ

2ሺ𝑥0ሻ  

െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

െ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሺሃ𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻ′ሺ𝑥0ሻሃሻ  

൅ሺ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ𝜅𝑛′ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜅𝑛′′ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔
2ሺ𝑥0ሻሻሺሃ𝑞′ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ   

൅ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ᇱሃሻ ൅ 2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ 

൅𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ ሺ12𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሺ6𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻሻሺሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻ′ሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ4𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ 

െ6𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ3𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻሺሃ𝑡ᇱሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ᇱሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ  

൅ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻ′ሺ𝑥0ሻሃ  
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olur. Darbou[ oatÕsÕ denklemleri ve determinant |]ellikleri kullanÕlÕp, ifade d�]enlenirse; 

 

𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚

ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  ൅ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  5𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሺሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ ሺ൅ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

െ5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ                   (4.1.21) 

 

bulunur. 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  olmasÕ ioin; 

 

ሺ𝜅௚
ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  ൅ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  5𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሺሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ ሺ൅ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൅ ሺ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

െ5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻሃ ൌ 0     

  

olmalÕdÕr. O halde (4.1.21) denkleminde  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ  \erine \a]ÕlÕrsa; 

 

𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚

ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  ൅ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  
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൅ሺ2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  5𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ  

൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሺሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑡ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ ሺ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ10𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3𝑛ሺ𝑥0ሻሃ        

 

bulunur. Denklem d�]enlenir ve determinant |]elli÷inden \ararlanÕlÕrsa;  

                 

𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ ሺ𝜅௚

ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  ൅ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 5𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅  4𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ  

െ𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻሻሃ𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ   𝑡ሺ𝑥0ሻሃ ൅ 2𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑞ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻሃ  

൅ 𝜆2ሺ10𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ   𝑛ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻሃ        

 

elde edilir. Burada  ሃ𝑡ሺ𝑥0ሻ  𝑞ሺ𝑥0ሻ  𝑛ሺ𝑥0ሻሃ ൌ 1  oldu÷undan; 

  

𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝜅௚

ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  ൅ 4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  8𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅  4𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆3ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ  

െ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻ   െ 𝜆2ሺ10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻሻ          (4.1.22) 

 

olarak bulunur. Sonuo olarak, 
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𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0    olmasÕ durumunda; 

 

𝜅௚
ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ 9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  8𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜅𝑛′′ሺ𝑥0ሻ  

൅2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅  4𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  3𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜆3ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻ   

 െ 𝜆2 ቀ10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′′ሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′ሺ𝑥0ሻቁ ൌ 0  

 

olur. Burada   𝜆3 ൌ
఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
,   𝜆2 ൌ െ 1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൅ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ൨   oldu÷u 

kullanÕlÕrsa, 

 

𝜅௚
ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅4𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ  

െ 9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  8𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜅𝑛′′ሺ𝑥0ሻ  

൅2𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅  4𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ െ  3𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ  

൅ 𝜅𝑔
ሺ𝑥0ሻ

𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ
ሺ15𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ

2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻሻ   

 െ 𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ ሺ𝑥0ሻെ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜅𝑔′ ሺ𝑥0ሻെ𝜏𝑔2ሺ𝑥0ሻ𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ൅𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ
𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ

ሺ 10𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 5𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′′ሺ𝑥0ሻ  

െ10𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

\a]ÕlÕr. Bu ifade d�]enlenirse,  

 

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚
ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 6𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ 

൅𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜏𝑔5ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ  

൅2𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ  9𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 7𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  
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൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚7ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚
ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  8𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  6𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௡ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅  4𝜅𝑛ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔4ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚6ሺ𝑥0ሻ  

െ 13𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ15𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚7ሺ𝑥0ሻ 

െ 10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′
2ሺ𝑥0ሻ ൅ 5𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′

2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 5𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 10𝜅௡ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 5𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

elde edilir. 

 

(⇐ሻ: øspat aoÕk. 

 

Aúa÷Õda asimptotik e÷ri, jeode]ik e÷ri ve e÷rilik oi]gisi ioin tekillik sonuolarÕnÕ verece÷i]. 

 

4.1.8. Sonuç 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  𝜏௚ሺ𝑥ሻ ് 0  olan birim hÕ]lÕ asimptotik bir e÷ri olsun. Bu 

durumda 𝑓ௗ௨  fonksi\onunun tekillikleri aúa÷Õdaki gibidir: 

 

(1)  𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅
𝜅𝑔ሺ௫బሻ
𝜏𝑔ሺ௫బሻ

 𝑛ሺ𝑥0ሻ,  𝜆2 ∈ ℝ 

 

(2) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅ ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ  

 

(3) 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ,  

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ 𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 2𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

 

 



59 
 
 

(4) 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ,   

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅  3𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
యሺ𝑥0ሻ൅ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ െ 4𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 3𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱ ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ

మሺ𝑥0ሻ  

െ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 3𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
మሺ𝑥0ሻ ൌ 0 

 
(5) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ 

ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ െ
1

ఛ೒ሺ௫బሻ
൤൬఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൰
ᇱ
൅  ఑೒

ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
൨ 𝑞ሺ𝑥0ሻ ൅

఑೒ሺ௫బሻ

ఛ೒ሺ௫బሻ
 𝑛ሺ𝑥0ሻ, 

𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚
ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ ൅  7𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ െ 6𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ

2ሺ𝑥0ሻ െ 7𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ 

൅ 𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚7ሺ𝑥0ሻ ൅ 4𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜅௚
ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ  13𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ ൅ 15𝜏௚3ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ

2ሺ𝑥0ሻ  

൅10𝜏௚4ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ4ሻሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚7ሺ𝑥0ሻ െ  10𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′
2ሺ𝑥0ሻ   

൅5𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′′ሺ𝑥0ሻ ൅ 10𝜅𝑔ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱ
2ሺ𝑥0ሻ𝜏𝑔′′ ሺ𝑥0ሻ െ  5𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ  

െ10𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜅௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅  5𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൅

10𝜅௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ ൌ 0   

 

İspat: E÷rimi] asimptotik e÷ri oldu÷u ioin  𝜅௡ ≡ 0  olur. Bu durum 4.1.7 teoreminde yerine 

\a]ÕlÕrsa \ukarÕdaki denklemler elde edilir. 

 

4.1.9. Sonuç 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  𝜏௚ሺ𝑥ሻ ് 0  olan birim hÕ]lÕ jeode]ik bir e÷ri olsun. Bu 

durumda 𝑓ௗ௨  fonksi\onunun tekillikleri aúa÷Õdaki gibidir. 

 

(1) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ ൅ 𝜆2𝑞ሺ𝑥0ሻ,  𝜆2 ∈ ℝ 

 

(2) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓′′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔  ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ  

 

(3) 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ  
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(4) 𝑓ᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ 

 

(5) 𝑓′ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ᇱᇱᇱ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ
ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑓ሺ5ሻ

ௗ௨ሺ𝑥0ሻ ൌ 0 ⇔ ሺ𝛼 െ 𝑢ሻሺ𝑥0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑥0ሻ 

10𝜏௚2ሺ𝑥0ሻ𝜏௚ᇱᇱሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚ప௩ሺ𝑥0ሻ െ 𝜏௚5ሺ𝑥0ሻ ൌ 0  

 

İspat: E÷rimi] jeode]ik e÷ri oldu÷u ioin  𝜅௚ ൌ 0  olur. Bu durum 4.1.7 teoreminde yerine 

\a]ÕlÕrsa \ukarÕdaki denklemler elde edilir. 

 

4.1.10. Sonuç 

 

𝛼: 𝐼 → 𝐺3 e÷risi ∀𝑥∈𝐼 ioin  birim hÕ]lÕ bir e÷rilik oi]gisi olsun. Bu durumda 𝑓ௗ௨  

fonksi\onunun ardÕúÕk t�revleri sÕfÕrdÕr. 

 

İspat: E÷rimi] e÷rilik oi]gisi oldu÷u ioin  𝜏௚ ൌ 0  olur. Bu durum 4.1.7 teoreminde yerine 

\a]ÕlÕrsa ardÕúÕk t�revlerin sÕfÕr oldu÷u elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



61 
 
 

5. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 

Bu oalÕúmada, Galile u]a\Õnda Darbou[ oatÕsÕna g|re tanÕmlanan ba]Õ fonksi\onlarÕn 

tekillikleri ioin gerek ve \eter koúullar verildi. Bu koúullar kullanÕlarak bir \�]e\ �]erinde 

jeode]ik, e÷rilik oi]gisi ve asimptotik e÷ri gibi ba]Õ |]el e÷riler ioin sonuolar elde edildi. 

Burada incelenen fonksi\onlara ben]er fonksi\onlar tanÕmlanarak tekillik koúullarÕ 

araútÕrÕlÕp geometrik karakteri]as\onlar verilebilir. A\rÕca bu fonksi\onlar farklÕ u]a\larda 

tanÕmlanÕp ben]er incelemeler ioin tekillik koúullarÕ elde edilebilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 



62 
 
 

KAYNAKLAR 
 

Arnold, V.I., Gusein-Zade, S. M. and Varchenko, A. N. (1986). Singularities of 
Differentiable Maps vol. I. Boston: Birkhluser Boston, Inc., 382 s. 

 
Bruce, J.W., Giblin, P.J., and Gibson, C.G. (1981a). On caustics of plane curves. American 

Mathematical Monthly, 88, 651-667. 
 
Bruce, J.W. (1981b). On Singularities, envelopes and elementary differential geometry. 

Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Soc., 89, 43-48. 
 
Bruce, J.W. and Giblin, P.J. (1983). Generic geometry. American Mathematical Monthly, 

90, 529- 561. 
 
Bruce, J.W. and Giblin, P.J. (1992). Curves and Singularities (Second Editions). New 

York: Cambridge University Press. 321 s.  
 
Divjak, B. (2003a). Special curves on ruled surfaces in Galilean and pseudo-Galilean 

space. Acta Mathematica Hungarica, 98 (3), 203-215. 
 
Fidal, D.L. and Giblin, P.J. (1984). Generic 1-parameter families of caustic by reflection in 

the Plane Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Soc., 96, 425-
432. 

 
HacÕsaliho÷lu, H.H. (1982). Diferensiyel Geometri I. øn|n� hnv. Ankara: Fen Fak�ltesi 

ya\ÕnlarÕ, Erdem matbaa, 270 s. 
 
HacÕsaliho÷lu, H.H. (1998). D|n�s�mler Ye Geometriler. Ankara: Ankara �nv., Fen 

Fak�ltesi ya\ÕnlarÕ, Erdem matbaa, 326 s. 
 
O¶Neill, B. (1966). Elementary Differantial Geometry. London: Academic Press Newyork, 

411 s. 
 
R|schel, O. (1984). Die Geometrie des Galileischen Raumes. PhD. Thesis, 

Habilitationssch., Inst. F�r. Mat . und AngeZ. Geometrie, 120 s. 
 
ùahin, T. (2010). Galile u]a\Õnda u]aklÕk fonksiyonu, dayanak fonksiyonu ve tekillikleri. 

Doktora tezi, Samsun: Ondoku] Ma\Õ] hnv., 107 s. 
 
ùahin, T. (2013). Intrinsic Equations for a Generalized Relaxed Elastic Line on an Oriented 

Surface in the Galilean Space.  Acta Mathematica Scientia, B(33), 701-711.  
 
Yaglom , I.M. (1979). A Simple Non-Euclidean Geometry and Physical Basis. Newyork: 

Springer-Verlag, 307 s. 



63 
 
 

ÖZGEÇMİù 

Kiúisel Bilgiler 

 

AdÕ-So\adÕ        : E]gi CERøT 
 
U\ru÷u        : T�rki\e Cumhuri\eti 
 

 
 
 
            

Eğitim Derecesi                      Okul/Programı 
 
Lisans                                 Ondoku] Ma\Õs hniversitesi 
                                            Matematik B|l�m� 
 
 
 
İú Deneyimi/Yıl                      Çalıútığı Yer 
  
2020-Halen                        Devrek da\de÷irmeni dok  
                                           ProgramlÕ Anadolu Lisesi                        
 
2016-2020                          Karaman dok ProgramlÕ 
                                           Anadolu Lisesi 

 
 
 
Sertifikalar 
 
Mental Aritmetik E÷itmenli÷i  

Bilgisa\ar øúletmenli÷i 

 

Yabancı Dili 

øngili]ce 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    Mezuniyet Yılı 
 
          2013 
 
 

             

               Görevi 
  
Matematik g÷retmeni 
 
 
Matematik g÷retmeni  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


