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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilan bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

K(x) Egrinin egrilik fonksiyonu

T(x) Egrinin burulma fonksiyonu

T(x) Egrinin birim teget vektdr alani
N(x) Egrinin normal vektor alani

B(x) Egrinin binormal vektor alani

Kg(x) Egrinin jeodezik egrilik fonksiyonu
K,(x) Egrinin normal egrilik fonksiyonu
Tg4(x) Egrinin jeodezik burulma fonksiyonu
R" n- boyutlu reel vektor uzay1

G3 3- boyutlu Galile uzay1

U.gV Iki vektdriin Galile garpimi

u Xg v Iki vektoriin Galile vektorel carpimi
Ay k. dereceden tekillik

S;2 Galile birim kiire

fa Bir degiskenli uzaklik fonksiyonu
fn Bir degiskenli dayanak fonksiyonu
Fq Galile uzayinda uzaklik fonksiyonu
O Galile uzayinda dayanak fonksiyonu

fof .. f® f fonksiyonunun tiirevleri



1. GIRIS

Geometrinin temel amaci yiizyillardir, ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda temel o6zelliklerin

incelenmesi olarak diistiniildii.

Ik ¢aglardan beri kiiresel geometri (aslinda ilk Oklidyen olmayan geometrik sistemdir)
bilinmesine ragmen hiperbolik geometri kesfedilene kadar Oklid uzayr kavraminin
evrenselligi konusunda bir siiphe yoktu. Bu anlamda 19. yiizyilin ilk yarisinda Gauss
(1816), Lobachevsky (1829) ve Bolyai (1832) matematik tarihinde ender rastlanan énemli
bir bulus yaparak, bin yilin diisiincesini yikip; Oklidyen geometri kadar gecerli yeni bir

geometrik sistem olan hiperbolik geometrinin varligini ortaya koydular.

Hiperbolik geometrinin kesfinden sonra kabul edilebilir iki geometrik sistem Oklid ve
hiperbolik geometri oldu. Fakat bu goriis ¢cok uzun siirmedi. Geometrinin tek olmamasi,
matematigin temel alanlarinda yeni fikirlerin ortaya ¢ikmasina yol agti. Bu fikirler; soyut
anlamda matematiksel geometri ile fiziksel uzaylarin bazi 6zelliklerinin incelendigi fiziksel

geometri arasindaki iliskiyi ortaya ¢ikardi.

Oklid geometrisinin tek olmadig1 dikkate almnirsa, hiperbolik geometrinin de Oklidyen
olmayan tek geometri olmadigi gozden kagirilmamalidir. Gergekten Oklidyen ve
hiperbolik geometrinin yam sira bir¢ok geometrik sistem vardir. 19. yiizyil, geometride
hizli gelismelerin yasandigi bir yiizyildir. 1854°de {inlii Alman matematik¢i G.F.B.
Riemann (1826-1866) kapsami genisletilen oldukca genel bir geometri diislincesini
formiillestirdi. Ayrica Riemann birbiri ile baglantili, fakat farkli, iki degil ii¢ geometrik
sistemin; Oklid geometri, hiperbolik geometri ve eliptik geometri (kiiresel geometriye cok

yakin oldugundan eliptik geometri denilmistir) oldugunu belirtti.

Ingiliz cebirci A. Cayley (1821-1891)’in galismalarmin ve geometrik diisiincelerinin bir
sentezi olarak 1872 yilinda Alman matematik¢i F. Klein (1849-1925) geometrilerin
listesini genigletti. 1870 yilinda ise Cayley-Klein’in yaptigi c¢alismalar sonucunda,
diizlemde Oklid geometrisini de igeren 9 farkli geometrik sistemin oldugu gésterildi. Bu
geometriler, agilarin ve uzunluklarin; eliptik, parabolik ve hiperbolik 6lgiilmesine gore

adlandirildi (Cizelge 1.1).



Ornegin; Oklid geometrisi aginin eliptik ve uzunlugun parabolik Sl¢iilmesiyle, Minkowski
geometrisi aginin hiperbolik ve uzunlugun ise parabolik Ol¢iilmesiyle ve Galile geometrisi

de a¢1 ve uzunlugun parabolik ol¢iilmesiyle adlandirilmistir.

Bu dokuz geometriyi asagidaki ¢izelge ile verebiliriz.

Cizelge 1.1 Ac1 ve uzunluklarin 6lgiilerine gore geometriler

GEOMETRILER UZUNLUKLARIN OLCUSU
ACILARIN
OLCUST ELIPTIK PARABOLIK HIPERBOLIK
ELIPTIK Eliptik Geometri Oklid Geometri Hiperbolik Geometri

Co-Minkowski

PARABOLIK Co-Eliptik Geometri Galile Geometri Geometri
HIBERBOLIK Co-Hiperbolik Minkowski Doubly Hiperbolik
Geometri Geometri Geometri

Ancak bugiin bile Oklidyen olmayan geometri denildiginde siklikla hiperbolik geometri ve
nadiren de eliptik geometri ilk olarak akla gelmektedir. Bu durum biiyiik 6l¢iide fiziksel
uzayin dogas1 hakkindaki eski tartismalarin etkisinden kaynaklanmaktadir. Uzun bir siire
biitlin bilimsel onemin bu tartigmalara verilmesi bu goriisii olusturmustur. Bu durum
hiperbolik geometri ve eliptik geometri digindaki diger Oklidyen olmayan geometrilerin
sadece 6zel olarak bilinmesine yol agmistir. Bunun sonucu olarak, diger Oklidyen olmayan
geometrilere hiperbolik geometriyle kiyaslanamayacak kadar az ilgi gosterildi. Bu yiizden,

Oklidyen olmayan bir geometri olarak Galile geometrisi giincel bir ¢calisma alanidir.

Aslinda Galile geometrisi adi, tarihsel olarak dogru degildir. Ciinkii 17. yilizyilin baslarinda
caligmis olan Galileo, farkli geometrik sistemlerin var oldugu diisiincesinin ortaya ¢iktigi
19. yiizyilin en biiylik kesiflerinden biri olan bu geometriyi bilmiyordu. Aslinda daha
dogru ad1 Galile rolativite prensipleriyle birlesen geometridir. Bu ifade uzun oldugundan

kisaca Galile geometrisi denilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Geometri Nedir?

Geometri; uzayda veya diizlemde noktalarin bir kiimesi olarak sekilleri, bu sekiller
arasindaki iliski ve Ozellikleri inceleyen bir bilim dalidir. Burada incelenen 6zelliklerin

geometrik olarak anlamli olmas ile ilgili iki farkli yaklagim vardir.

Bu yaklasimlardan ilki; sekillerin esdeger (congruent) olmasi ile ilgili yaklasimdir. ki
seklin esdeger olmasi; birinin digerinden bir hareketle elde edilmis olmasi demektir.
Burada hareket; her bir sekli digerine gotiiren, uzakligi koruyan bir doniistimdiir.
Dolayisiyla esdeger sekillerin yerleri farkli, fakat bulunduklari form aynidir. Esdegerlik
tanimina gore; bir 6zelligin geometrik olarak anlamli olmasi i¢in esdeger sekillerin her

birinde bu 6zelligin bulunmasi gerekir (O’neill, 1966).

Incelenen o6zelliklerin geometrik 6zellik olmasiyla ilgili ikinci yaklasim; koordinatlarin
kullanilmastyla ilgilidir. Bilindigi gibi 17.yy yasamis meshur Fransiz matematikgiler; R.
Descartes (1596-1650) ve P. Fermat (1601-1665) Oklidyen geometriyi diizlemde bir

koordinat sistemi yardimiyla gosterdiler. Boylece diizlemdeki her A noktasi bir (x,y)

sirali ikilisiyle temsil edildi. Buradaki x ve y elemanlarma 4 noktasinin koordinatlart
denildi (sekil 2.1). Boylece noktalarin bir kiimesi olarak verilen herhangi bir sekil; bu
noktalara karsilik gelen sirali say1 ciftlerinin yani koordinatlarin bir kiimesi olarak
diisiiniildi. Bu 1ise herhangi bir geometrik seklin koordinatlar yardimiyla kapali
denkleminin yazilmasina olanak sagladi. Ornegin ¢ember, dogru ve benzeri sekillerin

denklemleri bu sekilde ifade edildi.

Bir 4 noktasinin (x,y) koordinatlari, koordinat sisteminin se¢imine baglidir. Dolayistyla

PR

koordinat sistemi degistiginde, yani farkli bir koordinat sistemi segildiginde, noktanin
koordinatlar1 da degisecektir. Koordinat sistemi degistigi halde (yani bir koordinat
sisteminden bagka bir koordinat sistemine gecilirken) ayni kalan 0Ozellige deg§ismez
karaktere sahip 6zellik denir. Bu 6zellik seklin geometrik 6zelligini yansitir. Sonug olarak

koordinat sisteminin se¢imine bagli olmayan o&zelliklere geometrik Ozellikler denir.



Ornegin bir ¢cemberin yaricapt ve iki nokta arasindaki uzaklik geometrik 6zelliklerdir

(Sekil 2.1).

y F

Y -
(=) :A(x, ».2)
|J’1 - )’l l
. \ / H
»n 4 (%.n) l 14 (Jq,.v,!z}. 3)
| x| i 0, y : )
i 1
: |

Sekil 2.1 Uzaklik (Yaglom, 1979)

Sonu¢ olarak F. Klein’e gore geometri; doniisiimler altindaki degismez ozelliklerin
teorisidir. Bu dontisiimler altinda korunan yani degismeyen 6zelliklere geometrik 6zellikler
denir.

Asagidaki kisimlarda Galile geometrisiyle ilgili temel kavramlar tanitildi (Yaglom, 1979).

2.2. Galile Geometrisi

Galile geometrisi; Galile hareket doniisiimleri altinda degismezlerin teorisidir. Diizlemde
ve uzayda bu hareket doniisiimlerini agiklamak icin gerekli olan bazi doniisiimler asagida

kisaca tanitild1.
2.2.1. Tamim (Afin doniisiim)
Diizlemin kendi kendine en genel afin doniistimii

x'=ax+by+m
y =cx+dy+n

}a,b,c,d,m,nEIR (2.2.1)
seklinde 6-parametreli bir doniistimdiir. Eger burada lineer denklem sisteminin katsayilar
matrisinin determinantt ad —bc =0 ise bu doniisiime tekil afin doniisiim, sifir degil ise
(ad —bc #0) regiiler afin doniisiim denir. Regiiler afin donilisiimler bileske islemine gore

grup olustururlar. Bu gruba afin grup denir (Hacisalihoglu, 1998).



2.2.2. Tanim (Hareket doniisiimii)

Eger afin doniisiim denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinant1 ad — bc = 1 ise
bu durumda afin doniisiime hareket doniistimii denir. Dolayisiyla bu doniisiimler de bir
grup olustururlar. Bu gruba hareketler grubu denir. Bu doniisimler uzakli§i koruyan
doniistimlerdir. Eger genel hareket doniisiimlerinde a = d, b = —c yazilirsa, katsayilar
matrisinin determinanti a? + b? = 1 seklinde olur. Buna gére Oklid diizleminde genel

hareket doniistimleri;

=ax+by+m

xl
y’=i(—bx+ay+n)}a'b'm'nER (2.2.1a)

3-parametreli bir doniisiim olarak elde edilir (Hacisalihoglu, 1998).
2.2.3. Tanim (Galile diizleminde hareket doniisiimleri)

Afin diizlemin kendi kendine en genel regiiler doniisiimiinii ifade eden (2.2.1) denkleminde

egera=d =1, b = 0 alinirsa;

x'=x+m

Y =cx+y+ n}c,m.n ER (2.2.2)

seklinde 3-parametreli afin alt grubu elde edilir. Bu doniisiimiin katsayilar matrisinin

0
1

hareket doniisiimiidiir. Bu doniisiime Galile diizlemindeki hareket doniisimii denir. O

determinanti A4, = |i | =1 oldugundan, (2.2.1) denklemiyle verilen doniislim bir

halde Galile diizlemsel geometrisi bu hareket doniisiimleri altinda degismezlerin teorisidir

(Yaglom, 1979).



2.2.4. Tanmim (Galile uzayinda hareket doniisiimleri)

3-boyutlu afin uzayin kendi kendine en genel bir doniisiimii;

x'=ax+byy+cz+d;
y, = azx + be + C2Z + dz al, az, a3, bl! bz, b3, Cll C2, C3, dll dz, d3 ER (223)
Z’ = a3x+b3y+C3Z+d3

seklinde 12-parametreli bir donilisimdiir. Eger burada bu denklem sisteminin katsayilar

matrisinin determinanti;

a; by ¢
A = a2 bz C2 * O (2233)
as by ¢

ise bu doniisiimler bileske islemine gore grup olustururlar. Bu gruba Afin uzayin

doniisiimler grubu denir (Hacisalihoglu, 1998).

Eger bu grubu F), ile gosterirsek, 6zel olarak b, =c, =0 almirsa bir alt afin grubunu yani
F,, grubunu elde ederiz. Bu durumda (2.2.3a) denklemiyle belli A= a,(byc3 — bscy) # 0

olmalidir. Eger bu doniisiim
I: (O,y,z) - (O, z, —y) (2.2.4)

seklinde bir eliptik hareketle (involution) diisiiniiliirse; bu durumda b, = c¢3 ve ¢, = —b3
olarak elde edilir. Bu durumda 4 = ay(b,” + ¢,2) # 0 seklinde olup b,” + c,? = p?
olarak alindiginda; b, = pcosg, c, = psing olacak sekilde bir ¢ acis1 vardir. Bu ifadeler

(2.2.3) denkleminde yazilirsa;

x'=ax+d;
Yy =ax+ (pcosp)y+ (psing)z+d, paqs,a,,as,dqy,dy, ds, p,p €ER (2.2.5)
z' =a3x — (psing)y + (pcosp)z + ds



A=ap’#0 olan 8-parametreli doniisiimii elde edilir. Eger a =p=1 almrsa

A=a,p’ =1 olacagindan (2.2.5) déniisiimii;

x'=x+d;
y' =a;x + (cosp)y + (sinp)z+d, r ay,a3,dy,dy,ds, p ER (2.2.6)
z' = azx — (sing)y + (cos p)z + dj

bir hareket donlisimi olur. (2.2.6) denklemiyle verilen hareket donilisiimiine Galile

uzayinda hareket doniisiimii denir (Rdschel, 1984).

Geometrideki diizlemsel ve uzaysal hareket ile mekanikteki dogrusal hareket arasinda

yakin bir iligki vardir. Asagidaki kisimda bu iligki agiklanda.
2.2.5. Dogrusal hareket

Bir ¢/ dogrusu verilsin. Bu dogru {iizerinde hareketli bir A=A(x) noktas1 alinirsa, x
koordinati her bir anda xzx(t) seklinde ¢ zamaninin bir fonksiyonu olur. Bu dogru

iizerinde O' merkezli sabit {O';x'} koordinat sistemi ve O merkezli hareketli {O;x}

koordinat sistemi gz 6niine alinsin.

Hareketli {O;x} koordinat sisteminin O baslangic noktasi, sabit {O';x'} koordinat

sistemine gore v hiziyla hareket etsin.

1

—

(04 é(a(t)) A

1 4

Sekil 2.2 Dogrusal Hareket (Yaglom, 1979)

Bu durumda hareketli O noktasinin, sabit {O';x'} koordinat sistemine gore koordinati

a(t) ise;

a(t):a+vt (2.2.7)



seklinde olur. Burada ¢ zaman parametresi ve a ise O noktasinin #=0 anindaki

koordinatidir. O halde hareketli bir 4 noktasinin sabit {0';x'} koordinat sistemi ve

hareketli {O;x} koordinat sistemine gore koordinati sirasiyla x' ve x ise bu koordinatlar

arasinda;

x'=x+a(t) (2.2.8)
bagintisi vardir. (2.2.7) esitligi (2.2.8) denkleminde yazilirsa;

X'=x+vt+a (2.2.9)
elde edilir. Eger ¢ =0 noktasindaki zaman b, bitis zamani da ' ise zamanlar arasinda;

{'=t+b (2.2.10)

bagntis1 vardir. Sonug olarak koordinatlar ve zamanlar arasinda ;

2211
t'=t+b ( )

xX'=x+vt+ a}
bagintilar1 vardir.

2.2.6. Tanmim

(2.2.11) denklemleriyle verilen doniisiimlere dogrusal hareketteki Galile Doniisiimleri

denir (Yaglom, 1979).

Eger ¢ dogrusu iizerindeki harekette A4 noktasinin koordinatimi y ile ve zaman

parametresi de x ile gosterilirse, Galile diizleminde hareket doniistimleri;

X' =x+b, (2.2.12)
Y =vw+y+a o



denklemleriyle bellidir. (2.2.12) denklemleri dogrusal bir harekete karsilik gelir, fakat
Galile diizlemini belirtir (sekil 2.3).

@ A(x,r)

Y

Sekil 2.3 Galile Diizlemi (Yaglom, 1979)
2.2.7. Tanim

(2.2.12) denklemleriyle verilen Galile diizlemindeki hareket dontigiimleri, ¢ dogrusu

tizerindeki {01 ; yl} koordinat sisteminin O, merkezinin v hiziyla hareketini ifade eden bir

= X, =X+Vi,
T } veya t‘ } (2.2.12a)

burkulma déniisiimii (shear) ile, O noktasin1 O noktasina gétiiren (zaman orijinindeki

bir degisimle ifade edilen ) bir;

x'=x+b , x'=x +a,
, veya , (2.2.12b)
Yy =y +a t'=t+b

oteleme doniisiimiiniin bileskesidir (Yaglom, 1979).

Galile uzayinda hareket dontisiimleri, diizlemsel harekete karsilik gelen dontigiimlerdir.
Uzayda sabit {0’;x’,y'} koordinat sistemi ve hareketli {0;x,y} koordinat sistemi
verilsin ve x ekseni ile x’ ekseni arasindaki a¢1 da a olsun. Ayrica O baslangi¢ noktasi
egim agis1 B olan bir ¢ dogrusu boyunca v hiziyla dogrusal hareket yapsin. Bu durum goz
onilinde bulundurularak diizlemdeki bir A noktasinin sabit ve hareketli koordinat sistemine
gore koordinatlar arasindaki iliski, zaman boyutuyla birlikte asagida verilen Galile

uzayindaki hareket dontigiimiinii belirler.
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2.2.8. Tanim

3-boyutlu Galile uzayindaki hareket dontistimii;

x'=x+d,
y' =cx+ycosa+zsina+a,a,ab,cde€R (2.2.13)
z'=ex—ysina+zcosa+b

seklindedir.

2.2.9. Tanim

3-boyutlu Galile uzayindaki hareket;

X1 =X, Xy =xcosa+ysina,
a) yi=ycosa+zsina, veya y1 = —xsina+ycosa, (2.2.13a)
z1 = —ysina+zcosa ty =t

denklemleriyle verilen x — ekseni (veya ¢ —ekseni) etrafinda o agilik bir donme hareketi,

b) xoy diizlemini sabit birakan her bir 7 diizlemini kendisine paralel ve vt (v:||\7||)

uzakligindaki, v = (v cos f3,vsin f3, 0) vektorii yoniindeki diizleme doniistiiren;

x'=x, +d, Xy = xq + (vcosP)t,
y' =y,+a,; veya y, =y, + (vsinf)t,, (2.2.13b)
Z, =Zy + b tz = tl

seklindeki bir burkulma hareketi ile,

x'=x,+d, x'=x,+a,
¢) y' =y, +a, veya y' =y, +Db, (2.2.13¢)
2 =z,+b t'=t,+d

denklemleriyle verilen, 6teleme vektori (a,b,d ) vektori olan bir oteleme hareketinin

bileskesidir (Yaglom, 1979).
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2.3. Galile Diizleminde Uzakhk
2.3.1. Tanim (Uzakhk)

Galile diizleminde A(x,y) ve A4 (x,y) noktalari verilsin.  A4(x,y) noktasmnmn

x — ekseni {izerine izdiigiimii P(x,0) ve 4 (x,,y,) noktasimnin x — ekseni iizerine izdiigiimii

P(x,,0) ise PR, isaretli uzunluguna A(x,y) noktasiyla 4 (x, ) noktas: arasindaki

uzaklik denir. Yani iki nokta arasmdaki uzaklik;
d(A(x,). 4 (x.3))=d(P(x,0),R(x,0))=x,—x (2.3.1)

seklindedir.

Eger x =1, ise bu durumda A(x,y) ve 4, (x,y,) noktalar: arasindaki uzaklik;

Sy =0~V (2.3.2)

seklinde bellidir. Bu uzakliga 6zel uzaklik denir (Yaglom, 1979).

VA yll
A(x.3) 4(x%.3)
o
A(x. 5} A(x.)
0 P dy p 0 P=p

Sekil 2.4 Galile Uzaklik (Yaglom, 1979)

2.3.2. Tanim (Cember)

Bir diizlemde sabit bir Q (a,b) noktasindan mutlak degerce sabit » uzakliginda olan

M (x, y) noktalarin geometrik yerine Q(a,b) merkezli » >0 yarigapl cember denir.
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O halde Galile geometrisinde ¢gemberin denklemi;
d(Q(a,b),M(x,y)) =|x—al =71 (2.3.3)
esitligiyle bellidir. Bu esitlik ¢oziiliirse;
|x —al=r=x=r+a VvV x=-r+a (2.3.4)
seklinde olur.

Bu ise Galile diizleminde g¢emberin Q(a,b) noktasina uzakliklari » birim olan

noktalardan, yani y —eksenine paralel iki dogrudan olustugunu gosterir (sekil 2.5).

Lo}

=

Y
kol
-t

S O(a.b

Sekil 2.5 Galile Cember (Yaglom, 1979)

2.3.4. Sonug¢

Galile ¢emberinin sonsuz tane merkezi vardir. 0 (Cl,b) noktasindan gecen ve c¢emberi

olusturan dogrulara paralel olan dogru lizerindeki biitiin noktalar gemberin merkezidir.
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2.4. Baz1 Temel Kavramlar

Asagida Galile uzaymin bazi temel kavramlari verildi.
2.4.1. Tamm

G; uzayinda u = (uq,uy,u3z) ve v = (vq,V,,v3) gibi iki vektoriin Galile ¢arpimi

asagidaki gibi tanimlanir:

Uy, u; #0 veyav, #0

Uy +UuUzv3, u =0 ve v, =0 . (24.1)

u.Gv:{

Burada u.; v =0 ise u ve v vektorleri diktir (Divjak, 2003).
2.4.2. Tamim

Bir A = (x,y,z) vektoriiniin normu,

3 |x]|, x+0
lAlle = \/m' x=0 (2.4.2)

seklindedir. Burada A = (x,y,z) vektoriine x = 0 ise izotropik, x # 0 ise non-izotropik

vektor denir (Sahin, 2010).
2.4.3. Teorem

y:I € R - G5 birim hizli egrisi, y(x) = (x, y(x), z(x))

seklinde verilir. Bu egrinin Frenet ¢at1 elemanlari,

1
lyrrColl
L7 1 " 1"

“ ! @ =—(0,-2z"(x),y" (x))

E K (x)

T(x) =y'(x) N(x) = Y (x) B(x) = T(x)xsN(x)

seklindedir.
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Burada k(x) egrilik fonksiyonu x(x) =+/(¥')2+ (z")? olarak tammlanit. T,N,B

vektorlerine sirastyla teget vektor alani, normal vektor alant ve binormal vektor alani denir
(Sahin, 2010).

2.4.4. Sonug¢

Frenet-Serret formiilleri ve tiirevleri arasindaki iliski matris formunda

!

T 0 x O][T
Nl =]0 0 t||N
B 0 —t O0lLB

seklindedir (Sahin, 2010).

2.4.5. Tanim

Galile uzayinda yiizey tizerindeki egriler incelenirken Frenet catis1 disinda bagka bir ¢ati
daha kullanilir. Egrinin bir P noktasinda teget vektor alam1 & ve bu noktadaki ylizeyin
birim normal vektor alan1 n olsun. Bu durumda n Xgt =¢q vektor alant & ve n
vektorlerine dik olan birim vektor alanidi. O halde bu vektdr alanlarmin olusturdugu

{t, q, n} catisina ‘Darboux ¢at1 alan1’ veya ‘teget normal gat1 alan1’ denir (Sahin,2013).

2.4.6. Sonug

y:IcR—-> M c G; birim hizli bir egri ve {t,q,n}, M yiizeyinin Darboux ¢at1 alam

olmak {izere y egrisinin Frenet formiilleri matris formunda

t ! 0 K'g Ky t
n 0 -7, Ofn

olarak elde edilir (Sahin,2013).
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Tekillik Teorisiyle ilgili Baz1 Temel Kavramlar

Fonksiyonlarin tekilliklerini incelemek bazen gii¢ hatta olanaksiz olabilir. Bu durumda bu
fonksiyonlar yerine, bunlarla ayni tip tekillige sahip olan daha basit fonksiyonlarla

caligilabilir. Bu ise fonksiyonlar arasinda tanimlanan esdegerlikle miimkiindiir.
3.1.1. Tanim

Uj,t; = 1,2 reel sayilar kiimesinde iki agik altkiime olmak ftizere; f;:U;t; > R

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Burada U,,t, sembolii; bu fonksiyonlarin ¢,

noktalarinin bir komsulugunda tanimlandigini gosterir. Eger
h:V1C Ul_)VZ CUZ

fonksiyonu bir diffeomorfizm (parametre degisimi) ve V¢ V] i¢in

h(t)) =ty, () = f(h(D) — ¢ (3.1.1)

olacak sekilde ¢, €V, olan V, cU, acik komsuluklar1 ve bir ¢ € R sayisi varsa; ¢, noktasi
komsulugunda f, fonksiyonu, ¢, noktasi komsulugunda f, fonksiyonuna esdegerdirler
(veya sag esdegerdirler) denir (Bruce ve Giblin, 1992). Yani bu durumda ¢ noktasi
komsulugunda f, fonksiyonu bir parametre degisimi ve sabit farkiyla #, noktasi
komsulugunda f, fonksiyonundan elde edilebilir. Bu tanim semayla

f;
Ul:)Vl_l)[R

hl \)

f;

Sekil 3.1 Bileske fonksiyon

seklinde ifade edilebilir.
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Ayrica fonksiyonlar arasindaki esdegerlik bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugu

kolaylikla gosterilebilir.

Fonksiyonlar arasindaki esdegerligi belirleme kriteri i¢cin asagidaki teorem onemli bir

teoremdir.
3.1.2. Teorem

f:R,tg = R bir diizgiin fonksiyon ve £ >0 bir tamsay1 olsun. Eger 1< p <k olan tim p

tam sayilar1 i¢in;
fP(te) =0, f** () # 0
ise ¢, noktast komsulugundaki f* fonksiyonu, 0 noktas: komsulugundaki
g:R,0-> R, g(t) = £tk*?

fonksiyonuna sag-esdegerdir. Burada g fonksiyonunun isareti, f (k1) (¢,) degerinin pozitif

veya negatif olmasina gore sirasiyla (+) veya (-) isaretini alir.
Ispat: (Bruce ve Giblin, 1992).

3.1.3. Tanum ( 4, — tekilligi)

f:R,ty = R diizgiin fonksiyonu +¢**' fonksiyonuna sag-esdeger olsun. Yani 3.1.1.Tanim

ve 3.1.2.Teoremden dolay1 1< p <k olan tiim p tam sayilari igin;
fP(t) =0, f**V(te) # 0

olur. Bu durumda £ >0 i¢in f fonksiyonuna #, noktasinda 4, —tekilligine sahiptir denir

(Bruce ve Giblin, 1992).
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3.1.4. Sonug¢

Bir ¢, noktasinda A4, singiilerlifine sahip olan her f:R,ty, > R fonksiyonu, bu ¢,

noktasmin komsulugunda g(t) = ¥t**1  fonksiyonlarindan birine indirgenebilirdir

(esdegerdir).

Ispat: 3.1.2. Teorem ve 3.1.3. Tanimdan agiktir.

3.1.5. Tanim (Bir fonksiyonun jeti)

f:R,ty = R diizgiin (diferansiyellenebilir) fonksiyonunun bir ¢, noktas1 komsulugundaki

Taylor serisi;

£ = F(to) + (¢ = t)f'(to) + 2 " (£g) + -+ + 2 (1) +...

seklindedir. Burada ¢ yerine ¢+, yazildiginda, fonksiyonun Taylor serisi;

FQE+1t0) = f(te) + tf (t0) + CF (L) + -+ + S 7 (te) +...

elde edilir. Bu durumda k£ >1 bir tamsay1 olmak iizere;

’ t? oy tk
JEf(to) = tf'(to) + o f" (o) + -+ + — f¥(to) (3.1.2)
polinomuna f fonksiyonunun ¢, noktasindaki & —jeti denir (Bruce ve Giblin, 1992).

3.1.6. Tanim (Dallanmalar-Unfoldings)

Bir f fonksiyonunu igeren fonksiyonlarin ailesine, f fonksiyonun dallanmalari denir

(Bruce ve Giblin, 1992).



Ornegin f (t) =¢" fonksiyonunun en genel dallanmasi

F(t,xl,xz,x3) = +xt +x,t7 +x,t

18

(3.1.3)

seklindedir. Burada #* terimi uygun bir doniisiimle yok edilebileceginden yazilmamistr.

F:RXR", (ty,x) = R

seklinde diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu F fonksiyonunu asagidaki gibi iki fonksiyon

ailesi belirtir.

i) Buna gore ilk fonksiyon ailesi;

E:R,ty > R E(t) = F(t,xq,..., %)

seklinde olup r -parametreli, 1-degiskenli bir fonksiyon ailesidir.

i) ikinci fonksiyon ailesi de;

Ft: [RT" Xg ™ IR, Ft(x) = F(t,xl,...,xr)

seklinde olup 1-parametreli, » -degiskenli bir fonksiyon ailesidir. Eger

E:R, ty » R, f(t) = F.(t) = F(t,xq4,..., %)

seklinde yazilirsa F fonksiyonuna, f fonksiyonunun 1-degiskenli

dallanmasi denir (Bruce ve Giblin, 1992).

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

r -parametreli
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3.1.11. Tanim

(3.1.4) denklemiyle tanimlanan 1-degiskenli, » -parametreli F' fonksiyon ailesi ele alinsin:

oF
DtheRﬂF=E=OJER} (3.1.7)

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin zarfi veya diskriminant1 denir.

i)
_ r.p— OF _ 9%F _

Re={xreR:F=2=2F=0teR]} (3.1.8)
kiimesine F fonksiyonlar ailesinin sirt (regresyon) kiimesi denir.
iii)

— r.OF _
Se={(t,x) e RxR": 22 = 0} (3.1.9)
kiimesine F fonksiyonlar ailesinin (t,x) noktasindaki tekil kiimesi denir.
iv)
OF _ 0%F
&_{xekﬂa_azzoieR} (3.1.10)

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin ayrisim (bifurcation) kiimesi denir (Bruce ve Giblin,

1992).

Tekillik teorisiyle ilgili daha ayrintili bilgiler, Bruce ve Giblin, 1992 ve Bruce, J.W., 1981b.

kaynaklarinda bulunabilir.
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4. BULGULAR

4.1. Galile Dayanak Fonksiyonlar: ve Tekillikleri

Bu kisimda aksi belirtilmedikge egriler C* — sinifindan alind.

4.1.1. Tamim (Galile Dayanak Fonksiyonu)

I € R bir acik aralik olmak {izere

al - G3, a(x) = (x,y(x),z(x))

Regiiler birim hizl1 egrisi verilsin. Bu durumda

FplxS;2->R

(x,u) = Fr(x,u)

olmak tizere;

Fr(x,u) = [t(x) n(x) u(x)l

seklinde tanimhi diizgiin fonksiyonlarin iki parametreli bir ailesi olarak F, fonksiyonuna
birim hizli bir a egrisi lizerinde Darboux ¢atisina gore Galile dayanak fonksiyonu denir.
Burada t(x) ve n(x) vektorleri a egrisinin birim teget ve a egrisinin bulundugu yiizeyin
birim normal vektorleridir. Sz kiimesi ise Galile uzaymda birim vektorlerin kiimesidir.
Bu F, fonksiyon ailesinin belirledigi bir degiskenli fonksiyon (3.1.5) denkleminden
fru(x) fonksiyonu ise fp, (x) = Fpyu(x,u) seklinde olur. Bu durumda F,, fonksiyonu

fru(x) fonksiyonunun bir dallanmast olur.
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4.1.2. Teorem

a:l - G3 egrisi Vx€I igin T4(x) # 0 olan birim hizli bir egri olsun. Bu egri igin Vx€l
noktasindaki Darboux catist {t(x), q(x), n(x)} olmak iizere f,, fonksiyonunun tekillik

kosullar1 asagidaki gibidir.

(D) Frulx) =0 & u= t(xo) + Aq(xo) + 5255 nlxo), 1, €R

2 fru(xo) = fhulx) =0 &

w= 1) ~ s (29 k) ] o) + 2222 ()

Tg(x0) 7g(x0) (x

B) @) = f o) = f7 (k) = 0 &

g( o)

w= )~ s (259 4 k) ) g x) + 222 Gy

Tg(x0) 7g(x0)
Kg" (x0) T4 (2x0) —Tg(x0) T4'(Xg)Kn (X0) + ng(xo)’fn'(xo) — Kg(xo)Tg" (x0)

_3 ( tg (o) )rg (x0)T (x0) = 0

Tg (x0)

(4) f’hu(xO) = f”hu(xO) = ”,hu(xO) = f(4)hu(x0) =0e

w= 1)~ s (29 4 k() ] ) + 2252 Gy,

Tg (o) 7g(x0)

Kgm(xo)ng(xo) - Kn(xo)Tg3(x0)Tg”(x0) + 3Tg3(x0)'fg (xo)Kn' (x0) + T5* (x0) 15" (%)
—kg (x0)T4% (x0) 74" (x0) + 4K g (x0) Ty (x0) T4 (x0)Tg" (x0) + 3K (x0) 74" (%)

—3Kn(x0)ng(x0)Tg'2(x0) - 4'Tg2(x0)Tg”(x0)Kg,(xO) - 3Tg(x0)Tg'2 (xo)Kg’(xo) =0

S frulxo) = [/ o) = f1,(x0) = f(4)hu(x0) = f(S)hu(xo) =0e

w =) = s [(52) 6, ) ] a) + 222 (),

Tg (x0) Tg (x0)

Kg(4)(x0)Tg3(x0) + 6Tg3(x0)Tg”(x0)Kn’(x0) - Kn(xo)ng(xo)Tgm(xo)
+4Tg3(x0)Tg’(x0)Kn”(x0) + Tg4(x0)Kn,”(x0) — 3Ky (xO)Tg3(x0)Tg’2 (o)

+Kg(x0)Tg4(x0)Tg”(xo) + 3Tg4(x0)Tg,(x0)Kg,(xO) Tgs(xo) [ (x0) — 165" (x0) Tg6(x0)
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+Kn (%) Tgs(xO)Tg,(xO) - Kg(XO)ng(XO)Tg(4) (x0) + 5kg(x0)T4(x0) T4 (x0)T4"" ()
+10Kg(xo)Tg’2 (xo)Tg”(xo) - 10Kn(xo)Tg2(xo)Tg’(xo)Tg”(xo)

- STgZ(xO)Tg,”(xO)Kg,(xO) — 107, (xO)Tg’(xO)Tg”(xO)Kg’(xO) =0
ispat

(1) () Determinant 6zelliklerinden yararlanarak,

frau(o) = | £(xo) ) uxo) |

seklinde tanimli fonksiyonun tiirevi alinirsa;

Fra(xo) = |t (o) n(xo) uCxo) | + |Cxo) n'(xo) uxo) |

olur. Burada Darboux ¢atisina ait denklemler kullanilirsa;

Frn(x0) = |15 (x0)q(x0) + 16, (o) (20) n(x0) u(xo) |

+ [ £(xg) = 7, (x0)q (x0) u(x0) |

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

1 (o) = k() | q(x0) mxo) u(xg) | + ren () [ n(x0) Mxo) (o) |

—T4(x0) | t(xo) q(xo) ulxo) |

bulunur. Burada determinant 6zelliginden dolayz;

Fri(x0) = 164(x0) | q(x0) n(xo) ulo) | — 74(x0) | t(x0) qx0) u(xo) | (4.1.1)

elde edilir. f',(x,) = 0 olmasi igin,

1, (%0) | q(xo) MCx) ulxo) | — 7,5 (x0) | t(x0) qx) ulxe)| =0
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olmalidir. {t(xy) q(xo) n(xy)} ¢ati alam oldugundan wu(xy) = A;t(x) + A,q(xg) +

Asn(x,) olacak sekilde A44,4,,4;eR sayilart var ve tektir. Burada u vektorii u =

(A4, ..v, ... ) seklinde bir vektor olup, ayn1 zamanda birim vektor oldugundan Galile norm

tanimindan dolay1
llull¢ = |2, | =1 olmaldir. O halde 4, = +1 seklindedir. 1, = 1 alinirsa;
u(xg) = t(xo) + 42q(x0) + A3n(xp)

olarak bulunur. O halde (4.1.1) denkleminde u(x,) yerine yazilirsa;

Friu(x0) = 165 (x0) | q(x) n(x0) £(x0) + A2q(x0) + Azn (o) |

—74(x0) | t(x0) q(x0) t(xo) + 220 (xo) + A3n(x0) |
bulunur. Denklem diizenlenirse;

Fr(x0) = 165 (x0) | (o) n(xe) t(xo) | + Aziey(x0) | q(x0) n(xo) q(xo) |
+ A3iy (x0) | g(x6) n(xo) n(xo) | —7,(x0) [ t(x0) qlxo) t(x) |
— Aoy (x0) | t(x0) q(x0) q(x0) | = A37y(x0) | t(x0) qx0) mlxo) |

yazilir. Determinant 6zelliginden dolayz;

Fra(x0) = Ky (x0) [4(x0) nxo) ¢(xo) | = 2575 (x0) | £(x0) (o) nxo) |
elde edilir. Burada |t(x0) q(xo) n(x0)| = 1 oldugundan;

fru(x0) = Kg(xO) - /13Tg(x0)

olarak bulunur. Sonug olarak f'y,,(x,) = 0 olmasi1 durumunda,

Kg(xo) - /13Tg(x0) =0

(4.1.2)

(4.1.3)
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olur. Burada 7,4(x,) # 0 oldugu kullanilirsa;

Kg(xo)

3 7 TG0

olarak bulunur. Sonug olarak bu esitlik (4.1.2) denkleminde yerine yazilirsa ;

(o)
u(xo) = £(xo) + A2q (o) + %= n(xo)
g(xo)

elde edilir.

K g(x0)
Tg(xO)

(&) ulxg) = t(xy) + A2q(xp) + n(xg) seklinde almirsa  f'p,(xy) =0

bulunur.

(2) () (4.1.1) denkleminin tiirevi alinirsa;

F i (0) = 165" (x0) | (x0) n(xg) wo) | + 164(x0) (| @ (x0) ng) (o) |
+ | aCeo) n'(xo) ulxo) | ) — 74/ (o) | t(xo) q(x0) ulxo) |

— 7, (%) (| £'(x0) q(x0) ulxo) | +|tCxo) q'(x0) ulxo) )

olur. Darboux ¢atis1 denklemleri kullanilirsa;

F e (0) = 15" (x0) | g(x0) n(x0) w(g) | + 1y (x6) (| T4 (xoIn(20) Mx0) ulxo) |
+ | qCeo) —15(x0)q(xe) ulxo) |) = Ty(xo) [t(xo) qlxe) ulxo) |

— 7, (x0) (| 105 (x0)q(xo) + rn(xoIn(x0) qxg) u(xo) | + | £Cxo) 7,(x0)n(x0) ulxo) |)

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

F i (0) = 165" (x0) | (x0) n(xg) wg) | + 165 (x0) T4 (x0) | n(x0) M(xo) ulxo) |

— 1y (%0) Ty (%) | q(x0) q(x0) ulxo) | — T4 (o) [ t(x0) q(x0) o) ]
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—Tg(xo) Kg(xo) | q(xo) q(xo) ulxo) | — Ty (x0) K (o) |n(x0) q(xo) ulxo) |
~75% () [ £(x0) n(xo) uxo)]

bulunur. Burada determinant 6zelliginden dolayz;

' u(x0) = 15" (%) | q(x0) n(xo) u(xo) | — 74" (x0) | £(x0) qx0) (o) |

— 7, (x0)ren (X0) | n(x0) qCxo) uxo) | — 742 (xo) | t(xe) n(xp) ulxo) |

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

F e (x0) = (g (o) + T4 (o) e (x0)) | q(x0) 1) ulxo) |

— T4 (x0) [ t(x0) q(xg) ulxo) | — 7,2(00) | t(x0) nlx0) ulxo) | (4.1.4)

bulunur. f',(x0) = f""hu(x0) = 0 olmasi igin;

(15" (o) + T4 (o) 1n (%0)) | q(x0) M(x0) u(xo) | — 7, (o) | £(x0) q o) wulxo) |

—7,2(x0) | t(x0) nxg) ulxg) | =0

olmalidir. O halde (4.1.4) denkleminde u(x,) yerine yazilirsa;

F i (x0) = (g (o) + T4 (x0)ien (%6)) | g(x0) nCxo) £(x0) + A,q(x0) + A3n () |
— 1,/ (x0) | t(x0) q(x0) £(x0) + A2q(xo) + A3n (o) |

— 7,2(x0) | £(x0) M(xg) t(x0) + A2q (%) + A3n(x0) |

bulunur. Denklem diizenlenirse;

£ (x0) = (g (o) + Ty (Xo)ren (x0)) | g(x0) 1(x0) () |
+ 4531y () + T4 (XK (x0)) | q(x0) n(x0) q(x0) |
+ A3(1cy" (x0)+ T4 (XD Kn (x0)) | q(x0) n(x0) (o) |

— 1, (x0) | t(x0) q(xg) t(x0) | — Aa7y"(x0) | £ (x0) q(x0) q(o) |



— 37, (%) | t(x0) q(x0) n(xo) | — T,2(x0) | £(x0) n(xg) t(x0) |

—2,7 52 (%) | £ (x0) n(x0) (o) | = A37,2(x0) | £(x0) M(x0) () |

yazilir. Determinant 6zelliginden dolayi;

" (x0) = (g (%) + T4 (X0 (x0)) | q(20) 1(x0) £ (Cxo) |

~237y' (%) | t(x) 4(xo) n(x0) | = 2574 (%0) | £(x0) (o) 4(xo) |
elde edilir. Burada |t(x0) q(xo) n(x0)| =1 oldugundan;

" (o) = kg  (x0)+ 14 (x0)Kn (x0) — 374" () + /12Tg2(xo)
olarak bulunur. Sonug f'1,,,(x0) = f"'hu(x0) = 0 olmasi durumunda;

Kg' (X0)+ Tg(x0)Kn (x0) — A374 (x0) + AzTgZ(xo) =0

Kg(xo)

Tg (x0)

olur. Burada A; = oldugu kullanilirsa;

Kg(xg)
Kg'(x0)+ T4 (x0) 1 (x0) — rz(x;)) Ty' (%) + 2,742 (%) = 0

2 _ Kg(xo) ’ _ _ ’
/12Tg (x0) = 74 (o) Tg () Tg(xo)Kn(xo) Kg ()
! —T 42 - 4
lzfgz(xo) _ Kg(x0)Tg!(x0)—Tg“(Xo)Kkn(X0)—Tg(xo)Kg!(Xo)

Tg (%0)

_ Kg(x0)Tgr(x0) =T (x0)ken (x0)—T g (X0)K g (X0)

Ay =

Tg3(x0)
1 :’Cg(xo)fg’(xo)—Tg(xo)Kg’(Xo) 1 _ng(xo)Kn(xo)
2 742 (xp) 7g(x0) 743(x0)
_ 1 kg(xo) )
A2 = Tg(x0) [(rgoco)) + #n(x0) ]

olarak bulunur. Sonug olarak bu esitlik (4.1.2) denkleminde yerine yazilirsa ;
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(4.1.5)



[(5222) 4 seu o) ] qCxo) + 2222 ()

1
u(xo) = t(xy) — 7y Go) Ty (%)

Tg (xo)
olarak elde edilir.
(): Ispat agik.

(3) () (4.1.4) denkleminin tiirevi alinirsa;

" () = (15" (o) + 75/ (oDt (o) + T4 (o) (o)) | 4(x0) 1(ae) uxo) |
+ (15" (o) + T4 (o) Kn (o)) (| ' (x0) (o) ulo) | + | q o) ' (o) ulxe) )
— 7" (x0) | t(x0) qCag) uxo) | — 74" Cxo) (| £'(0) q o) uaco) |
+[ (o) q'Cro) uCxo) |) = 274 (o) (o) | £Cx0) o) (o) |

— 7,2 (%) (| /(o) o) ulxo) | + [ t(x0) /(o) ulxo) |)

bulunur. Darboux ¢at1 denklemleri kullanilirsa;

" (0) = (ig" (o) + Ty (o)t (0) + T ()i (0)) | (o) Cxg) ulino) |
+(1cg" (o) + Tg (%0)Ken (20)) ( | 74 (o) x0) M) ulxo) |

+]q(x0) —74(0)q(xo) ulxo) |) =7, (o) | £(xo) qlag) ulxo) |

— 14" (x0) (| 15 (6)q () + 165, o) (ae) 9 (x0) u(xo) |

+] £0xo) 74(roIn(x) ulxo) ) — 274 (x0)7y (30 | £(g) o) ulxo) |

— 742 (x0) (| 165 (36)q (o) + K (x0)(x0) n(0) U(o) |

+] o) = 74(x0)q(xo) ulxe) )
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

[ (o) = (reg" (o) + 4" (x0)1cn (x0) + Tg (X0 15 () | q(xo) n(xp) ulxo) |
+ (15 (x0) Ty (x0) + T2 (o) ke (%)) | n(x0) n(p) (o) |
— (10 (x0) Ty (x0)+ T2 (x0) e (%)) | 4 (x0) q(x0) (o) |

—7," (x0) | t(x0) q(x0) w(o) | — 74" (x0)1y (%) | G (x0) q () ulxo) |

27
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— 7, (x0)kn (%) | n(x0) q(xo) ulxo) | — 74" (x0)Ty (%) | £ (x0) n(x0) ulxo) |
— 27, (%) 74" (x0) | t(x0) M) ulxg) | — T,42(x0)1y(x0) | (o) M) ulxo) |

- ng(xo)’fn(xo) | n(xo) n(xo) ulxo) | + Tg3(xo) | t(xo) q(x0) u(xo) |

bulunur. Burada determinant 6zelliginden dolayz;

" hu(x0) = (" (x0)+ 14" (0160 (x0) + 74 (x0) 1er (%)) | q(xo) n(xo) u(xo) |
—1," (x0) | t(x0) q(x0) u(xo) | — 74" (x0)n (x0) | n(x0) q(x0) ulxo) |
— 7, (x0)7, (%o) | t(x0) M(x0) ulxo) | = 274 (x0) T (x0) | £(x0) nae) u(xo) |

— 7,2 (x0)15 (x0) | q(x0) n(xg) w(e) | + 7,3 (x0) | t(x0) qe) (o) |
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

[ (o) = (" (x0) +2 74" (x0) iy (x0) + T (X0 e, ()
— T (x)eg (o)) [ 4 (o) nlxo) ulxo) | + (7,7 (o) = 7" (o)) | £(x0) 4(x0) u(xo) |

— 315 (x0) 75 (%0) | £(x0) n(x) u(xo) | (4.1.6)

i

bulunur. f'y, (x0) = f ' (x0) = "' hu(x0) = 0 olmasi igin;

(rcg"" (x0)+2 14" (x0) Ken (x0) + T4 (X0 1y, (%) — ng(xo)Kg (%0)) | q(xo) n(xo) u(xg) |

+(ry° (%) = 75" (x0)) | £x0) q(x) uxo) | = 37 (x0)7y" (%) | £(x) mxo) ulxe) [ =0
olmalidir. O halde (4.1.6) denkleminde u(x,) yerine yazilirsa;

" hu(x0) = (" (x0)+2 74" (x0)cn (x0) + T4 (x0) 1y, (%0)
— g2 (x0)ig (x0)) | 4 () n(xg) t(xo) + A2q(xo) + A3n(x0) |
T (Tg3(x0) —1," (%)) | t(x0) q(x) t(xg) + A,q(xp) + A3n (o) |

— 37, (%0)Ty" (%0) | t(x0) MCxo) t(x0) + A2q(x0) + A3n(xo) |

bulunur. Denklem diizenlenirse;
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' hu (o) = (1" (o) +2 ' (o)t (o) + T4 (0 ) e ()

— T2 (xo)ig (%)) | g (g) n(xg) tCo) | + A5 (1" (o) +2 74" (o) ()

+ 74 (o)1’ (o) = 4% (Xo)reg (x0)) | 4(x0) nx0) q (o) |

+ A3 (1" (x0)+2 Ty ()1 (0) + Ty ()i (ig) — 742 (o) (x0)) | 9 (0) m(ae) m(aco) |
+(14° (x0) = 74" (xo)) | £(x0) qCxg) £(x) [ #2275 (o) — 14" (xo)) | £0x0) q (o) 4 (x0) |
+ 23(15% (x0) — 75" (D) | £ (o) q(xg) M) | — 374 (x0)7y  (x0) | £g) MCxo) t(xo) |

= 32274 (%) 75" (o) | £(x0) 1(x0) q(x0) | = 32574 (x0)7' (x0) [ £(x0) (o) nxo) |
yazilir. Determinant 6zelliginden dolayzi;

" (o) = (reg" (x0) +2 14" (xg)ien (x0) + T (X0 e, ()
—74% (x)1e (%0)) | 4 (x0) o) (x0) | + A(r,(x0) — 7, () | £ o) q0) (o) |

=32,74(x0)7," (x0) | (o) n(0) q(xo) |

elde edilir. Burada |t(x0) q(xg) n(x0)| = 1 oldugundan;

fmhu(xo) = Kg”(xo)-l'z Tg,(xO)Kn(xO)-l' Tg (xO)Kn,(xO) - ng(xO)Kg(xO)

+25 (ng(xo) — 7,/ (x0)) + 32,7, (%) 7, (o) (4.1.7)

n

olarak bulunur. Sonug olarak f',,, (xo) = f" hu(x0) = f'"'nu(x0) = 0 olmasi durumunda;

Kg''(%0)+2 14" (x0)1cn (x0) + T4 (x0) 1y, (%) — ng(xo)Kg(xo) + 13 (ng(xo) — 15" (x0))

+32,74(x0)74 (%0) =0

- 1 Kg(xo) ' _ Kg(xo) o A

olur. Burada A, = o [(Tg o) ) + Kkp(xg) ], A3 = e Ci0) oldugu kullanilirsa;
n ! ! ( ) n

1" (0)+2 7y (0 ien (x0)+ Tp (o) (o) — T4 (x0)icg (o) + 222 (7 (0) — 7" (x0))

31t [("9("‘”) + K (o) 7, (o) T} (20 = 0

Tg (x0) Tg (x0)
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elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

Kg”(xo)Tg (xo)_Tg (xo) Tg’(xO)K‘n(xO) + ng(xO)Kn’(xO) — Kg (xO)Tg”(xO)

_3 (Kg(xo)) Tg(xo)f‘é(xo) — O

Tg (x0)

sonucu elde edilir.
(): Ispat agik.
(4) () (4.1.6) denkleminin tiirevi alinirsa;

F®,,000) = (kg (6)+274" (%) Kn(X0)+2 T4 (o) Kn' (x0)+ Ty (o) (x0)

+ 74 (xo)ien " (30) = 274 (%) T4 (o)t (30) — 42 (x0)key' () ) | q(x0) M(xg) ulxo) |
+ (1cg" (x0)+2 T4 (x0)n (o) + Ty (o) (30) — 42 (x0)icg (x0)) (| 4’ (o) n(x0) u(axo) |
+]qGe) n'(xo) ulxe) )+ Bry?(xo)ty (o) — 74" (o)) | £ (o) q(0) u(xo) |

+ (14° (00) = 74" (x0)) (| £'(0) q(x0) ulxo) | + |¢Gro) q'(xo) ulao) )

— (374" (x0) + 374 (x0)7," (x0)) | £(x0) (o) u(xo) |

— 314 (x0) 7, (o) (| t'(x0) Mxo) ulxo) | + | t(x0) n'(x0) ulxo) )

olur. Darboux ¢at1 denklemleri kullanilirsa;

F®,,00) = (g (o) +274" () 1 (x0)+3 75 (6) k' (x0)+ T4 (x0)ker " (o)

— 27, (x0) T4 (x0)kg (o) — T4% (x0)ky () ) | (x0) n(x0) (o) |

+ (1cg" (x0)+2 T4 (x0)n (o) + Ty (X0)ier (30) — 42 (x0)1g (x0)) (| 75 (x)n(x) n(xg) (o) |
+1q(xo) — 7Gx qCeo) uio) ) + (Bry2(xo)Ty (o) — 75" () | £(x0) qxe) ulxo) |
+(t4° (1) = 74" (x0)) (| g (x0)q (x0) + K (xoIn(x0)  q(x0) (o) |

+]t0) T6GednCe0) uleo) ) = (3747 Cxo) + 37,(ra)y " (x0)) | £ ) o) (o) |

—31,(x0)7," (%0) (| 10y (X0)q(xo) + Kn (XIN(x0) 1(x0) u(xo) | + | £Cxe) — 74(x0)q(xo) ulxo) )

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;



F®,,(x0) = (g (o) +214" (x0) K (x0)+3 75 (o) kn' (x0) + T4 (x0)ker (o)
— 274(x0) T4 (o)reg (x0) — 742 (XD (x0) ) | (x0) nxo) u(xo) |

+ 74(x0) (reg" (x0)+2 74" (x0) 1 (x0) + T4 (x0) 1, (2)

~742(x0)1g (%0)) [ nx0) Mxg) uxo) | = 74(x0) (14" (o) +2 Ty (g1 (x0)
+ 74 (x0)Kn (0) — T2 (X1 (x0)) | a(x0) q(x0) (o) |

+(3742 (26)T, (20) — T4 (x0)) | £(x0) qx0) (o) |

+ 164 (%0 (t4°(x0) — 75" (x0)) | a(x0) q(x6) (o) |

e (x0) (14" (x0) — 74" (x0)) | n(xe) q(xo) ulxo) |

+ 74 (x0) (74° (00) =7, (%0)) | t(x0) n(xg) ulxo) |

— (374"2(x0) + 374 (x0)7," (x0)) | t(x0) (o) u(xo) |

— 314 (x0) 7y (o) Ky (o) | 9 (x0) M(xg) ulxo) |

— 37,5 (x0) Ty (o) (30) [ () M(xg) u(xo) |

+ 37,2 (%) Ty (xo) | £(x0)  qxg) u(xo) |

bulunur. Burada determinant 6zelliginden dolayz;

F@ o) = (i (o) +27,5" (x0) Kn(0)+3 Ty (xo)ien’ (o) + T (o)1 (o)
— 27, (x0) T4 (x0)kg (x0) — T2 (x0)ky"(x0) ) | q(xg) M(xg) uxo) |

+ (3742 (x0)Ty () — 75" () | £(x0) qxe) ulxo) |

+ K () (14° () — 75" (D) (| (o) q(ag) wlxo) |

— (31" (x0) + 374 (x)74" (o)) | (o) M) uxo) |

— 37, (%) Ty (Xo)ig (%) (] q(x0) n(xg) ulxo) | + 37,2 (x0) Ty (o) | £(x0) q(x0) ulxo) |

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

f(4)hu(xo) = (rg"" (x0)+3 Kn(x0)Tg" (x0)+3 T4  (x0) Ker (x0) + T4 (xg) 1, (x0)
- 5Tg(xo) Tg’(xo)Kg(xo) - ng(xo)’fg’(xo) - Kn(xo)'rg3(x0) ) | q(xo) nlxp) ulxp) |

+ (6742 (x0)T4 (x0) — 75" (x0)) | £(x0) q(x0) ulxp) |

31

+ (14" (o) — 474 ()74 (x0) — 3752 () | £(x0) o) ulxo) | (4.1.8)



bulunur. ', (xo) = f",. (x0) = f"",,,(x0) = f(4)hu(x0) = 0 olmasi igin;

( Kg’,,(x0)+3 Kn(xo)'fg”(xo)‘l‘3 Tg’(xo)’fn,(xo)‘l' Ty (xo)ren" (x0) — 5Tg(x0) Tg,(xO)Kg (%0)
- ng(xo)’cgl(xo) — Kn (xo)Tg3(x0) ) | q(xo) n(xo) ulxo) |
+ (6742 (xo)7g (o) — 74" (D) | £(x) q(x0) uxo) |

+ (Tg4(x0) — 474 (x0) 74 (x0) — 3742 (x0)) | t(xo) n(xo) ulxo) | =0
olmalidir. O halde (4.1.8) denkleminde u(x,) yerine yazilirsa;

F@,,00) = (kg (x6)+3 Kn(x0) Ty (x0)+3 T4 (xo)kn' (x0)+ T4 (o) (o)
— 574 (x0) Tg'(xo)lcg (x0) — ng(xo)lcg'(xo)

— kn(x0)T43(x0) ) | q(x0) n(xg) t(xo) + A2q(x) + A3n(xo) |

+ (67,2 (x0)Ty (x0) — 74" (X)) | t(x0) q(xo) t(xo) + A2q(x0) + Asn(xo) |

+ (19" (x0) — 474 (x0)Tg (x0) = 374"2(x0)) | t(x0) M) t0xo) + 229 (x0) + A3n(xo) |
bulunur. Denklem diizenlenirse;

F®,, () = (1" (x6)+3 Kn(x0)T4" (x0) + 3 75 (xo)ken (x0)+ T4 ()i (o)

— 574 (x0) T4 (xo)reg (x0) — 4% (o)icy () = ren (x0)T4 % (0) ) | q(rg) mag) £(xp) |
+ A2 ( Ky () +3 1 (x0) T4 " (x0)+3 74" (xp) ke (x0) + T (x0) e, (2)

— 57, (x0) Ty (xo)kg (x0) — 742 (x0)Kg (0) — K (X0) T4 (1) ) | a(ig) o) qlxo) |
+ A3( Ky (x0) +3 K (x0) 74" (x0)+3 74" (xp)en (xg) + T4 (x0) 1" (x0)

— 57, (x0) 7' (x0)kg (o) — T42 XDy (x0) — Kn(x0)Tg3(x0) ) | 4(x0) M) (o) |
+ (6742 (x0)74" (x0) = 75" (xo)) | t(x0) q (o) t(xo) |

+ 25(674%(x0)7, (o) — 74" (x0)) | £(x0) q(x0) q(xo) |

+ 25(67,% (x0)T4" (x0) — 74" () | t(x0) (o) M(xo) |

+ (14" () — 474 ()74 (x0) — 375" () | £Cx0) (o) £(xg) |

+ 25 (14" () — 47,4 (o) Ty (x0) — 37,2 (x0)) | t(xg) nxo) q(xo) |

+ 3-3(Tg4(x0) - 4Tg(xo)Tg(x0) - 3Tg,2(x0)) | t(xo) n(xp) n(xp) |
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yazilir. Determinant 6zelliginden dolayz;

f(4)hu(xo) = (kg (x0)+3 Kn(x0)Tg" (x0)+3 74" (x0) Kn (x0) + T4 (x0) e, (%)
- 5Tg(x0) Tg’(xO)Kg(xo) - ng(xo)’fg’(xo) - Kn(xo)Tg3(x0)) |q(x0) n(xo) t(xo) |
+ 13(6‘rg2(x0)‘rg’(x0) - Tg”,(xo)) | t(xo) q(x0) n(xy) |

+ 2z (25" (x0) = 414 (o) Ty (x0) = 372 (x0)) | £x0) (o) q (o) |
elde edilir. Burada |t(x0) q(x) n(x0)| = 1 oldugundan;

f(4)hu(x0) = K5 (x0)+3 16, (x0) Ty (x0)+3 T4  (x0)1p (x0) + Ty () Ker " ()
- STg(xo) Tg’(xO)Kg(xO) - ng(xO)Kg,(xO) r Kn(xO)Tg3(xO) + /13 (6Tg2(x0)7:g,(x0)

—1,"" (x0))— Az (T4* (o) — 41, (x0)T) (¥) — 37,2 (%)) (4.1.9)

olarak bulunur. Sonu¢ olarak  f', (xo) = f", (xo) = f"", (x0) = f ) (o) =0

olmasi durumunda;

kg (x0)+3 Kn(x0)Ty" (x0)+3 74" (xo)rcn (x0) + T4 (x0) Ky " (x9) — 574(x0) T4 (2014 (x0)

= 7% Gy (20) = K (20) T3 (x0) + T2 (6742 o)y (o) = 75" (x0)

: [ < e ) + K, (%) ] (Tg4(x0) — 474(x0) 74 (x0) — BTQIZ(’CO)) =0

Tg(xo) Tg(xo)
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

Kg'" (x0)Tg> (x0) — Kn(x)T43 (x0) 74" (x0) + 3743 (x0) T4 (x) e () + T4* ()i, ()
- Kg (xO)ng(xO)Tgm(xO) + 4'Kg (xO)Tg (XO)Tg,(xO)Tg”(xO) + ?’Kg (XO)":g’3 (xO)

- 3Kn(x0)Tg2(x0)Tg,2(x0) - 4ng(x0)Tg”(x0)Kg’(x0) — 314 (xo)Tglz (XO)Kg,(xO) =0
sonucu bulunur.

(<): Ispat acik.
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(5) () (4.1.8) denkleminin tiirevi alinirsa;

fO,, (o) = (65 @ ()43 iy (o) Ty (x0)+3 Ky (0D Ty (x0)+3 T4 (o) ey ()

+ 314" (xp)ken" (%) + T4 (xp) iy (o) + T4 (01" (%) — 574"% (x0) g (o)

— 574(x) T4 (o) kg (x9) — 5T4(x0) T4 (x0)1cy (x0) — 2 74(x0) 74" (2014 (x0)

— 752 (xo)iey (x0) — ' (x0) T4 () — 3 Kn(x0)Tg2(x0)Ty () | qCg) M) uxo) |
+ (""" (x0)+3 Ky (x0) 74" (x0)+3 74" (x0) Ken (x0) + T4 (X0 Ken ' (x0) — 5T4(x0) T4' (x0) kg (x0)
— Ty (X0 (%0) — K (x0)Tg> (30) ) (1 4/ (o) m(xg) ulxo) | + | (o) n'(xg) uCao) |)

+ (1274 (x0) 74 2 (x0) + 6742 (x0) 74" (x0) — T4 (o)) | £(x0) qCx0) u(xo) |

+ (6742 (x0)Ty (o) — 75" () (| ' (x0) q(xo) ul) | + | £ @' (o) uCxo) )
+(4ty"" (o) Ty (x0) — 414 (x0) 74" (x0) — 414 (20) 74" (20)

— 674" (x0)7y " (x0)) | t(x0) n(xo) ulxo) |+ (14* (o) — 474 (x0)7g (x0)

=37,"2(x0)) (| '(x0) n(xo) uCxo) | + [t(x0) '(xo) ulxo) |)
olur. Darboux ¢at1 denklemleri kullanilirsa;

f®(x0) = (g™ (x0)+3 1y (x0) 74" (x0) +3 1 (074" (0 +3 74 (x0) 165, (o)
+ 315 (x0)Kn" (x0) + 74" (X0 iy (x0)+ T4 (o) ke, (x0) — 574" (x0) 1 g (x0)

— 5745(x0) T4 (x0)kg(x0) — 574(xp) Tg(xo)kg (x0) — 2 74(x0)Tg5(x0)k4 (x0)

— 142 (o) Ky (x0) — ey (x0)Tg3 (%0) — 3 K (o) Ty (X0)Ty  (0)) | q(ag) M) ulxo) |
+ (K" (x0)+3 Ky (x0) 14" (x0) + 3 74 (x0)Kn (x0) + T4 (x0) Ky, (x0)

— 57,4 (%) T4 (x0) kg (x0) — T4% (X0)rg(x0) — Kn(x0)T4% (%) )

(| 79 GeoIn (o) nCxo) uCxo) | + | qCro) —74(x0)q(x0) ulxo) |)

+ (127, (x0) 74 2 (x0) + 6742 (o) Ty (x0) — T4 (x0)) | £(x0) q(ac) uxo) |

+ (6752 (x0)Ty' (%0) = 74" (x0)) (| 16 (x0)a(x0) + ren (o)) q(x) ulxo) |

+ ] t(xo) 7,(xo)n(xg) ulxo) |) + (4, (xo)Ty (x0) — 107, (x0)7," (x0)

— 474 (x0)7y"" () | t(x0) n(xo) (o) |+ (14 (o) — 474 (x0)Ty (o)

—314"2(x0)) (| 165 (x0)q(x0) + teyn (xo)n(xg) M(x0) w(o) | + | £(x0) — 74(x0)q(x0) ulxo) )

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;
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0 Gr0) = (6@ (o) +3 10y (o) 75" (x0)+3 s (x0)Ty " () +3 T4 (g )iy (x0)

+3 74" (x0)Kn" (x0) + 4" (xo) iy (x0)+ T4 (o) ke (x9) — 574" (x0) 1 g (x0)

— 574 (x) T4 (%014 (x0) = 574(x0) Tg(x0)kg(x0) — 2 T4(x0)Tg(x0) g (X0)

— 742 (x0) 1y (x0) = Ken (0) T (X0) = 3 1 (%0)T42 (x0)Tg () [ 4(x0) mx0) uxo) |
+ 745(x0) (Kg""(x0)+3 Ky (x0) 74" (x0)+ 3 T4 (x0) 1en (x0) + T4 (x0) 1y, ()

— 574(x0) 74 (x0)g (%) — T4 (x0)icg (%0) = Ken () T4 (X0) ) (| n(x0) M) w(xo) |)
- 74(x0) (Kg' (x0)+3 Ky (x0) T4 " (x0) + 3 74" (x0)Kn (x0)+ Ty (x0) 1, ()

— 57, (%0) 75 (xo)reg (%0) — T2 (x0)s (o) — Kn(x0) T4 (x0) ) (| q(x0) (o) uCxo) |)
+ (127, (o) ty 2 (x0) + 6742 (x6) 7y (x6) — 74 (x0) ) | t(x0) q(xo) u(xo) |

+ 1eg (X0) (675> (x0) 7y (%0) = 74" () (| 4(x) q(xo) uxo) |

+ 1 (%0) (6742 (X0)74 (o) — 74" () (| (o) q(x0) uxo)|

+ 74 (x0) (6747 (o) Ty (x0) — 74" (x0) ) | £ (o) Mxo) (o) |

+ (475" ()74’ (x0) — 1075 (x0)Ty" (x0) — 474 (X)Ty" (x0)) | £(x0) m(xo) (o) |

+ 15 () (4" () — 474 (o) Ty (x0) — 3752 (x0)) | 4(x0) Mx0) u(xo) |

+ K (x0) (74" () — 474 () Ty (%0) — 3742 (x0)) | n(x0) n(ag) u(xo) |

— 74 (x0) (74" (x0) — 474 (x0)Ty (x0) — 374"2(x0)) | £(x0) q(x0) (xo) |
bulunur. Burada determinant 6zelliginden dolayz;

FO (x0) = (g™ (x6)+3 K ()75 (X0)+3 K () Ty (X0) +3 T4 (0D (%)

+3 7, (x0)Kn" (x0) + T4 (o)ich (o) + T4 (xo)ien™ (o) — 5742 (x0) ey (%0)

— 57, (x0) Ty (Xo)1cy (X0) — 574 (x0) T)(xa)icy (o) — 2 T4 (x0T (x0)icy (Xo)

— 742 (xo)icy (x0) — K7 (20) Ty () = B 1 (x0)752 (%0) 7' (k) | q(xo) m(xo) (o)
+ (127, Geo) g 2 (x0) + 6742 (x0) 7y (x0) — 74 (x0) ) | £(x0) q(x0) uxo) |

+ K (x0) (6747 (075" (x0) = 7" (o)) (| nx0) q(x0) uxo) |

+ 75 (x0) (67,2 (xo)T) (x0) — 73 (o)) | £(0) n(o) (o) |

+ (44 G0y () — 107 ()7, (x0) — 47y (x0)Ty" (%) ) | £ (o) n0) u(xo) |

+ 16 (x0) (7" (x0) — 474 (x0) Ty (30) — 3742 (%0)) | g (o) n(xo) ulxo) |
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— 74 (x6) (4 (x0) — 474 (x0) Ty (x0) — 37,2 (%)) | £(x0) q(x0) ulxo) |
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

f® (o) = (g™ (x0)+3 1" (x0) 74" (x0) + 4 (x0) 74" (x6)+3 g (x0) ke (%)

47, () iy (X0) + Ty ()il (X9) — 814" (X0)ig (x0) — 974 (x0) Ty (x0)iey (Xo)

— 774(x0) Tg(xo) iy (x0)- Tg? (xo)ieg (x0) — n (x0)Ty> (X0) — iy ()74 * (20) T4 (%0)
+ 15 (x0) T4 (20)) | q(x0) n(xg) ulxo) | + (1574(x0)T42 (xo) + 107,%(x0) Ty (o)
—14% (x0) — 74° (x0)) | £(x6) q(x9) uCxo) | + (10743 (xg) Ty (x0) — 574 (xo)7y" ()

—107} (x0)7," (%)) | t(x0) n(xg) (o) | (4.1.10)

bulunur. 7., Gi0) = ", C0) = £, (o) = F@, (x) = f©), (x) =0 olmas:

i¢in;

(g @ (x0)+3 1 (x0) T4 (x0) + 4y (x0)T,"" (x0)+3 T4 (x0)ken (x0) +4 T4 (x0) 1" ()
+ 74 (x0)kn " (%0) — 874"% (x0)icg(x0) — 974(x0) T4 (x0)kg(x0) — 774(x0) Ty (x0)ics" (x0)
— 7% (x0)xg (xo0) — kn(x0)T4° (x0) — Irn (x0) 747 (x0) 74" (X0)

+ 165 (x0)T, "t (x0)) [ q(xg) M(xe) o) | + (157, (x0) 742 (x0) + 107,2 (x0) Ty (%)

— 74" (x0) — 745 (x0)) | £(x0) q(x0) ulxe) | + (10743 (xg)7y (x0) — 57,4 (x0)75" (%)

~107) (x0)7," (x6)) | t(x6) n(xo) ulie)| =0
olmalidir. O halde (4.1.10) denkleminde u(x,) yerine yazilirsa;

f® 0 (x0) = (g™ (x0)+3 1y (x0) Tg" (x0) + 4icn (x0) Ty (x0)+3 7g (x0)in (x0)

+ 415" (x0) Ky (x0)+ T4 (x0) k7" (x0) — 8742 (x0) kg (x0) — 974(x0) T4 (x0) 4 (xo)

— 714(x0) Ty (x0)Kg (x0) — T4 (x0) kg (x0) — K (x6)T 4> (X0)

= 96, (36) T2 (%0)Ty () + 165 (0) T, (x0)) | (x0) (o) £(x0) + 229 () + Agn(xo) |
+ (1574 (x)74"% () + 10747 (x0) 74" (x0) — T4 (%)

—1,5(x0)) | t(x0) q(x0) t(x0) + A2q(x0) + A3n(xg) | + (10743 (x0)7,"(x0) — 574(x0)7,"" (%0)

— 107, (x0)7," (x0)) | t(x0) n(x0) t(xo) + 229 (%) + A3n(xo) |



bulunur. Denklem diizenlenirse;

f& i (x0) = (g™ (x0)+3 1y (x0) 75" (x0) + 4ty (x0) T, (20 +3 g (x0) ke ()

+ 47, (xp)iel (30)+ T4 (o)1l (30) — 87,2 (x0)1g (x0) — 974 (x0) Th (0)ic ()

— 714(x0) Tg(x0) Ky (x0) — 747 (xo)icg (x0) — 1n (x0) T 4> (X0)

— 916, (x0) 7, (x0) 74" (x0) + Ky (xo)rg4(xO)) |q(x) nxo) t(xo)]

+ 2 (¢ (X0)+3 K" (X0) T, (x0) + 41y (0) T4 (x0)+3 T4 (o) (o)

+ 47, (xo) iy (o) + Ty (xo)icly’ (x0) — 874" (x0)icg (x0) — 974 (xo) T4 (X0 icy (o)

— 714(x0) Tg(x0) kg (x0) — 742 (xo)icg (x0) — 1en (%) T 4> (X0)

— 91, (x0) T4 (x0) T, (x0) + K (xo)rg4(xO)) |q(xo) nlxg) qlxp) |

+ 23 (¢ ™ (X0)+3 K" (X0) T4 (x0) + 41y ()T, (x0)+3 T4 (o) (o)

+ 47, (xo) iy (o) + Ty (o)l (x0) — 874" (x0)icg (x0) — 974 (xo) T4 (X0 cy (o)

— 714(x0) Tg(x0) ke (0) — 742 (Xo)icg (x0) — 1en (%) T 4> (X0)

= 9, ()74 ()7, (o) + kg (x0)7 (o)) [ 4(x0) m(xp) m(xo) |

+ (1574 o)y "% (o) + 10742 (xo)Ty (o) — 74" (x0) — T4°(x0)) [ £(x6) q(x0) t(xo) |
+ 25 (1575 (o) 752 (x0) + 10752 (x0) 7y (x0) — 74 () = 7,°(x0) ) | t(x0) q(x0) q(xo) ]

+ 23 (1574 (x0)7y 2 (o) + 107, (x0)74 (o) — 74" (o) = 74°(x0) ) | £(x0) q(x0) n(xo)]

+ (1073 Gxo) Ty (x0) — 57, (x0)Ty" (x0) — 1074 (o) 7y (x0)) [ £Cx0) n(xo) t(xo) ]

+ 25 (10743 ()75 (x0) — 574 (x0)7y" (o) — 1074 (x0) 7" (%) ) | (o) m(a0) q(xo) |

+ 3 (10Tg3(x0)T;;(x0) - 5Tg (xo)Tg'(xo) - 10?& (xO)Tg”(xO)) | t(xo) n(xe) nlxo) |
yazilir. Determinant 6zelliginden dolayi;

F® . (x0) = (g™ (x0)+3 16y (x0) 75" (x0) + i (x0) Ty (20) +3 74 (x0) ke (%)
+ 415" (x0) K (X0)+ 75 (x) K" () — 874 % (%) kg (x0) — 974(x0) T4 (x0)kq(xo)
— 774 (x0) T (xo)ky (x0) = T42 (x0) kg (x0) — Ky (%) T4 (o)

- 9Kn(x0)TgZ(x0)Tg,(xO) + Kg(xO)Tg4(xO)) | q(xg) n(xo) t(xo) |
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+ 25 (1574 ()74 (x0) + 107, (x0) 7y (40) = 14" (x0) — 74°(x0) ) | (o) q(x0) (o) |

+ 25 (10743 (ag) 75 (x0) — 574 (x0)7y" (x0) — 107 (x0)74" (%0) ) | (o) n(x0) qx0) |
elde edilir. Burada |t(x0) q(xo) n(x0)| =1 oldugundan;

O, (x0) = kg™ (xo)+3 1 (%) 74" (%0) + 4y (074" (x0)+3 T4 (x0) K" (o)

+ 41y (xp)kn" (x0) + T4(x0) k7" (x0) — 874" (x0)icq(x0) — 974 (o) T4 (x0)Kg(x0)
— 714(x0) Ty (xo)kg (x0) — T4%(x0) kg (x0) — Ky (x0) T3 (X0) — Vkey (x0)T4% (x0) T4 (x0)
+ Kg(xo)rg4(x0) + A3(1574(x0)74"%(x0) + 107,%(x0) T4 (X0) — 74" (x0)

— 745(x0)) — A2 (10743 (o) 7 (x0) — 57 (xo)Ty" (%) — 1075 ()7, (x0))  (4.1.11)

olarak bulunur. Sonug olarak  f', (xo) = f", (x0) = f"", ,(x0) = f (4)hu(x0) =

f® nu(¥0) = 0 olmasi durumunda;

1y (x0)+3 Ky (x0)T," (x0) + 4 (x0) Ty (x0)+3 Ty () ke (x0)+ 4 T4 (x0) K" (%)
+ 74 (x0) 1" (x0) — 8745 % (xg) g (x0) — 974 (xp) T4 (x0) kg (x0) — 774(x0) T4 (x0)icq" (o)
— 742 (xo)icy (20) — K3, (x0) Ty (X0) — Ity (30) T4 % (x0) Ty (x0) + Keg (30) T4 " (20)

+ 25 (1575 Gro), 2 (x0) + 10742 (x0T (x0) — 7" (x0) — 7,5(x0))

- 12(10193(x0)rg’(x0) - 5Tg(xo)Tgm(xo) - 10Tg,(x0)7:g”(x0) =0

_ 1 Kg(xo) ' _ Kg(xo) .
olur. Burada A, = oy [<Tg(x0)> + Kkp(xg)] , Az = 2y o) oldugu

kullanilirsa;

Kg(4) (x0)+3 K (x0)Tg" (x0) + 4t (x0) Ty " (x0)+3 T4 (xo)ren" (x0) + 4 14" (301, ()

+ Tg(xo)Kn (x0) — 8Tg’2(x0)Kg (x0) — 9Tg(x0) Tg(xo)’fg (x0) — 714 (o) Té(xo)’cg’(xo)

- ng(xo)’cg(xo) - Kr’z(xo)ng(xo) - 9Kn(x0)Tg2(x0)Té (xo)+ Kg (XO)Tg4(xO)

+ —:jggi (157, (o) Ty 2 (x0) + 10752 (x0) 7y (x0) — 74 () = 7,5(x0))

1 [(Kg(x()) ) + an(xo) ](101’g3(x0)1-gl(x0) _ 5Tg(xo)T£;"(xo) _ 10T‘£](X0)Tg”(xo) =0

Tg (x0) Tg (x0)
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elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

16g ™ (x0) 74> (%) + 6743 (x0)Tg (X0)ren" (%0) — Kn () Ty (o) 74" (%) + 4743 () Tg (x0)ren" (x0)
+1* (o) iy (x0) — 3icq (x0) T4 () T4"? (x0) + 1 (x0) T4 * (x0) Ty (x0) + 374* (x0) 74 (x0) g ()
— 74°(x0)1cg (%) — Kn (%) T4 (x0) + Kn(X0) T4 (%) T4 (X0) — kg (X0)T42 (X0) 74" (o)

+ 5Ky (xo)Tg (xo)T;; (xo)‘rg"'(xo) + 10Kg(x0)Tg,2 (xo)ré’(xo) - 10Kn(xo)fg2(xo)ffg (xo)Tg”(xo)

n

- STgZ(xO)Tg (xO)Kg,(XO) - 10Tg(XO)T‘;(xo)Tg”(xo)Kgl(xo) =0
bulunur.

(): Ispat agik.

Simdi yukarda verdigimiz genel sonuglar1 bir yiizey lizerinde bazi 6nemli egriler icin ifade

edecegiz. Bu egriler yiizey lizerindeki bir egrinin egrilik fonksiyonlar: ile karakterize edilip
Kk, =0 & asimptotik egri

kg =0 & jeodezik egri

73 =0 & egrilik ¢izgisi

seklindedir.

4.1.3. Sonug

a:l > G3 egrisi Vx€I igin Tg(x) # 0 olan birim hizli asimptotik bir egri olsun. Bu

durumda fp,, fonksiyonunun tekillikleri asagidaki gibidir:

() o) =0 & u=tlx) +A2(x0) + 25 nxo), 22 €R

@) fruCo) = fhu(xo) =0 <

u=t(xy) — . (M)IQ(%) +

Tg (x0) Tg (x0)

Kg(xo)
74 (%) n(xo)
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Q) o) =f" (x0) = f",(x) =0 &

w = t0i) = — (222 ) gxo) + 22 n(xy)

7g(x0) \ 7g(x0) 7g(%0)

!

) 7o)y xg) = 0

Kg(xo)
Tg(x0)

Ky Cea) T (x0) = g (o)t Cx) = 3 (

(4) f’hu(xo) = f”hu(xo) = ”Ihu(XO) = f(4)hu(x0) =0e

1 Kg(x0) ) Kg4(x0)
w=t0i0) = 5 (222 ) qto) + 22 n(xy),

Tg(xo) Tg(xo) Tg(xo)
Kgm(xo)ng(xo) — kg (x0)T4% (x0)T4""" (x0) + 4K g (x0) T4 (x0) T4 (x0)Tg" (x0)

+3Kg(x0)rgl3(x0) - 4Tg2(x0)Tg,,(xO)Kg’(xO) - 3Tg (xO)Tglz (xO)Kg,(xO) =0

(5) f,hu(xO) = f”hu(xO) = ”,hu(x()) =3 f(4)hu(x0) = f(S)hu(xO) =0e

_ 1 Kg(xo) ' Kg(xo)
=) = 75 <rg<xo)> q(x0) +3 G M%o):

ng(xo)ng(xo) - 3Kg (XO)Tg3(xO)Tg,2(xO) + Kg(xO)Tg4(x0)Tg”(x0) + 3Tg4(x0)Tg,(x0)Kg’(xO)
- Tgs(xO)Kg”(xo) - Kg(xO)ng(xO)Tgw(xO) - SKg(xO)Tg (xO)Tg,(xO)Tgm(xO)

+10Kg(XO)TgIZ(XO)Tg”(XO) - Sng(xO)Tg’”(XO)Kg,(xO) - 10Tg(xO)Tg’(xO)Tg"(xO)Kg,(xO) =0

Ispat: Egrimiz asimptotik egri oldugu i¢in x,, = 0 olur. Bu durum 4.1.2 teoreminde yerine

yazilirsa yukaridaki denklemler elde edilir.
4.1.4. Sonug

a:l - G3 egrisi Vx€I igin T4(x) # 0 olan birim hizli jeodezik bir egri olsun. Bu

durumda f,,, fonksiyonunun tekillikleri asagidaki gibidir:
(M) flru(xe) =0 & u=t(xy) + 12q(x), 42 ER

@) Fru@o) = fu(@o) = 0 © u = t(x)) — 222 g(x))

Tg (x0)

@) [, (o) = f, () = f", (%) = 0 & u = t(xy) — 25 g (),

Tg(xo)

K (Xo)

= ¢, sabit
Tg (x0)
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! n 24 n( )
@ 1, o) =f",, (xo)=f",, (%) = f(4)hu(x0) =0e u=t(x) _‘:g(i_z) q(xo),
kn(%o) _ c, sabit
Tg(xo)

3 f'rhu(xo) = [ (o) =", (x0) = f(4)hu(xo) = f(s)hu(xo) =0=

n(¥o)
= ) =2 g xy),

6Tg (xo)Kn,(xO)Tg”(xO) - Kn(xo)fg(xo)fgm(xo) + 4Tg (xO)Tg’(xO)Kn”(xO) + ng(xO)Knm(xo)

- Tg4(x0)Kn,(x0) + Kn(xo) Tg3(xO)Tg,(xO) — 10K, (x0) T4 (x0)T4 " (%9) = 0

Ispat: Egrimiz jeodezik egri oldugu icin kg = 0 olur. Bu durum 4.1.2 teoreminde yerine

yazilirsa yukaridaki denklemler elde edilir.
4.1.5. Sonug¢

a:] > G3 egrisi Vx€l igin birim hizhi bir egrilik ¢izgisi olsun. Bu durumda fj,

fonksiyonu i¢in ardisik tiirevler sifirdir.

Ispat: Egrimiz egrilik ¢izgisi oldugu i¢in T4 = 0 olur. Bu durum 4.1.2 teoremde yerine

yazilirsa ardigik tiirevlerin sifir oldugu elde edilir.
4.1.6. Tanim (Galile Uzaklhik Fonksiyonu)
I € R bir agik aralik olmak tizere
al - G3, a(x) = (x,y(x),z(x))
regliler birim hizli egrisi verilsin. Bu durumda

Fp:IxS:2 >R

(x,a—u) = Fi(x,a —u)

olmak uzere
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Fa(x,u) = [t(x) n(x) (a—-uw)(x)|

seklinde tanimli diizgiin fonksiyonlarin iki parametreli bir ailesi olarak F,; fonksiyonuna,
birim hizli bir @ egrisi iizerinde Darboux ¢atisina gore Galile uzaklik fonksiyonu denir.
Burada t(x) ve n(x) vektorleri a egrisinin birim teget ve a egrisinin bulundugu yiizeyin
birim normal vektorleridir. S;? kiimesi ise Galile uzayinda birim vektorlerin kiimesidir.
Bu F,; fonksiyon ailesinin belirledigi bir degiskenli fonksiyon (3.1.5) denkleminden
fau(x)  fonksiyonu ise  fu,(x) = Fg(x,@ —u) seklinde olur. Bu durumda F,

fonksiyonu, fz,(x) fonksiyonunun bir dallanmasi olur.
4.1.7. Teorem

a:l - G3 egrisi Vx€I igin Tg(x) # 0 olan birim hizli bir egri olsun. Bu egri igin Vx€l
noktasindaki Darboux catis1 {t(x), q(x), n(x)} olmak iizere f;, fonksiyonunun tekillik

kosullar1 asagidaki gibidir:

Kg(xo)
Tg (x0)

(M) fau(xo) =0 & (a —u)(xo) = t(xo) + 12q(x0) + n(xy), A, ER

@) fau(x0) = fau(x) =0 ©

(@ = 0)x0) = 800) = 2= [(B252) 4 509 )] o) + 2252 )

Tg(x0) |\ 7g(x0) 7g(x0) (x0)

Q) g x0) = f" 5, (x0) = 7 3, (%) = 0 &

(a = 0)(x0) = tr0) = A [(B222) 4 509 )] ) + 5222 (),

Tg(%0) | \7g(x0) 7g(x0) (x0)

75 (%) kg (x0)— Kn (x0) 75 (x0) T4 (x0) + 75 (x0) 17, (%) + Kn(xo)TgS(xo)
+275 (xo) g (x0) + 1y (X0) T (x0) + 15 (x0) T4 () — kg (x0)T5 (x0) T ()

+3Kg(x0)Tg(x0)T; (x0) — 375 (x0) T4 (x0)1g (x0) + 1g (x0) T (x0)T4" (x0) = O

@ [, (xo) = " 1, (x0) = 7 1, (x0) = f(4)du(x0) =0e

(a = 0)x0) = 80) = = [(222) 4 50 4 )] o) + 5222 (),

Tg(xo) |\ 7g(x0) Tg(x0) (%0)




75 (x0)ig" (x0) + 375 (x0) 75 (x0) kg (%) — ten (%) T5 (x0) T4 (x0) + 5 (x0) K7, ()

+ 75 () ken (x0) + 21, (x0) T4 (x0) T4 (x0) — Ky () T4 (x0) + 3k (x0) T4 (x0) T4 ()

+ 375 () kg (x0)+ 3ren (x0) T3 (x0) T4 (x0) +2 T4 () ke (x0) + Ky () T5 (%)

— K (x0)T5 () kg (x0) — kg (x0)T5 (x0) Ty (o) + 4y (%) T4 (%) T4 (x0)T4" (x0)

+ 3K, (xo)ré’,3 (xo)+ 75 () kg (x0) — 472 (x) kg (x0) Ty (x0) — 374 (x0) K, (xo)réz (x0)
6

+ Kn(xO)Tg (x0) — 3Kn (xo)rj (xo)T; (x0)— Kg (xo)Tg (x0) + 4Ky (xo)Tg (xo)Kg(xo)

+31c, (x0) T, (x0) T4 (x0) = 0

) flaulx0) = f" 3, (x0) = £ 3, (o) = P 4, (x0) = f® (%) =0 &

_ _ 1 [[xgG) | rg(xo) 1 g (X0)
(@ =W x0) = £G0) = = | () + 22 4 i, (x0)] 9 o) + 2222 mxy),

T3 (xo) Ky (o) + 475 (x0) Ty (x0)icy (x0) + 6T () e, (%) Ty (x0) + 4icy, (x0) 75 (o) 74" ()
+Th(x) Ky (x0) + T3 (x0)keyt (x0) + 4T (%0) Ty (o) ien, (30) + 215, (36) T3 (x0) 74" (260)

+ 2, (20) T (0) 74" (x0) = 7§ (x0) ke (o) — Irn (x0)T5° (x0) 74" (o)

+ 7Tg4(x0)rg’(x0)lcg’(x0) — bky (xo)rz (xO)Tg’z(xO) — 7Kg (xo)‘[g (x0)74 (x0)

+ 1, (x0)T,7 (x0) + 4T3 (XK, (x0) + 873 (x0)kep (x0)Ty" (x0) + 6k (X0)TS (X0)T," (x0)
+ 375 (x0) ey (xo) + 274 (x0) ey (x0) + 41, (x0) T (X0) Ty (x0) — ten (%) T4 ® (x0)

— 1315 (x0) T8 (x0) T4’ (%0) 1572 (x0) 74" % (x0) + 10745*(x0) 74" (o) — T2(X0)T4™ (Xo) — 747 (xo)

— 105, (x0) 7, (x0)T, (o) + 514 (x0) T, (x0) T, (o) 7" (x0) + 101, (x0) T, (o) Ty (o)

nr
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- 5T§ (xO)Kg,(xo)Tg (x0) — 10Tg (xO)Kg,(xO)Tg,(xO)Tg”(xo) - 10Kn(x0)T§(xo)Tg’(xo)Tg”(xo)

+ 5Kg(x0)T§ (x0)Tg" (x0) + 10K 4 (x0)T4(x0) T4 (x0)T4" (0) = 0
Ispat

(1) () Determinant 6zelliklerinden yararlanarak,

fau(xo) = [t(xo) n(xo) (@ —w)(xo)]

seklinde tanimli fonksiyonun tiirevi alinirsa;

Flano) = [t/(x0) nlxg) (@ —w)(xe)| + |t(xo) n'(xe) (@—u)(xo)|
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+ (o) nlxe) (@—w)'(xp)|

olur. Burada Darboux catisina ait denklemler kullanilirsa;

Flan(xo) = | 1g(x0)q(x0) + ren(xo)n(xg) nlxe) (& — w)(xo) |

+ t(xg) —14(x0)q(xo) (@ —u)(xp) | + [t(xo) nlxo) a’(xp) |

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;

Fan(xo) = 1y (x0) | q(x0) n(xo) (& —w)(xo) | + 16, (x0) | n(xe) n(xg) (@ —w)(x) |
—15(xo)| t(x0) q(x0) (@ —w)(xo) | + It(xo) n(xg) @ (xo) |

bulunur. Burada a'(x,) = t(x,) esitliginden ve determinant 6zelliginden dolayz;

fauo) = 15(x0) [4(xo) n(xo) (@ =W (xo) | = 74(x0) [ t0xo) qCx0) (@=wxo)| (4.1.12)
elde edilir. f';,(x9) = 0 olmasi igin,

kg (o) | 4(x0) n(xo) (@ =w)(xo) | = 74(x0) [ t(x) 4(x0) (@=w)(x0)| =0

olmalidir. {t(xy) q(xy) n(xy)} ¢att alami oldugundan a —u = A;t(xy) + A,q(x,) +

Asn(xy) olacak sekilde A4,4,,43eR  sayilar1 var ve tektir. Burada u vektorii

u = (44, ..., ...) seklinde bir vektor olup, ayn1 zamanda birim vektér oldugundan Galile

norm tanimindan dolay1 ||ul|s = |Al| = 1 olmalidir. O halde

A4 = 1 seklindedir. 4; = 1 alinirsa;
a—u= t(xo) + Azq(xo) + Agn(xo) (4113)

olarak bulunur. O halde (4.1.12) denkleminde (a — u)(x,) yerine yazilirsa;

Flan(x0) = 15(x0) | q(xe) n(x0) t(x0) + A2q(x0) + A3n(xo) |

—74(x0) [ £(x0) q(x0) t(x0) + A2q(x) + A3n(xo) |
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bulunur. Denklem diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

ko (o) | aCxo) nlxo) t0x0) | = A374(x0) | t(xo) qCxo) nxo) |

elde edilir. Burada |t(x0) q(xo) n(x0)| = 1 oldugundan;

flau(xo) = Kg(x0) — A3T4(x0) (4.1.14)
olarak bulunur. Sonug olarak f'4,(xy) = 0 olmasi durumunda,

Kg(xo) o /13Tg(x0) =0

olur. Burada 7,4(xo) # 0 oldugu kullanilirsa;

Kg(xo)

3 7 TG0

olarak bulunur. Sonug olarak bu esitlik (4.1.13) denkleminde yerine yazilirsa ;

a—u=t(xy) +A,q(x,) +

Kg(xo)
(o) n(xo)

elde edilir.

K

(©): @ —u=t(xy) + A,q(x;) + :’E’“’i n(x,) almirsa fg,(x) = 0 elde edilir.
g'xo

(2) () (4.1.12) denkleminin tiirevi alinirsa;

' au(x0) = kg (x0) | q(xg) n(xg) (@ =W (o) | + 15 (o) (| 4’ (x0) nxo) (= w)(xo) |
+ [qCeo) n'(xg) (@—wxo) | + |qGeo) nlxo) (@—u) (xo)|)

—14'(x0) | t0x0) q(0) (@ = w)(xo) | = 75 eo) ([ /(o) q(ag) (@ = w)(xo) |
+]tro) q'(xo) (@—wxo) | + [txe) qGo) (@ —w)'(xo) )
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olur. Darboux catis1 denklemleri kullanilirsa;

" au(x0) = 155" (x0) | g (og) nxg) (@ —w)(xo) |

+ kg (x0) (| 75 (o)n(e) 1) (o — u)(xo) |

+ la(o) —75(0)a(e) (@—wxo)| + [aGee) nlxe) a'(xo)|)
—74'(x0) | t(x0) q(0) (@ —w)(xo) |

— 75 (o) ( | 165 (x0)q (o) + 1 (xo)n(x0) q(x0) (@ — u)(xo) |

+t(xe) T,(x)n(xg) (@—w(xo) | + |t(x0) qlxe) @'(x0) |)

elde edilir. Bu ifade diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

£ 4 C0) = (15 Go) + T4 (o) Kn(x0)) | aCx0) (o) (@ =)o) | + #64(xo)

—1,/(x0) [ t(x0) qlxo) (@ —w)(xg) | — 7,2(x0) | t(x0) n(x0) (& —w)(xp) | (4.1.15)

bulunur. f';,(x0) = f" qu(x0) = 0 olmasi igin;

(16 Ceo) + 7000) 1n(x0)) [40x0) (o) (@ = w) (o) | + 1 (o)

—1,/(x0) [ t(x0) q(x0) (@ —w)(xo) | = 7,2(x0) | t(x0) n(xo) (@ —w)(xp)| =0

olmalidir. O halde (4.1.15) denkleminde (@ — u)(x,) yerine yazilirsa;

£ o) = (K5 (x0) + 74(x0) Kn(x0) ) | q (o) (o) (o) + 22 (x0) + A3n(xo) |
+ 19 (x0) — 74" (o) | £(x0) q(x)  £(x0) + 229 () + Aan(xo) |

— 75%(x) | t(xo) n(xe) tlxo) + A2q(x0) + A3n(xo) |

bulunur. Denklem diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

£ o) = (K5 (x) + 74 (ro)ien(x0)) | aCxo) (o) tCxo) | + 1e(x0)

— Aty (o) | t(xo) q(xe) n(xo) | = A,72(x0) | t(xo) nlxe) q(xo) |
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elde edilir. Burada |t(x0) q(xo) n(x0)| =1 oldugundan;
[ 0, (x0) = Kg(x0) + Tg(xodrn(x0) + 1g(x0) — A374(x0) + /12T§(x0) (4.1.16)
olarak bulunur. Sonug olarak f', (xo) = ", (xo) =0 olmasi durumunda;

g (xo) + Tg(xo)rn(x0) + Kg(x0) — A3T4(x0) + /121'5(950) =0

Kg(xo)

Tg(x0)

olur. Burada A; = oldugu kullanilirsa;

Kg (xO)

! 2 —
7, (o) T4(x0) + Ax75(x0) =0

kg (xo) + Tg(xo)Kn(xo) + K4(xo) —
Tq(x0)1cg (o) + T4% (X0 1en (Xg) + Kg (20) T4 (x0) — kg (x0)Tg(X0) + A,75 (%) = 0

AZTE (%) = Kg(xo)Té(xo) — T4 (xo)Ké(xo) 3 ng(xo)’fn(xo) — Kqg (xo)Tg(xo)

_ Kg(xo)Té(xo) - Tg(xo)’f_é; (x0) — ng(xo)’fn(xo) - Kg(xO)Tg (%0)

& 73 (xo)
_ Kg(xo)Té(xo) - Tg(xo)Kg'] (x) 1 _ Kn (o) _ Kg(xO)
? 72(xo) 1,(00)  T,(x0)  T2(x)
1 Kg(xo)>' Ky (o) l
=G Krgm) 2, Gy o)

olarak bulunur. Sonug olarak bu esitlik (4.1.13) denkleminde yerine yazilirsa ;

a—u=t(xy) — ! [(M> + kg (o) + ;cn(xo)] q(xo) + :j(xO) n(xo)

Tg(xo) |\ 7g(x0) 7g(x0) (%0)
olarak elde edilir.

(<): Ispat acik.



48

3) () (4.1.15) denkleminin tiirevi alinirsa;

£ o) = (165 (o) + T4 Ceodien (o) + T4 () (x0) ) | q(x0) () (& = w)(xo) |
+ (15 (o) + T4 (o)1 (x0) ) (1 @' (o) M0 (@ =)o) | + [ o) ' (xo) (@ —u) (o) |
+]q(xo) nlxo) (@ —u) (o) )+ 15Cxo) — 75 (o) [ £(0) q(ag) (@ —w)(xo) |

— 15/ (eo) (| ' (x0) q(xo) (@ —w) (o) | + (o) q'(xo) (@ —w)(xo) |

+] ) qlxo) (@ —w)'(xo) |) = 274(xo)Ty(x0) [ £(xo) nxo) (@ —w)(xo) |

= 152(0) (|t (o) nlxg) (@ —w) (o) | + | £(xo) n'(a0) (@ —w)(xo) )

+]t(xe) nlxe) (@—w)'(xo) |

olur. Darboux ¢atis1 denklemleri kullanilirsa;

£ 1 (o) = (165 (o) + T4 (o)ren () + 74 (o) (o)) | q (o) 0 (@ = w) (o) |
+ (165 () + 7 (o)1 (%0) ) (| 7y Go)nx0) Mx0) (@ =) (x0) |

+1q(e) —74(0)qx) (@—w)(xo) | + [qCxe) nlxe) o' (o))

+ 1 (x0) — T4 (o) | £(x0) q(x0) (@ —u)(xo) |

— 75 () (| g (a0) g (x0) + Kn (o) (x0) qx0) (o —w)(x) |

+] (o) To(xoIn(ne) (@—w)Go) | + [t(x) qlxo) a'(xo) )

— 275 (x0) 7 (x0) | t(x0) n(x) (@ —w)(xo) |

— 752 (x0) (| K4 (x0)q(x0) + Kn (ro)n(x9)  nx0) (& —u)(xo) |

+t@o) —7gG)aleo) (@=wxo) ) + [¢00) n(xo) a'(xo) |
elde edilir. Bu ifade diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

" 3 (0) = (15" (x0) + 2K (x0) Ty (x0) + Tg(X0)Kn'(x0)
e, (X0) T2 (o)) | q(x0) (o) (& — w) (%) | + 21, (xo) + T4 (20D ()
(742 Ge0) — 75" ()) | £Cxo) qCx0) (@ = w)(xo) |

—31,(x0)7, (x0) | t(x0) n(xe) (@ —w)(xo) | (4.1.17)
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bulunur. ', (x0) = f" ,,(x0) = f"";,,(x0) = 0 olmast igin;

(Kg”(xo) + ZKn(xO)Tg,(xO) + Tg(xO)K‘nl(xO)
e (0)Tg2 (%0)) | g(xe) n(xg) (@ — W) (xp) | + 215" (20) + T4 (o) Kep ()
+ (152 (o) = 74" (x0)) £Cx0) o) (@ —u)(xo) |

—31, ()75 (%0) | £x0) nlxo) (@—w(x0)| =0
olmalidir. O halde (4.1.17) denkleminde (a — u)(x,) yerine yazilirsa;

" 2 (0) = (15" (x0) + 2K (x0) T4 (x0) + Tg(X0)Kn'(x0)
+ Kn(xo)fgz(xo)) | q(xo) n(xy) t(xo) +A,q(x0) + A3n(x0) | + ZKgl(xo) + 14 (x0)1cn (%0)
+ (142 (o) = 74" Cx0)) [£0x0) o) £0x0) + A2q (o) + Asn(cg) |

— 314(x0)74 (x0) | t(xo) n(xg) t(xo) +A2q(xo) + A3n(x0) |
bulunur. Denklem diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

f’”du(xo) = (Kg(xo) + ZKn(xo)T;] (x0) + Tg(xo)";z(xo)
e (X0) 742 (0)) | g (x0) n(x0) t(xo) |
215 () + T4 (eoin () + A3 ( 7,3(x0) = 74/ (%)) | t(x0) q(xo) (o) |

—32,745(x0)T4(x0) | t(xo) n(xe) q(xo) |
elde edilir. Burada |t(x0) q(xg) n(x0)| =1 oldugundan;

f”,du(xo) = Ké’(xo) + an(xo)Té(xo) + Tg(xo)’ﬂ,q(xo) + Kn(xo)ng(xo)

+21c) (x0) + T4 (x0)1cn (o) + A3 ( 743 (x0) — T4 (o)) + 37, (x0)T (o) (4.1.18)

olarak bulunur. Sonu¢ olarak [ o) =" 4, (o) = f ,,(x0) =0 olmasi

durumunda;
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Kg (o) + 216, (x0) T4 (x0) + Tg(x0) ke (x0) + Ken (x0)Tg% (x0) + 21 (x0) + Tg (201 (%)

+25 ( 753(00) = 74/ (x0) ) + 32274 (o) T4 (30) = 0

olur. Burada 1; = -2 (<o) ,
Tg(x0)
_ 1 xg(xo))’ Kg(xo) ]
A2 =~ [(rg<xo) + G T (x0)

oldugu kullanilirsa;

ig (o) + 216, (%) T4 (x0) + T4 (x0) ke (20) + 1 (x6) 74> (20)

+ 21 (x0) + Tg (ro)ren (o) + 222 (743 (x) = 74 (x0))

Tg (x0)

Kg (xo)T"g (x0)—7g (xo)Ké (xo)—‘fgz (x0)ren (x0) +1cg (x0) T g(%0)

T; (x0)

+3 7,(x0) Ty (x0) | =0

yazilir. Bu ifade diizenlenirse,

75 (x0) kg (x0)— Kn (x0) 75 (x0)Tg (x0) + T4 (XD 1y (x0) + Kn(xo)fgs(xo)
+215 () kg (x0) + 1y () T4 (x0) + Ky (xo)TgS(xo) — 1 (2x0) 75 (x0) T4 (%)

+3kg(x0)7y4 (xo)T; (x0) — 375 (x0) T4 (x0) kg (x0) + 1 g (x0)T7 (x0)T4" (x0) = O
bulunur.

(): Ispat agik.

(4) () (4.1.17) denkleminin tiirevi alinirsa;

f(4)du(x0) = (Kg’(xo) + ZKn’(xo)Tgl(xo) + ZKn(xo)Tg”(xo) + Tg’(xO)Kn,(xO)
74 (x0)ien" (o) + Ko ()72 (o) + 216, (0) T (0)Ty () | 4(x0) nx0) (@ — w)(xo) |
+ (Kg (x0)+ 21, (20) Ty (x0)+ T4 (x0) 15" (x0)+ e (x0) 77 (x0) )( | q'(xo) n(xo) (a@ —u)(xo) |

+]q(xe) n'(xg) (@ —w(xe) | + |q(xe) nlxe) (@—w)'(x0)|)



+ 2K (x0) +14(x0) Kn(x0)+ T4 (x0) Ky (x0)

+(312(x)1y (o) — 74" (x0)) | £x0) o) (@ —w)(xo) |

+(143(x0) — T4 (x0)) (| '(x0) q(xo) (@ —w) (o) | + [(xo) ' (x0) (& —w)(xo) |
+ [ t(x0) qCxo) (@ =w)'(o) ) = (374 Gxo) + 374 ()74 (x0)) | £) o) (& —w)(xo) |
—37,(x0)7y" (o) (| /(o) n(xg) (@ —wW(xo) | + [t(ag) n'(xg) (@ —w)(xo) |

+]t(xe) nlxe) (@—w)'(xe)|)

olur. Darboux catis1 denklemleri kullanilirsa;

F@ 1 (o) = (g (o) + 2063, (x0) T (0 + 206, (x0) Ty (20 + Tg” (o) ()

7 (o) () + 1en (%0)T2 (%) + 216, (%) T4 (X0) 75 (X)) | 4 (x0) M) (@ —w)(xo) |
+ (1ef (o) + 216, (o) Ty (o) + Tg (o) k' () + 1 (x0) T2 (x0) ) | 9 (o) o) £(xo) |
+2kg (x)+74(x0) 16 (x0)+ T4 (x0) ke (x0)

+ (312 (xo)ty" (00) = 7" (k) [ £Cx0) o) (@ =) (xo) |

+ 1 (00) (74° (x0) = 75" (%)) [ n(x0) q(xo) (@ —u)(xo) |

+ (4" (o) = 14 (x0)7y " (x0) ) | £Cx0) o) (@ =)o) |

— (375 Gxo) + 374 (x0)7y " (0)) | £Cxo) nxo) (@ —u)(xo) |

— 31y (x0) 74 (x0) Ty (x0) [ (x0) nx0) (@ —u)(x0) |

+ 37,7 (1)1 (x0) | tx0) q(x0) (&~ W) (xo) |
elde edilir. Bu ifade diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

f® 4 (x0) = (g’ (xo) + 3rep (x0) g (x0) + 3ken (x0) 77 (x0) + Tg (0D (%)

+ 17 (x0) 7§ (x0) + 2165, (x0) Ty (x0) T4 (x0) — K (x0) 74> (o)

—31, (%) T4 (X0) T, (0)) | g(x0) M(xg) (& —w)(xg) | + (1l (x0)+ 21y (x0) T, (o)
+ 75 (xo)ien (o) + K (o) T2 (x0)) | (o) M(xg) (o) | + 215 (o) +74 (o) 16 (o)

+ 79 Ceo)ien (o) + (672 (x0) 7" (x0) — 14" (%0) ) | £(xo) q(xo) (@ —u)(xo) |
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+ (7t (o) — 474 ()7, " (o) = 375 () [ £Cx0) nx0) (& —w)(xo) | (4.1.19)
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bulunur. ' (x0) = f" ,,(x0) = f",,,(x0) = f(4)du(x0) = 0 olmasi igin;

(1] (xo) + 215 (x0) T4 (x0) + 3k (x0) 7] (x0) + T4" (6D ()
74 (o)1l (o) + refy (X6) T2 (0) + 21y (0) Ty (%) T (o) — Ko (30) T, % (o)

315 (x0) 74 (x0) Ty  (x0)) | 4 (x0) (o) (@ — ) (o) | + (1l (o) + 2, (a6) 75 ()
+ 74 (X0)Kn' (00)+ Kn (o) TZ(x0)) | (o) n(x0) t(xo) | + 21f (x0) 475 (x0) 1y (x0)

+ 74 (x0)Kn (xo) + (6T§ (x0)Tg" (x0) — Té”(xo)) | t(xo) q(xo) (a—u)(xp) |

+ (7 * (o) — 474 (x0)7y " (0) = 375 (x0) ) [ £(x0) nx0) (@ —w)(xp) | =0
olmalidir. O halde (4.1.19) denkleminde (a — u)(x,) yerine yazilirsa;

F® ., Gc0) = (1" (o) + 213, (x0) Ty (o) + 31, (x0) T (x0) + T4’ (o), ()

+74 (o)1) (o) + 1oy (X0) T2 (o) + 21y (%0) Ty (X6)T (X0) — Ko (0) T, % (o)

—314 (x0) Ty (o) Ty () | q(0)  n(xg) £ (xe) + A9 (x0) + Asn(xo) |

+ (15 (o) + 20 (0) Ty (0)+ T4 (o) n' (o) + Kn (0) T2 (x0)) | 4 (0) M(ag) £ (xo) |
+2Kg (x0)+74(x0) 16n (x0)+ 75 (x0) K7 (%0) + (615 (x0)74" (x0)

— 15" (o)) | t(x0) q(xg) t(xo) + A2q(x0) + A3n (o) |

+ (Tg4(x0) - 4Tg(x0)Tg”(x0) - 3T; (xo)) | t(xo) nlxp) t(xo) + A2q(x0) + A3n(xp) |
bulunur. Denklem diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

F® (o) = (kg (x0) + 21 (x0) Ty (x0) + 3K (x0) Ty (X0) + Ty' (o) K (x0)

+ 15 (o)l Go)+ 1l (o) T2 () + 21y () Ty (0) Ty (i) — 1 (0) T4 (x0)

— 3Ky (x0) T4 () Ty  (x0)) | 4(x0) n(x0) t(x0) | + (iey (o) + 20 (x0) Ty (x0)

+ 75 (0)Kn' (x0)+ 1 (40) T2 (%6) ) | @) xg) ¢ (o) | + 2k (o) +74 (o) 1y ()

+ 79 Ceo)ien (%) + A3 (672 (x0)74' (o) — 74" (x0) ) | £(x0) q () (o) |

1z (744 (x0) — 474 (x0)7y " (x0) — 375 (%)) [ £(x0) m(x0) qCxo) |

elde edilir. Burada |t(x0) q(xo) n(x0)| = 1 oldugundan;
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f® 4 (x0) = Ky (x0) + 217 (x0)Tg (x0) + iy (x0) T4 (x0) + 74" (x0) 7, (x0)
+ 7g (x0)1en (x0) + 167, (X0) TG (x0) + 216, (X0) T (X0) Ty (o) — Kn () T4 (X0)
- SKQ(XO)Tg(xO)TgI(XO) + Ké;’(xo)‘F ZKn(xo)Té; (x0)+ Tg(xo)’fn’(xo)'*‘ Kn(xo)ng; (%0)

+21g (x0) +14(x0) Kn(x0)+ Tg(x0)Kn (x0) + A3 (615 (%074 (x0) — Té”(xo))

-1, (Tg4(x0) - 4rg(x0)‘rg"(x0) - 3‘[; (xo)) (4.1.20)
olarak bulunur. Sonu¢ olarak f', (xo) =", (xo) = f"",,(x0) = f ) au o) =0

olmasi1 durumunda;

Kg' (xo) + 2 (x0)Tg (x0) + 3K (X0) T4 (X0) + 74" (x0) K (x0)
+ 74 (x0)Kp (x0) + Kﬁ(xo)Té (x0) + ZKn(xo)Tg (xo)Tg'(xo) - Kn(xo)Tg3(x0)
— 3y (x0) T4 (x0) T4  (X0) + 1y (x0)+ 2k (x0) T4 (x0)+ Ty (X0 (o)

+ 1 (x0)Tg (xo) + 21cg (x0) 475 (x0) 165 (x0) + T4 (0 ke (x0)

25 (672 (o)t (x0) — 74" (x0) ) = Az (74 (x0) — 474 ()7, " (o) = 375 (x) ) = 0

D) _ 1 xg(xo))’ 1cg(xo) 3
olur. Burada 15 = Ty ()’ Ay = e [(Tg o) + (o) + Kk, (x9)| oldugu kullanilirsa,

Kg' (xo) + 2 (x0) T (x0) + 3Ky (X0) T4 (X0) + 74" (x0) K (x0)
+14 (x0) Ky (x0) + Ké(Xo)Tj (x0) + ZKn(Xo)Tg (XO)TgI(XO) - Kn(xo)rg3(x0)

=31 (x0)Te(x0) T4 (x0) + 3icg (x0)+ 3y (x0) T4 (x0) + 2 T4 (x0)Kp (x0)

+ Kn(xo)Tg (x0) + Ko %) (675 (x0)Ty" (x0) — Tg,(xo))

Tg (x0)

_ Kg(xo)Tf;(xo)—Tg(xo)Kfy(xo)—ng(xo)Kn(xo)+Kg(xo)Tg(xo)
Tz(xo)

(74 (x0) — 474(x0) 74" (x0) =

37, (x0)) = 0
yazilir. Bu ifade diizenlenirse,

g (o) kg (x0) + 375 (x0) Ty (x0)keg () — K (x0)T5 (X0) T4 () + 75 (x0) 1y, (x0)
+ Tg(xo)’f;l(xo) + ZKn(xo)Tg(xo)Tgl(xo) - Kn(xo)Tg6(xo) + 3Kg(x0)Tg(xo)Tg’(xo)

+ 375 (xo)ig (x0)+ 31, () T3 (20 T4 (x0) +2 Tg (20 iy, (X0) + 1 (0) 75 (%)
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nr

— kg (x0)T5 (x0)Ty" () — kg ()T (X0) Ty  (x0) + 4icg (x0) T4 (2x0) Ty (x0)T4" (x0)
+ 315 (x0) Ty (o) + 75 (0 ey (x0) — 42 (0D ke (x0) Ty (30) — 374 (o)1 (o) Ty (o)
+ Kn(xo)'fg(xo) — 3Ky (xo)rj (xo)T; (x0)— Kg (xo)Tg (x0) + 4Ky (xo)Tg (xo)Tg (%0)

+3K4(x0)7y4 (xo)T; (x9) =0

bulunur.

(): Ispat agik.

(5) () (4.1.19) denkleminin tiirevi alinirsa;

F®,,(0) = (k5P (xo) + 3icy (x0) T4 (x0) + 3kep (x0) T (x0)+31 (x6) T4 (x0) + 3k () Ty ()
+ 74 (x0) 1y (x0) + T45(x0) K7 (%) + rgz(xo)rc,’{(xo) + 274 (x0) 74" (x0) K (x0)

+ 274 (x0) 74" (x0) K (%0) + ZKn(xO)Tg’Z(xO) + 2K, (x0) T4 (x0)T4" (X0) — K;l(xo)rg (x0)
— 3Kn(x0)rg2(x0)rg’(x0) — 3Tg(x0)rcg’(x0)rg'(x0) — 3Ky (xo)rg’z(xo)

= 31, (%0) T4 (x0) 74" (%0)) | 4(x0) n(xg) (@ —w)(xo) | + (reg™ (o) + 207, (30) 74" (o)
+ 3k, (x0) 74" (x0) + 74" (X010 (x0) + T4 (o) Ky () + rgz(xo);c;l(xo) + 21, (x0) T4 (2074 (x0)
e (%0)T4% (%) — Bicg (%0)T4 (X0) 7' (%)) (| ¢’ () nx0) (@ —w)(xo) |

+]q(x) n'(xo) (@—uw)(xo) | + |q(xo) nlxo) (@—u)' (o) |)

+(1cg"" (x9) + 2065, (x0)T, (x0) + 2k (x0) T4 (X0) + T4 (X0)kn (X0) + Ty (X0 ken (o)
+742(20) iy, (x0) + 216, (20) Ty (x0)Ty (0)) | qg) m(xg) £(xo) |

+ (165" (x0) + 216, (0T, (o) + T4 (xo)ich (o) + e ()T, (o)) (| ¢ () MCx0) £(x0) |
+]qCeo) (o) tleo) | + [aCee) n(xo) ¢ )+ 2Ky"" (o) + 74" (x6)Kn (x0)
+74" (xo)kn (x0) + T4  (x0)Kn (x0) + Ty (x0)1cr (x) + (121g(x0)rg’2(x0)

+6742 (20)T," (360) — T4 @ (x0)) | £(x0) q(x0) (@ —w)(xo) |

+(6742(x0)Ty (30) — T4 (X)) (| £/ (x0) q(a0) (@ —w)(xo) | + | £(x0) ' (x0) (@ —w)(xo) |
+] ) qlro) (@ —w)'(xo) | + (4743 (ao)Ty" (ag) — 47" (x0) 74" (x0) — 474 (20)T4"" (o)
—67," (x0)74" (x0)) | t00) n(xo) (@ —w) (o) | + (4% (xo) — 414 (x0)Ty" ()
=37,"2 (o) (| t' () nlxg) (@ —w(axo) | + | £(xg) n' () (@ —w)(xo)

+]t(xe) nxe) (@—w) (xo) |
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olur. Darboux catis1 denklemleri ve determinant 6zellikleri kullanilip, ifade diizenlenirse;

f&® o) = (Kg}) (x0) + 474 (x0)Kn (x0) + 6K (X0) T4 (X0) + 4y (o) Tg" (x0) + T4 (x0)Kn' (x0)
+ rgz(xo)ic,’{(xo) + 474 (x0) T4 (x0)Kn (x0) + Zicn(xo)rg’z(xo) + 2K, (x0) T4 (x0)T4"" (x0)
— K (%) T4 (x0) — 9Ky (X0)T4% (X0) T, (x0) — 374 (o) Ty (xo)Ky' (x0) — 6K, (xo)rg’z(xo)
— ey (x0) 74 (20 g () + kg (o) g (o)) | 4(0) o) (& = w)(xo) | + (2" (x0)
+ 6K (x0) T4 (x0) + 5k (x0)T4" (x0) + 2745 (x0) Ky (x0) + Zng(xo)K,’,L(xO)

+ ey (0) Ty (%0) Ty (x0) — K (0) T4 (%0) — 31y (x0) T4 (x0) Ty  (x0)) (| 4(x0) M) (xo) |

+ 2K, (x0) + 1 () T4 (x0) + 274 () ke (x0) + T4 (o) Ky (x0) + (+(151g(x0)rg’2(x0)

+ 107,52 (x0) 74" (00) — T4 @ (x0) — 745 (0) | t(x0) q(x0) (& — W (xp) | + (10743 (xo)74" (x0)

=57, (x0)Ty"" (%0) — 107, (x0)7y" (30 | £(x0) n(g) (& —w)(xo) | (4.1.21)
bulunur. ', (x0) = f",,,(xe) = f"' 5, (x0) = f(4)du(x0) - f(s)du(xo) = 0 olmasi igin;

(Kgl) (x0) + 474 (x0) ey (x0) + 61y (x0) T4 (o) + 4y (X0)T4" (x0) + T4 (x0) Ky (x0)

+ 757 (x0) Ky (x0) + 4745 (x0) T, (X0) 1y (X0) + 2Kn(x0)rg’2(x0) + 2K, (x0) T4 (x0) 74" (x0)
— Ky (%) 75 (X0) — iy (X0)T4% (X0) T4  (x0) — 374 (o) Ty (xo)icq' (x0) — 6K, (xo)rg’z(xo)
— Ticg (x0)Tg (%0)T4" (x0) + 169 (X0) T4 (%0)) | q(x0) n(x0) (@ —w)(x0) | + (21c5"" (o)
+ 6K (x0) T4 (x0) + Sk (x0)T4" (x0) + 2745 (x0) Ky (x0) + ngz(xo)lc,’l(xo)

+ 4t (x0)Tg (x0) Ty (x0) = K (X0)Tg (x0) = 3 (x0) 7 (40) 74" (X)) (| 4 (o) nxo) t(xo) |

+ 215" (x0) + 1y (x0) 74" (%) + 274" (30 1 (x0) + T4 (x0) Ky (x0) + (+(151g(x0)rg’2(x0)

+ 107, (x0) 74" (%) — Tg(4) (x0) — 74°(xo) | t(xo) q(xo) (a—u)(xo) | + (107453 (xp) 74" (o)

—574 (x0)Ty"" (x0) — 1074 (x0) 74" (20 | (x0) n(x0) (@ —w)(xp)| =0

olmalidir. O halde (4.1.21) denkleminde (a — u)(x,) yerine yazilirsa;

f(s)du(xo) = (’%(14) (x0) + 474 (x0)Kn (x0) + 6K (x0)Tg () + 4Ky (x0)Tg (x0) + Tg(x0)Krn' (x0)
+ 757 (xo) Ky (X)) + 474(x0)T4" (X017 (x0) + ZKn(xo)Tg'Z(xo) + 21, (x0)Tg (x0) 74" (x0)
- Krlz(xo)Tg (x0) — 9Kn(x0)Tg2(x0)Tg,(x0) - 3Tg(x0)Tg'(x0)Kg’(x0) — 6K, (xo)Tglz(xo)

— Tig(x0)Tg(x0)T4" () + kg (x0)T4* (%)) | q(xo) n(xe) t(xo) + A2q(x0) + A3n(xo) |
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+(2rg"" (x0) + 6Kp(x0)T4 (x0) + Skp(x0)T4" (x0) + 274 (x0) Ky (x0) + Zng(xo)K,’q(xO)
o+ 4100 (074 (X0) 7y (o) = e (X0) 7y (o) = 35 (40) T4 (x0)7' (x0)) (| 4 x0) m(xo) (o) |

+ 215" (x0) + Kk (x0) 74" (x0) + 274" (X0 (X)) + T4 (x0) 17, (%) + (151g(x0)rg’2(x0)
+107,2(x0) 74" (x0) — T5@ (x9) — 745 (X)) | t(x0) q(x0) (o) + 2q(x0) + A3n(xo) |

+ (10743 (x0) 74" (x9) — 574 (x0) 74" (x0)

_10Tg’(x0)Tg”(x0) | t(x0) n(xp) txo) + A2q(x0) + A3n(xo) |

bulunur. Denklem diizenlenir ve determinant 6zelliginden yararlanilirsa;

f&® 4 xo) = (Ké4) (x0) + 475 (x0)kn (x0) + 6 (x0) T4 (o) + 4y (x0) 74" (x0) + T4 (x0) K" (x0)
+ ng(xo)zc;{(xo) + 47,4(x0) 74" (x0) K (%0) + 2Kn(x0)rg’2(x0) + 2K, (x0) T4 (x0) 74" (%)
— Ky (%) 75 (X0) — 9y (X0)T4% (X0) T4 (X0) — 374 () Ty (xg)iq' (%) — 6K, (xo)rg’z(xo)
— Tieg (x0)Tg(x0)T4" (x0) + Kg(xo)rg4(x0) + 2K4"" (xg) + 6K (x0)T4 (x0)

+ 5k, (x0) 74" (x0) + 274 (x0) iy (%) + 2757 (x0)ken (%0) + 41, (x0) T, (x0) T, (%)

—1en (%)% (%0) — 31y (x0)Tg (X0)Ty (%0)) | q(g) (o) (o) | + 205" (o)

ticn (x0)Tg" (x0) + 274 (X0 1cn () + Tg(x0) Ky (x0) + A3(157, (xo)rg’z(xo)

+ 10742 (x0)T,"" (o) — T4 (g — 745 () | £(e) q(x0) n(aco) |

+ (1073 (x0)T, (x0) — 574 (x0) 74" (x6) — 1074 (x6)T," (x0) | £(xtg) m(xg) q(xo) |
elde edilir. Burada |t(x0) q(xg) n(x0)| =1 oldugundan;

f(s)du(xo) = KLL(JA}) (x0) + 474 (x0) Ky (x0) + 6Ky (x0) T4 (x0) + 4Ky (X0)Tg (X0) + Tg(x0) K7 (X0)
+ ng(xo)lc;{(xo) + 474 (x0) 74" (x0) e (%0) + 2Kn(x0)rg’2(x0) + 2K, (x0) T4 (x0) 74" (x0)
— K (%) 75 (x0) — 9k (X0)T4% (X0) T, (x0) — 374 (o) Ty (xo)iy' (x0) — 6K, (xo)rg’z(xo)
— Tig(x0)Tg (x0)T4" (x0) + kg (x0)Tg* (x0) + 4icy"" (x0) + 8y (x0) T4  (X0) + 61y, (x0) 74" (x0)
+ 37,5 (x0)Kn (x0) + 27452 (x)rep (x0) + 4, ()T, (0T (x0) — e (x0) 74> (%)

— 3Ky (x0) T4 (x0)T4 (x0) + 23(15Tg(x0)’[g'2(x0) +107,%(x)7," (x0) — 75, ()

~1,5(x0)) — A2(107,3(x0), (x0) — 574(x0)7, " (o) — 107, (xo)T, (X)) (4.1.22)

olarak bulunur. Sonug olarak,
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f’du(xo) = f”du(xo) = ,”du(xO) = f(4)du(x0) = f(S)du(xO) =0 olmasi durumunda;

Kg}) (x0) + 414 (x0) Ky (x0) + 61y (x0) Ty (x0) + 4y (x0) T4 (x0) + Tg(x0) Ky (x0)
+474(x0) T4 (x0)Kp (%0) + Zrcn(xo)rg’z(xo) + 2K, (x0) T4 (x0)T4" (X0) — K;l(xo)rj (x0)
— 9Kn(x0)rg2(x0)rg’(x0) — 314(x0) T4 (x0)Ky" (o) — 6Ky (xo)rg’z(xo)

+cg ()T * (x0) + 4y (x0) + 8icy (x0)T," (x0) + 61, (%) 74" (%) + STQ(XO)K;;(XO)
+27,2 (x0) K (x0) + 41, (x0) T, (x0) T, (x0) — Ken (0) T4 (x0) — 3k, (x0) T, (x0)T, (x0)
+23 (157, (x0T, " (x0) + 1072 (x0)T4" (x0) — T, (29) — 745 (%))

— A2 (10743 (o) (x0) — 574 (x0)7y " (3g) — 107, (x0)74" (2) ) = 0

!
olur. Burada Ay = g (o) = L [(Kg(x")) reg (<o)

T9(x0)’ 2T 140x0) [\75(x0) 74(xo)

+ K, (xo)] oldugu

kullanilirsa,

Kg) (x0) + 474 (x0) Ky (x0) + 61cy (x0) T4 (x0) + 4ty (x0)Tg" (x0) + T5(x0) k7" (x0)
+47,(x0) T4 (x0) Kp (x0) + an(xo)tg’z(xo) + 215, (x0) T4 (x0)T4" () — Kp (%) 75 (%)
— 9Kn(x0)rg2(x0)rg’(x0) — 3145(x0) 74" (x0) K4 (x0) — 6K (xo)rg’z(xo)

iy (x0) Ty * (x0) + 4y (x0) + 8icy (x0)T," (x0) + 61, (%) 74" (%) + 3Tg(x0)l€;,l(x0)

+274%(x) Kn (%) + 4Kn(x0)Tg(x0)Tg’(x0) — Ien (%) 74> () — 3Kg(x0)Tg(x0)Tg,(x0)

(o) ! "
-+ :Z(j:])) (15Tg(x0)'l'g Z(XO) + 10Tg2(xO)Tg (xO) _ Tg(4)(x0) _ _L_g5(x0))

1 (x0) T (x0) =T (0D () =T % (X0 ren () +1¢g (0)Tg (X0)
5(x0)

=107, (x0)74" (%9) = 0

( 10Tg3(x0)7:g,(x0) - 5Tg(x0)Tgm(xo)

yazilir. Bu ifade diizenlenirse,

75 (xo)Ky) (x0) + 475 (%) Tg (x0) Ky, (x0) + 675 (x0) ke (x0) Ty (o) + 4ty (x0) T4 (X0) 74" (%)
+T§(x0)’€;{’(xo) + Tg(xo)’f;{(xo) + 4T§(x0)fg’(xo)’€;l(xo) + ZKn(xo)T:Z(xo)Tg'Z(xo)
+2Kn(x0)T§(x0)Tg”(x0) - Tg(xo)’f;l(xo) - 9Kn(x0)Tg5(x0)Tg’(xo)

+ 714 (x0)Ty (x0)icg" (x0) — 615 (x0) T (X0) 74" (0) — Ticg (x0) T (x0) Ty (o)
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+ 1, (X0)T,7 (o) + 4T3 (x)K, (%) + 8T (x0)iep (X0)T,' (o) + 6y () T3 (X0)T," ()
+ 3t (xo) ey (o) + 2745 () kg (30) + 4, (26) T (x0) T, () — K () T4 8 ()
— 13k, (xo)T (xo)Tg’(xo)15T (xo)Tg (xo) + 10Tg4(x0)fg”(xo) - Té (XO)Tg(4) (x0) — Tg7(x0)

— 10K, (xo)1, (xo)T (xo) + 5K (x0) T4 (x0) T, (xg)T g (xo) + 10Kg(x0)Tg’2(xo)Tg(xo)

nr

- 5Tg (xO)Kg (xo) (x0) — 10Tg(xo)Kg (xo)Tg (xo)Tg”(xo) - 10Kn(x0)T5(xo)Tg’(xo)Tg”(xo)

+ 514 (x0) T (x0) 74" (x0) + 10k (x0) T4 (x0) T4  (x0)T4" (x0) = 0

elde edilir.

(): Ispat agik.

Asagida asimptotik egri, jeodezik egri ve egrilik ¢izgisi i¢in tekillik sonuglarini verecegiz.
4.1.8. Sonug¢

a:l > G3 egrisi Vx€I igin T4(x) # 0 olan birim hizli asimptotik bir egri olsun. Bu

durumda f , = fonksiyonunun tekillikleri agsagidaki gibidir:

M) flau(ie) =0 o (a— wu@—mm+bwm+g%)<abem

@) flau(xo) = f"au(xo) =0 &
Kg(xo

(o — W) (xg) = t(xg) — Tg(lxo) [(Kg(xo)> Kg(xo)] (xo) + g(

Tg (x0) Tg (x0)

n(xo)

x)

B) f' 1 (0) = ' 1 (0) = f" 4 (o) = 0 &

(= 1)) = ) = [ (S22) 4 2] ) 4 5050y,

Tg(x0) 7g(x0) (%0)

75 (x0) g (x0) + 275 (x)1eg (x0) + kg () T4° (xo) — 1 (x0) T (%) T4 (x0)

‘|‘3Kg(xo)'fg(xo)’fé;2 (x0) — 3T5 (xo)Tg’(xo)Ké(xo) + Kg (xo)Té(xo)Tg’(xo) =0
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(4) f’du(xo) = f”du(xo) = ,”du(xO) = f(4)du(x0) =0e

(2= 0)(x0) = 1) = A [(5222) o 500 ) 4 5000

Tg(xo) Tg(xo) Tg(xo)

T4 (eodreg" () + 375 (x0)Tg (o) kg (o) + kg (x0) T4 (x0) T4  (x0) + 375 (x0) g (xo)
— Ky (xo)Tg (xo)}c”’(xo) Kg (xo)‘fg(xo)‘fg’(xo) + 4K, (xo)Tg (xo)Tg (xo)Tg”(xo)
+ 315 (x0) Ty (a09)+ 75 (a9 ke (x0) — 472 ()i () T4 (29) — 37 () ey (0) Ty (x)

- Kg(xO)Tg (o) + 41cg (x0) T (x0) 1 (20) + 3k (xo)Tg(xo)Tg (x0) =0

) faulxo) = f" 3, (x0) = £ 3, (60) = P 1, (x0) = f® 4, (x0) = 0 &

(0= 1)) = ) = —[(S22) 4 200 () + 500y,

Tg(xo) Tg(xo) Tg( 0)

3 ()Y (x0) + 715*(x0)T4" (o), (Xo) — 61y (X0) T3 (x0)Ty"? (Xo) = Ty (x0) T (x0)Ty (o)
+ 15 (x0) 7,7 (x0) + 47 (xo)Kg (xo) — 13k, (x0) T4 (x0) T4 (x0) + 1575 (xo)Tg' (%0)
+107,* (x0)T, " (x0) — T2 (o) Ty @ (x0) — 7,7 (x0) — 10K, (%0)T4(x0)T, "~ (o)

"

+5K 4 (x0) Ty (%6) Ty (36) T (x9) + 10k (x0)T,"* (x0) Ty (x0) — 5TZ(x0)14" (x0)Ty" (%)
=107, (xo)rg (x0)T4" (x0)Tg" (x0) + SKg(xo)T (x0)Tg" (x0) +

10Kg(x0)Tg(x0)Tg (XO)Tg”(xO) =0

Ispat: Egrimiz asimptotik egri oldugu i¢in x, = 0 olur. Bu durum 4.1.7 teoreminde yerine

yazilirsa yukaridaki denklemler elde edilir.
4.1.9. Sonug¢

a:l - G3 egrisi Vx€I igin T4(x) # 0 olan birim hizli jeodezik bir egri olsun. Bu

durumda f , ~fonksiyonunun tekillikleri asagidaki gibidir.
(M) flau(xo) =0 & (a—u)(xp) = tlxo) + A2q(x0), 12 ER
2) fauxo) = f"au(x0) =0 & (@ —uw)(xo) = t(xo)

) ' (xo) = 74, (x0) = 1, (x0) = 0 & (@ —u)(xo) = t(xo)
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@ f' 4, (x0) = £ 3, (o) = " 1, (xo) = f® 4, (x0) = 0 & (@ —u)(x0) = t(xo)

B fau(o) = f" 3, (x0) = £ 3, (x0) = f® 4, (x0) = £ 1, (x0) = 0 & (& — w)(xo) = t(xo)

10742 (x0) 74" (x9) — 74" (x0) — 74° (x0) = 0

Ispat: Egrimiz jeodezik egri oldugu igin kg =0 olur. Bu durum 4.1.7 teoreminde yerine

yazilirsa yukaridaki denklemler elde edilir.
4.1.10. Sonug¢

a:] > G3 egrisi Vx€l igin birim hizli bir egrilik ¢izgisi olsun. Bu durumda f du

fonksiyonunun ardisik tiirevleri sifirdir.

Ispat: Egrimiz egrilik ¢izgisi oldugu icin 7, = 0 olur. Bu durum 4.1.7 teoreminde yerine

yazilirsa ardisik tiirevlerin sifir oldugu elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, Galile uzayinda Darboux catisina gore tanimlanan bazi fonksiyonlarin
tekillikleri icin gerek ve yeter kosullar verildi. Bu kosullar kullanilarak bir yiizey iizerinde
jeodezik, egrilik ¢izgisi ve asimptotik egri gibi baz1 6zel egriler i¢in sonuglar elde edildi.
Burada incelenen fonksiyonlara benzer fonksiyonlar tanimlanarak tekillik kosullar
arastirilip geometrik karakterizasyonlar verilebilir. Ayrica bu fonksiyonlar farkli uzaylarda

tanimlanip benzer incelemeler igin tekillik kosullar1 elde edilebilir.
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