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OZET

Bu tez c¢aligmasinda; anti-periyodik simir-deger-gecis probleminin temel ¢6ziimlerinin
asimptotik davraniglari aragtirilmigtir. Bes boliimden olugan bu galigmada birinci boliimde,
arastirilan konunun giincelligi, uygulama alanlar ile ilgili kisa bilgiler verilmistir. Ikinci
boliimde, Sturm-Liouville teorisi ile ilgili literatiirde yer alan caligmalara deginilmigtir.
Uciincii boliimde, bu tez calismasinda kullanlacak olan temel tanim ve teoremlere yer
verilmigtir. Doérdiincii boliimde anti-periyodik sinir sartlari ve gegis sartlari ile birlikte
Sturm-Liouville problemi ifade edilerek probleme uygun Hilbert uzay: inga edilmistir. Baz
yardimci baglangic-deger problemleri incelenerek ele alinan problem igin temel ¢6ztim
fonksiyonlar1 tanimlanmigtir ve bu temel ¢oziimlerin 6zdeger parametresine gore asimptotik
davranigi incelenmigtir. Beginci ve son boliimde ise bu g¢aligmadan elde edilen sonuglara
deginilmistir.

Anahtar Kelimeler : Anti-periyodik Sturm - Liouville problemi, 6zdeger, 6zfonksiyon,
gecis sartlar.
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ABSTRACT

In this thesis, asymptotic behavior of fundamental solutions of the anti-periodic boundary-
value-transition problem was investigated. In this study which consists of five chapters, In
the first part, short information about the actuality and application areas of the researched
subject is given. In the second chapter, studies in the literature on Sturm-Liouville theory are
mentioned. In the third chapter, the basic definitions and theorems to be used in this thesis
work are given. In the fourth chapter, the Sturm-Liouville problem is expressed with the anti-
periodic boundary conditions and transition conditions, the Hilbert space corresponding to
the problem is established. Basic solution functions were defined for the problem addressed by
examining some auxiliary initial value problems and the asymptotic behavior of these basic
solutions according to the eigenvalue parameter was examined. In the fifth and last part, the
results obtained from this study are mentioned.

Key Words : Anti-periodic Sturm-Liouville problem, eigenvalue, eigenfunction,
transition conditions.

Page Number 163

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Kadriye AYDEMIR



vi

ON SOZ ve TESEKKUR

Bu tez ¢aligmasinda her tiirli bilgisini, destegini ve tecriibesini benimle paylasan
daima yanimizda durarak karanlik noktalara igik olan ¢ok degerli danigman hocam
Saymm Doc¢. Dr. Kadriye AYDEMIR’e ve bu tez calismasimin ortaya cikmasindaki
degerli katkilaridan 6tiirii Sayin Prof. Dr. Mustafa KANDEMIR’e en icten saygi ve

sevgilerimle tegekkiir ederim.

Hayatim boyunca fedakar bir durug sergileyerek her zaman yanimda olan ve hayata
umut dolu gozlerle bakmami saglayan aileme, lizerimde emegi olan biitiin hocalarima

tesekkiirii borg¢ bilirim.



vii

ICINDEKILER

Sayfa

OZET . . . . . iv
ABSTRACT . . . . . . v
ON SOZ ve TESEKKUR . . . . . .. .. .. . vi
ICINDEKILER . . . . . . . . . ., vii
SIMGELER VE KISALTMALAR . . . . . . ... ... ... ... ... ..... viii
L.GIRIS . . . . 1
2. LITERATUR OZETI . . .. .. . . .. .. . . ... ... ... 2
3. GENEL BILGILER . . . . ... . ... . ... . ... ...... 10
4. BULGULAR . . . . . . . 23
4.1. Smur Deger Probleminin Ifadesi . . . . . .. .. ... .. ... ... ... 23

4.2. Verilmig Simir-Deger-Gegis Problemine Uygun Hilbert Uzaymin ve

Diferansiyel Operatoriin Kurulmast . . . . . .. ... ... ... ... .. 23
4.3. Problemin Urettigi A Operatoriiniin Simetrikligi . . . . . ... ... .. 30
4.4. Baz1 Yardimcr Baglangig-Deger Problemleri ve Coziimleri. . . . . . . . . 32
4.5. Temel Coziimler ile Esdeger Olan Integral Denklemler . . . . . . . . .. 38

4.6. Temel Coziimlerin Ozdeger Parametresine Gore Asimptotik Davranist . 42

4.7. Esas Cozliim Sistemi ve Simmir Fonksiyonunun Asimptotigi . . . . . . . . . 53
4.7.1. Esas Cozlimler ve Sinir Fonksiyonu . . . . . . ... ... ... .. 53

4.7.2. Smir Fonksiyonunun Asimptotigi . . . . . . .. ... ... o7
5.SONUC ve ONERILER . . . . . . .. oo 60
KAYNAKLAR . . . 61

OZGECMIS . . . . . . 63



viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler Aciklamalar

Ls[a, b] [a, b] tzerinde Olgiilebilir, 2. kuvvetten Lebesgue
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

L,(E) E kiimesinde Olc¢iilebilir, p. kuvvetten Lebesgue
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

X X’in kapanisi

T* T'nin eglenegi

Cla, b] [a,b] C R {izerinde siirekli fonksiyonlarin uzay:

C"[a, b] [a,b] tizerinde tamimli n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlarin uzay1

C(I,F) Sirekli f : I — F (Buwrada F = R ya da F = C)
fonksiyonlarinin sinifi

C'(I1,F) Birinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir f @ [ — F
(Burada F = R ya da F = C) fonksiyonlarimin smafi

C?*(1,F) Ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir f : I — T
(Burada F = R ya da F = C) fonksiyonlarimin smfi

1| Sinirh lineer T operatoriiniin normu

||l| u vektoriintin (elemaninin) normu

(u,v) u ve v’nin i¢ ¢arpimi



1. GIRIS

Matematiksel fizikte ortaya cikan bir¢ok problemin ¢oéziimii i¢cin uygulanan Fourier
yontemi (degiskenlerine ayirma yontemi) adi diferansiyel denklemler i¢in spektral
parametre iceren sinir-deger problemlerinin aragtirilmasini  gerektirmektedir. Bu
ozelliklere ornek olarak 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotiginin bulunmasi, Green

fonksiyonunun inga edilmesi vb. gosterilebilir.

Bu tez galigmasinin esas amaci literatiirde daha 6nce aragtirilmamig yeni tipten bir
anti-periyodik siir-deger probleminin en temel spektral 6zelliklerinin incelenmesidir.
Aragtirilan spektral problemin en esas farklandirici 6zelligi bir i¢ siireksizlik noktasi
ile verilmesi ve bu siireksizlik noktasinda gecis sart1 icermesidir. Bu nedenle tez
caligmasinda incelenen problem klasik Sturm-Liouville problemlerinden farkli olan

orijinal bir simir-deger problemidir.



2. LITERATUR OZETI

Is1 yayilimi probleminin ¢oziimii iizerine galigmalar yapildigi sirada ortaya cikan ve
literatiirde Sturm-Liouville problemleri (SLP) olarak adlandirilan smir-deger
problemleri ilk kez 19. yiizyiln ilk yarisinda C. Sturm ve J. Liouville tarafindan
tanimlanmis ve incelenmistir. Matematiksel fizik problemlerinin arastirilmasi, klasik
Sturm-Liouville teorisini ilgi odagi haline getirmigs ve bu teorinin daha da

geligtirilmesi ihtiyaci ortaya ¢ikmigtir.

Ornegin; kristal orgiide iletken elektronun hareketi icin basit bir model, periyodik
potansiyele sahip zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi bi¢iminde ifade edilir. Bu
potansiyel, kristal orgiideki iyonlar ve kristaldeki diger elektronlardan kaynaklanan
kuvvetlerin elektronun hareketi iizerindeki etkisini agiklar. Bu problemin tek boyutlu
oldugu diisiiniiliirse elektronun dalga fonksiyonu olan V'(z) potansiyeli periyodik bir
fonksiyon olmak {izere

h2
e = — 5 Yoo + Vi(z)y (2.1)

Schrodinger denklemi elde edilir. Periyodu a ile gosterilirse V(z + a) = V(z) saglanr.
O halde

= (), =2 (2), m T8

a a
degisken degigimleri yapildiktan sonra u normal dalga fonksiyonu, A enerji parametresi,

q(z + 1) = g(x) olmak iizere (2.1) Schrodinger denklemi
—u + q(z)u = (2.2)

bigimindeki Sturm-Liouville denklemine indirgenir. Schrédinger denkleminin
spektrumu genelde siireklidir ve kapali araliklarin birlesiminden veya bogluklarla
ayrilmig bantlardan olusur. Bu bantlarin ve bogluklarin varligi, kristallerin iletkenlik
ozellikleri igin Onemli etkilere sahiptir. Enerjisi bantlardan birinde bulunan
elektronlar kristal boyunca serbest¢e hareket ederken enerjisi bosgluklardan birinde
bulunan elektronlar biiyiik mesafeler boyunca hareket edemez. Bir kristal, bos
olmayan enerji bantlar1 tamamen elektronlarla doluysa bir yalitkan gibi davranir, bir
metal gibi sadece kismen doldurulmus enerji bantlarma sahipse (ylizde 10 ile 90
arasinda) elektrik iletir. Yar: iletkenler genellikle tam bir valans bandina sahiptir,
ancak kiiciik bir bant boslugu enerjileri £, ile termal enerji kg7 aym diizendedir.
Sonug olarak elektronlar valans bandindan bog bir iletim bandina termal olarak

uyarilabilir. Daha sonra uyarilmig elektronlar ve valans bandinda biraktiklar1 delikler



elektrigi iletirler. Bir boyutlu Schrodinger operatoriiniin spektrumunu incelemek igin
periyodik katsayili lineer adi diferansiyel denklemlere uygulanan Floquet teorisi
kullanilir. Floquet teorisi ayrica adi diferansiyel denklemlerin zaman-periyodik
¢Oztimlerinin kararlhihgimi incelemek i¢in de kullanilir. Denklemdeki ¢(z) katsayisinin
periyodikligi ¢oziimlerin periyodik oldugu anlamina gelmez ancak u(zx) bir ¢oziim ise
o zaman u(x + 1)’in de ¢oziim oldugu anlamma gelir. Ornegin; v + v = 0 adi
diferansiyel denklemi periyodu 1 olan katsayilara sahiptir. Bu denklemin cosx ve sinx
¢oztimleri 1-periyodik degildir, ancak sin(x + 1) = sinzcosl + sinlcosz ve
cos(x + 1) = coszcosl — sinzsinl bir ¢oziimdiirler. Floquet teorisi perspektifinde

q(z) = 0 oldugu diigiiniiliirse (2.2) denklemi

"

—u = u
seklindedir. Eger A\ < 0 ise adi diferansiyel denklemin temel ¢oziim cifti

—/=Xz V=z

ur(z;A) =e , us(T;\) =e
seklindedir. Buradan

w(z+ 1A = eV u (N, u(z+ 1) = eV uy(z; \)
elde edilir. Boylece uy(x + 1; \) ve ug(z + 1; ) ¢oziimlerinin

ur(z 4+ 1; \) = anug(x; ) + aggus(z; N)

us(x 4+ 1; ) = anyug (5 A) + agaus(z; N)

bi¢iminde ifade edildigi goriiliir. Bu sistemin matrisinin

ailr aig

A=

21 QA22
oldugu géz éniine alinirsa A(\) kdsegen matrisinin izi D()\) = 2coshy/—A dir.
Eger A > 0 ise —u" = Au adi diferansiyel denklemin temel ¢oziim cifti
uy (23 \) = cos(VAz), us(x; \) = sin(vVAz)
seklindedir. Boylece

wy (2 + 15 0) = cos(VN)uy (2 X) — sin(vVA)ug(z; \)



Uy (z + 15 0) = sin(VX)ug (23 ) + cos(V A )up(z; \)

elde edilir. Burada D(A\) = 2cosv/A dir. Boylece siirekli spektruma kargilik gelen
0 <z < oo igin |[D(N)| <2 dir. Ayrica D(A) =2, A = (2m)?*r? oldugunda denklemin
iki boyutlu uzayda 1-periyodik ¢oziimleri, D(\) = —2, X = (2m + 1)*7? oldugunda
denklemin iki boyutlu uzayda 2-periyodik ¢oziimleri vardir. Sifir olmayan periyodik
potansiyeller i¢in D(\) davramgi benzerdir ancak yerel maksimum degerleri genel
olarak 2 den biiyiik ve yerel minimum degerleri genel olarak —2 den kiigiiktiir. Bu
durum bosluklarla ayrilmis, siirekli spektrum bantlar1 olan bir yapiya yol acar. Ozel
olarak periyodik bir ¢(x) potansiyeli verildiginde iki yardime1 6zdeger problemi ortaya

konmaktadir.

Simdi

bigimindeki sinir-deger problemi (SDP) goz 6niine alinsin. Bu regiiler Sturm-Liouville

ozdeger problemidir ve spektrumu n — oo i¢in A\, — oo olmak iizere
A <A< A<

gibi sonsuz bir reel 6zdegerler dizisinden olugur. Burada iki kath 6zdegerler varsa diziye

iki kez dahil edilir.

Diger taraftan
—u" 4 q(x)u = pu

’ !

u(0) = —u(1l), u(0)=—u(1)

bigimindeki Sturm-Liouville probleminin spektrumu n — oo i¢in u,, — oo olmak iizere

o < pg < pug <oeee

gibi sonsuz bir reel 6zdegerler dizisinden olusur, burada iki kath herhangi bir 6zdeger

iki kez yazilmigtir.

1908 yilinda George D. Birkhoff yayimlanmig oldugu makalede

dny dn—ly "
T + A, 1 (x, )\>W + -+ ANag(z, )y =0



formundaki 6zdeger parametresine bagl lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
asimptotik davraniglarini incelemistir. Birkhoff bu caligmasinda regiiler simir sartlar
kavramini tanimlamig, probleme uygun diferansiyel operatoriin 6zfonksiyonlarindan ve
ozfonksiyonlara baglanmig fonksiyonlardan olusan sistemin tamligi hakkinda teorem

ispatlamigtir [7].

Daha sonra Tamarkin, calismasinda parametreye bagl lineer diferansiyel denklemler
icin temel ¢Oziim sisteminin asimptotigini bulmus, regiiler siir gartlari ile birlikte
gliclii regiiler sinir sartlar1 tanmimlamis ve bu smir sartlar altinda 6zfonksiyonlar ve

ozfonksiyonlara baglanmig fonksiyonlarin serisine agilim 6zelliklerini incelemigtir [24].

Daha sonraki yillarda fizigin ortaya koydugu yeni somut fizik problemlerinin
aragtirilmasi diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin hizla gelismesine yol
agmigtir. Giliniimiizde de Sturm-Liouville problemleri spektral teorinin ihtiyag

duydugu en giincel konulardan biri olmaya devam etmektedir.

Lee, ¢aligmasinda klasik Sturm-Liouville 6zdeger problemi ile iligkili spektral ve salinim

teorisinin periyodik analoglarimi sunmustur [13].

Berghe, Daele ve Meyer, calismasinda regiiler Sturm-Liouville problemlerinin
ozdegerleri periyodik ve yari-periyodik sinir kogullari altinda arasgtirilmig ve yaklagik
Ozdegerlerin hatasimi azaltmak igin basit bir lineer bagimli ¢ok adimli yéntemin

kullanilabilecegi gosterilmigtir [6].

Liu, calismasinda

u™(s) = f(s,u(s),u(ai(s)), - ,ulan(s))) , ae se0,5]
Au'(sy) = Lip(u(sg), -+ ,u" (s) ,k=1,---p

n. mertebeden fonksiyonel diferansiyel denkleminin impulse etkileri ve

periyodik sinir kogullari ile birlikte periyodik sinir deger probleminin ¢oziimleri igin
varlik problemlerini aragtirmistir. Kullanilan metot Mawhin’in tesadiif derecesi
teorisine ve bazi teknik egitsizliklere dayanmaktadir. Ayrica ana sonuglar1 géstermek

i¢in 6rnekler sunulmusgtur [14].

Wang, calismasinda sabit nokta teoremini kullanarak zaman Olceklerinde impulsive



dinamik denklemleri i¢in birinci dereceden periyodik sinir-deger problemlerinin sinifina
ait bir ve iki pozitif ¢dziimiinii aragtirmistir. Bu makalede ana sonuclari gostermek i¢in

iki 6rnek verilmisgtir [26].

Malathi, Mohamed ve Bachok, makalesinde birinci dereceden adi diferansiyel
denklemlerin sistemine indirgenme yapilmadan c¢ekim teknigi kullanilarak dogrudan
integrasyon yontemiyle periyodik Sturm-Liouville problemlerinin 6zdegerleri
aragtirilmigtir. Bu caliygmada Floquet teorisi, Sturm-Liouville problemlerinin agikar
olmayan bir c¢oziimiinii bulmak i¢in uygulanir ve Ozdegerlere c¢ekim teknikleri
kullanilarak yaklasilir. Ayrica dogrudan integrasyon yontemiyle elde edilen sonuclar
ile birinci dereceden adi diferansiyel denklemlerin azaltilmasiyla karsilagtirilan

hesaplama avantajlar sunulmaktadir [15].

Boumenir, yayimlamig oldugu makalede Paley-Wiener uzaylarinda interpolasyon
teknikleri kullanarak periyodik bir Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerinin
hesaplanmas1 ile ilgilenmistir. Klasik regiiler Sturm-Liouville problemlerinin

ozdegerlerini periyodik sinir kogullariyla hesaplamak icin

=" (t, 1) + Q(t)ult, p) = pPult, ) t€[0,w]

/ / (2.3)
w(0, 1) = u(w, p) ve w(0,pn) =u(w,p)

seklinde yeni bir yontem tamitmugtir, burada Q(t) € L'(0,w) dir. Genel olarak
(2.3)’tin spektrumunun, ayrilmig sinir kogullarinda oldugu gibi basit olmayabilecegini
ve bunun biiyiik bir zorluk oldugunu hatirlatmistir. Bu durumda siir fonksiyonunun
iyi bilinen Hill diskriminant1 oldugu ortaya cikiyor ve bu yaklagim i¢in sadece birkag
degere ihtiya¢ oldugunu belirtmistir. Kesme hatasinin sayisal tarafta daha yiiksek
dogruluk saglayan ve ozdeger ile iligkili 6rnekleme noktalariin sayisi arttirilarak en
aza indirilebilecegini ifade ederek 6zdeger eklerinin ve sonuglarinin iyi bilinen Sleign2
koduyla karsilagtirilmasinin = saglandigr  birka¢ ornegi incelemigtir. Ydntemin
ozelliklerinden biri, c¢ift 6zdegerlerin yerini bulma olasiligidir. Gergekten de kesme
hatasini en aza indirgeyerek, yakin ozdegerleri yakinlastirabilecegini ifade etmigtir.
Periyodik Sturm-Liouville operatoriiniin spektral teorisinin kalbinde yer alan Hill

diskriminanti

A(p) = uy(w, i) + uy(w, 1)



seklinde tanimlanir. Burada u, (¢, 1) ve uo(t, i)

U1(0>M) =1 ve UQ(OJIU’) =0

uy (0, 1) =0 us(0, 1) = 1
sartlarini saglayan (2.3)’iin iki bagimsiz ¢oziimiidiir. p? nin (2.3) ile iligkili bir 6zdeger
oldugunu ve g nin A(p) = 2 denkleminin ¢6ziimii oldugunu hatirlatmigtir. Hill
diskriminantinin interpolasyonu i¢in analitik fonksiyonlar agisindan uygun bir temsil

bulunmasi gerektigini belirtmigtir. Ters spektral teoriden wu; (¢, 1) ve us(t, 1)

t
ur(t,p) = Costu+/ K (t,n) cosnudn
0

sint t sin
ug(t,p) = M”Jr/ Ks(t,n) /Zmdn
0

esitlikleri ile temsil edilebilir; buradaki K7 ve K5 doniigiim operatorlerinin ¢ekirdegidir.
@’nun yerel olarak integrallenebilir m tane tiirevi varsa K; ve Ky'mnin yerel olarak
integrallenebilir m + 1 tane tiirevi oldugunu hatirlatarak m = 0 i¢in bu K; ve Ky'nin
yerel olarak integrallenebilir oldugunu, K; ve Kjy'mnin siirekli fonksiyonlar oldugunu
ifade etmigtir. Lyapunov fonksiyonunun veya (2.3) i¢in Hill diskriminantinin K ve K,

kullanilarak acgiklanabilecegini belirtmigtir. Buradan

Ap) s = wy(w, p) + up(w, p)
sin wp sinwp

i
“10 0 sinnu
[ [ + S|

= 2coswp + Ki(w,w)

+ KQ(wa w)

elde edilir. Asagida

“1o 0 sin
S = [ |t + it 2
0 H

ot
¢ = /0 Q)ldn

¢ = e (e [ nlQumidn)

sin z

gosterimlerinden ve

exp(|[Imz|)
1+ |z|

z



esitsizliginden yararlandigini belirterek daha sonra Paley-Wiener uzayinin

oo

PWw:{F(u) | F ()| < MelTmil e /

—00

wwmmu<m}

esitligi ile tamimlandigini elde etmistir.

Kilw.) = Kafwrw) =5 [ Qs

esitligini hatirlatarak sonug olarak

sinw @
A(p) = 2coswp + . & / Q(n)dn + S(u)
0
elde edildigini gostermigtir [8].

Aydemir ve Mukhtarov, caligmasinda iki aralikli Sturm-Liouville 6zfonksiyon
acilimlarina esas olarak integral denklemler yontemine dayanan yeni bir yaklagim
sunmuglardir. Burada Sturm-Liouville problemi bir i¢ noktada iki tamamlayic1 gecis

sartiyla birlikte ele alimmigtir [1].

Kandemir, calismasinda lokal olmayan sinir kogullar1 ve gecis kosullar1 ile birlikte
siireksiz katsayili ikinci mertebeden eliptik diferansiyel operator denklemlerini igeren

lokal olmayan smir-deger problemleri ele alinmigtir [10].

Aydemir ve Mukhtarov, calismasinda bir i¢ noktada siireksizlige sahip olan bir
Sturm-Liouville probleminin &zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin baz1 spektral
ozellikleri incelenmigtir. Kendi yaklagimlarini kullanarak ¢zfonksiyon geniglemelerinin
diizgiin yakinsamasi, Parseval esitligi, Rayleigh-Ritz formiilii, minimax ilkesi ve
dikkate alinan simir-deger-gecis problemi ic¢in 6zdegerlerin monotonlugu gibi 6zellikler

aragtirilmigtir [2].

Aydemir ve Mukhtarov, makalesinde 6zdeger parametresinin sadece denklemde degil,
aynt zamanda smir ve gecis kogullarinda da ortaya ciktigi iki ayrik aralikta
Sturm-Liouville problemlerinin yeni bir smufi aragtirlmustir. Ozdegerlerin  ve
ozdegerlere kargihik gelen oOzfonksiyonlarin bazi spektral oOzellikleri incelenmigtir.
Ozellikle 6zdegerlerin  asimptotik  davramsi  ve karsiik gelen ozfonksiyonlar

incelenmistir [3].

Mukhtarov, Olgar, Aydemir ve Jabbarov makalesinde iki ayrik aralikta

Sturm-Liouville denkleminin bir siir-deger problemi sinifini siireksizlik noktasindaki



ilave gecis sartlariyla birlikte incelemistir. A spektral parametresi sadece
Sturm-Liouville  denkleminde degil ayni zamanda smir kosullarinda da
bulunmaktadir. Bu simir-deger problemlerinin operator-denklem  formiilasyonu

olugturularak spektral 6zellikleri aragtirilmigtir [22].

Kandemir ve Mukhtarov, calismalarinda iki ayrik aralikta simir gecis kogullar ile
birlikte eliptik diferansiyel-operator denklemi ele alinmigtir. Sinir gecis kogullarimin,
sonlu sayida i¢ noktalar ve soyut lineer operatorler icerebilecegi belirtilmistir. Kok
fonksiyonlar1 sisteminin ilgili Hilbert uzayinda bir Abel baz1 olusturdugu

kanitlanmigtir [12].

Son yillarda gegis sart1 igeren Sturm-Liouville problemleri [4, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 21]

vb. ¢aligmalarinda da oldukga genis ve farkli 6zellikleri ile aragtirilmigtir.
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3. GENEL BILGILER

Bu kesimde u(x) fonksiyonlarinin reel degerli ya da kompleks degerli fonksiyon olduklar
kabul edilecektir. Bu nedenle agagida F gosterimi hem R hem de C cisimlerini temsil
edecek sekilde kullanilacaktir. Ayrica burada [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] araliklarmin
her biri ortak I simgesi ile gosterilecektir; burada —oco < a < b < 400 dur (yani
I agik, kapali, yar agik, simirh veya simirsiz olsun). C(I,F), CY(I,F), C*(I,F), ---
gosterimleri siirekli, birinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir, ikinci mertebeden stirekli

tiirevlenebilir fonksiyonlarin simiflar1 i¢in kullanilacaktir.
Her i € N igin C*(I,F) C C*"'(I,F) ve C°(I,F) := C(I,F) dir.

3.1. Tammm H, F (kompleks veya reel) cismi tizerinde tanimlanan bir lineer uzay olsun.

( , ):HxH — T fonksiyonu

i. Va,B€F, Va,yz€ H i¢in (azx+ By,z) = alx,2) + By, 2)

(y, )

ii. Ve,ye H i¢gin (x,y) =
) >0 ve (r,z) =0 2x=0

iii. Vee H ig¢in (z,z

kogullarini saghyorsa ( , ) fonksiyonuna H lineer uzay iizerinde bir i¢ ¢arpim H'ye

de i¢ ¢arpim uzay1 denir ve (H,( , )) ile gosterilir [9)].

3.2. Tamm (H,( , )) i¢carpim uzayi olsun. Eger H, Vx € H igin ||z| = /(z,z)

i¢ carpimdan indirgenen norma gore tam ise H’ye Hilbert uzay1 denir [9].

3.3. Tamm p € CY(I,F) ve ¢ € C(I,F) olmak iizere ve

(L) = 4 ()5 = alouta)

L : C*I,F) — C(I,F), wu(x) — (Lu)(z) seklinde tanimlanan déniigiime Sturm-

Liouville operatorii adi verilir.

3.1. Not Dikkat edilirse u € C?*(I,F) ise Lu € C(I,F) oldugu agiktir. L'nin bir lineer

operator oldugu kolayca gosterilebilir.

Gergekten Yu,v € C*(I,F), Vo, € F  igin

et o) = 1 (pe) ")~ gto)fau+ o0

L(au + fv) = aL(u) + SL(v)
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elde edilir.

3.4. Tammm 7 € C(I,F) olmak {izere A € F 6zdeger parametresine bagh
Lu+Xru=0, xel (3.1)

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir.

(3.1) Sturm-Liouville denklemi uygun simir kogullari ile birlikte Sturm-Liouville

problemi (sistemi) olarak adlandirilir.

Asagidaki tammmlarda I = [a,b] nin smirh veya kapal aralik; p, ¢, r reel degerli
fonksiyonlar; p € CY(I,R), ¢,r € C(I,R) ve u € C?*(I,F) oldugu goz oniine

alimacaktir.

3.5. Tamim Bir Sturm-Liouville denkleminde yukaridaki sartlara ek olarak V z € [a, b]
i¢in p(z), r(x) > 0 sartlar1 da saglanirsa o halde bu denkleme regiiler Sturm-Liouville

operatorii (veya denklemi) denir.

3.6. Tammm I = [a,b] arahginda verilmig "L" operatorii regiiler Sturm-Liouville
operatori ise

Lu+ Aru=0
oqu(a) + agu (a) =0, Byu(b) + fou (b) =0
problemine regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Burada oy, as, (1, (2 € R,
al+as>0 ve Bi+62>0 dir.
3.7. Tamm ay, o, 1, f2 €ER, af + a2 >0 ve 2+ 33 > 0 olmak iizere

Lu+Xru=0

oqu(a) + oo (a) =0, Byu(d) + fou () =0

regiiler Sturm-Liouville problemi verilsin. Regiiler olmayan Sturm-Liouville problemine

singiiler Sturm-Liouville problemi denir. O halde

i. a ve b noktalarindan en az biri sonsuzdur
ii. Herhangi bir x € [a, b] igin p(z) = 0 veya r(xz) =0
iii. p(x) ve ¢(x) fonksiyonlarimin en az birinin sinir noktalarinin en az birinde sonlu

limiti yoktur
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durumlarindan en az biri saglaniyorsa singiiler Sturm-Liouville problemi elde edilir.

3.8. Tamm p € C'(R,R), ¢,r € C(R,R) nin (b — a) periyotlu fonksiyonlar oldugu

durumda

/

u(a) = ud) , u(a)=u(b)

periyodik sinir gartlari ile verilen regiiler bir Sturm-Liouville denkleminden olusan
probleme periyodik Sturm-Liouville problemi denir (burada w periyodik olarak [a, b]

den C?(R,R)’ye genisletilebilir).

3.9. Tamm p € CYR,R), ¢,r € C(R,R) nin (b — a) periyotlu fonksiyonlar oldugu

durumda

! /

u(a) = —u(b) , wu(a)=—u(b)

anti-periyodik sinir gartlari ile verilen regiiler bir Sturm-Liouville denkleminden olugsan
probleme anti-periyodik Sturm-Liouville problemi denir (burada u periyodik olarak

[a,b] den C?*(R,R)’ye genisletilebilir).

3.1. Teorem (Lagrange Ozdesligi) V u,v € C?(I,F) icin

[Pl (v 2)]

ulv —vLu =
esitligi saglanir.
Burada W (u,v;z) = u'v — uv’ fonksiyonuna Wronskian denir.

fspat

ulv —vLu = u(pv) — (pu) +vqu

esitligi saglanir. Lagrange 6zdegliginden kolayca agagidaki 6nemli formiil elde edilir.

3.10. Tamm (Green Formiilii) V u,v € C*(I,F) igin

b
[ ke~ vLuyde = fplur’ — o o)l = BV (),
esitligi saglanir.

3.11. Tanim wu ve v ayni homojen sinir sartlarin saglayan iki fonksiyon olsun.

d d

L=—(p(z)-—) —qlz), a<z<b
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operatori

b
(u, Lv) = (Lu,v) yani / (uLv —vLu)dx =0
esitligini saghyorsa L operatorii kendine egleniktir denir.

3.2. Teorem p(a) = p(b), I = [a,b] olmak iizere u € C*(I,F), p € C*(I,R), ¢,r €
C(I,R), her x € I igin p(x) > 0, r(x) > 0 ve A € C ise & den bagimsiz kompleks
parametre olsun.

Lu+Xru=0

esitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville problemi kendine egleniktir.

Ispat wu, v € C?(I,F) olmak iizere verilen problemin kendine eslenik olmasi icin gerek

ve yeter sart fab(uLv —vLu)dz = 0 olmasidir.

£ = L (o) P2) — gauta) + r(ayue)
d dv(x)

Lv (p()

) = q(@)v(x) + Ar(z)o()

:% dx

esitliklerinden Lu ifadesi v ile Lo ifadesi u ile ¢arpilirsa

vLu = pu' v+ pu'v — quu + Aruv

ulv = puwv” + puwv’ — quu + Aruv
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa c¢ikarilarak diizenlenirse

ulv —vlu = pluww’ —u'v)+p (W —u'v)
= plw —u'v) +p (ww —u'v)
= [pw —uv)]
oldugu goriiliir. Son esitlik a 'dan b ’ye integrallenirse
b ’ ’
/ (uLv —vLiu)der = pluv —uv)®

= p(0)[u(b)v'(b) — ' (b)v(b)] — p(a)[u(a)v
esitligi elde edilir. Burada p(a) = p(b), u(a) = u(b), u'(a) = u'(b), v(a) = v(b),

v'(a) = v'(b) esitlikleri dikkate alnirsa

b
/ (uLv — vLu)dz =0
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bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

3.12. Tanim A kompleks parametresine bagl Sturm-Liouville probleminin herhangi bir
agikar olmayan u # 0 ¢oziimi varsa A ’ya bu problemin 6zdegeri, u fonksiyonuna ise

bu 6zdegere kargilik gelen 6zfonksiyon denir.

3.13. Tammm r € C(I,R) ve V x € [ igin r(z) > 0 olsun. u, v € C(I,F) olmak tizere
eger

(u,v), = /lu(as)v(az)r(as)dm =0

esitligi saglaniyorsa u ve v fonksiyonlar1 r agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir denir.

3.1. Lemma wu; ve us periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlar: ise

u(r) ()

Wiuq, ug; ) = )
( ) us(z)  uy()

Wronskiani igin

W (uy, ug; a) = Wus, ug; b)

esitligi saglanir.

3.3. Teorem Periyodik Sturm-Liouville probleminin \; # Ay olmak iizere \; ve Ay
Ozdegerlerine kargilik gelen wu; ve wus Ozfonksiyonlari r agirlik fonksiyonuna gore

ortogonaldir. Yani
(u1,ug)r =0

dir.

Ispat p(a) = p(b) olmak iizere

periyodik Sturm-Liouville problemi goz oniine alinsin. Bu periyodik Sturm-Liouville
sinir deger probleminin farkli 6zdegerleri Ay , Ay ve bu oOzdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlar1 sirasiyla u; ve uy olsun.

Green formiuli kullanmlarak

/ (ur Ly — up Ly )dz = [p(uruy — uqus)]| = [pW (ur, us)] |2 (3.2)
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yazilabilir. O halde;

!/

ui(a) = uy(b) , wi(a) = u,(b)

/

uz(a) = us(b) , uy(a) = uy(0)
LU1 + )\17“u1 =0 s LUQ + )\QT‘UQ =0

esitlikleri yazilabilir. Ayrica
Luy = —M\iruy , Luy = —Xorus (3.3)
esitlikleri (3.2)'nin sol tarafinda yerine yazilirsa
b b
/ (uy Lug — ugLuy)dx = / [ug (—Aarug) — ug(—Ayruy)]de

b
= (M — )\2)/ uy(x)us(x)r(z)dx
= ()\1 - )\2)<U1,U2>r

elde edilir. Buradan,

(A1 — Xo)(ug, ug), = [pW(U17U2)”Z

u(b) i, (b) u(a) y(a)
= b —pla
PO ) wo) | " )
u(b) i, (b) un(a) y(a)
= b —pla
PO v | " w
= 0

elde edilir. Boylece (A1 — Ag)(uq,us), = 0 ve Ay # Ag oldugu i¢in (uy, us), = 0 oldugu

goriiliir. O halde u; ve uy 6zfonksiyonlar: r agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

3.2. Lemma (), u) bir dzdeger-6zfonksiyon cifti ise (A, %) de bir 6zdeger-6zfonksiyon

ciftidir.

Ispat Lu + Aru = 0 denkleminde esitligin her iki tarafinim eslenigi alinirsa;
Lu+Aru=0=0

olur. Buradan gerekli iglemler yapilirsa

Li+ M u=0



oldugu goriiliir.
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3.4. Teorem Periyodik Sturm-Liouville siir-deger probleminin biitiin 6zdegerleri

reeldir.

Ispat Periyodik Sturm-Liouville simir-deger probleminin A € C 6zdegerine karsilik

gelen 6zfonksiyonu w olsun. O halde

Liu] + Ar(x)u=0 , wu(a) =u(b) , u(a)=u(b)

Lu|+ M r(x)u=0 , u(a)=u(b) , u(a)="1u(b)
yazilabilir. (3.4) esitligi @, (3.5) esitligi u ile ¢arpilirsa;
uL[u] + Ar(z)ua =0
uL[u] + Mr(z)ut = 0

elde edilir. (3.6), (3.7) esitlikleri taraf tarafa gikartilip diizenlenirse;

/! / / =

p(ut —ww)] + (A= AN)ruuw =0

esitligi elde edilir. (3.8) egitligi a dan b ye integrallenirse;

b
[p(u'T — )], = —(A — %) / (@) u(e)Pdz

b
—-(0- N [ rleu(o)Pds

yazilabilir. (3.4) ve (3.5) esitlikleri kullamlarak

! /

p(b)[u' (b)u(b) — u(b)a (b)] — p(b)[u (b)u(b) — w(b)a (b)]
b
— (=) [ r@)lulo) s
oldugu goriiliir ve buradan
b
oz—u—xx/rgwmwﬁm
esitligi elde edilir. u bir 6zfonksiyon ve r > 0 oldugundan

A=A=0=A=)\

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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esitligi bulunur. O halde A 6zdegeri reeldir.

3.14. Tanim L regiiler ya da periyodik Sturm-Liouville operatérii olsun.

Regiiler durumda L operatoriiniin tanim bolgesi

D(L)={ue C¥I) | ayula)+ax'(a)=0, Bu(d)+ Bu'(b) =0,
af+a;>0, B+ 63>0} (3.10)

periyodik durumda L operatoriiniin tanim bolgesi

!/ ’

D(L) ={u € C*(I) | u(a) = u(b) , u (a) =u (b)} (3.11)
seklinde tanimlansin.

L : D(L) — C(I) ve Yu,v € D(L) olmak tizere eger (u,Lv) = (Lu,v) esitligi

saglaniyorsa L operatorii simetriktir denir.
3.3. Lemma Periyodik Sturm-Liouville operatorii simetriktir.

Ispat Green formiilii yardimiyla; V u,v € D(L) olmak iizere

b -0

a

(u, Lv) — (Lu,v) = /b(uLv — Luv)dz = [p (wv' — u'v)]
oldugu agiktir. O halde (3.11)’den yararlanilirsa
(u, Lv) = (Lu,v)
esitligi elde edilir.

3.2. Not Teorem 3.2, Lemma 3.1, Teorem 3.3, Lemma 3.2, Teorem 3.4, Lemma 3.3’iin
hiikiimleri anti-periyodik Sturm-Liouville problemleri icin de gecerlidir. Ispatlar
tamamen benzerdir. Tezin "4. Bulgular" boliimiinde anti-periyodik Sturm-Liouville
probleminin bir genellesmesi aragtirilmigtir. Bu genellesmis problemin 6zel bir
durumu (K = 1 durumu) klasik anti-periyodik Sturm-Liouville problemine doniigtiugii
icin 3.2, 3.3, 3.4 Teoremlerinin ve de 3.1, 3.2, 3.3 Lemmalarinin anti-periyodik
durumlar1 "4. Bulgular" boliimiindeki uygun teorem ve lemmalarin 6zel durumlarina
indirgenmis olur. Bu nedenle yukarida bahsedilen Teorem ve Lemmalarin ispatlari

sadece periyodik durumlar i¢in verilmistir.



3.15. Tanim A Ozdegerine uygun Vu,, us 6zfonksiyon cifti igin
U1 = Cus

olacak bi¢imde ¢ # 0 sabiti bulunursa, o halde A basit 6zdegerdir denir.

Ornek: (Ozdegerleri Basit Olmayan Periyodik Sturm-Liouville Problemi)
u A u=0, I= (—-1,1)

u(—1) = u(1)

I

w(—1) =u (1)

bigiminde verilen periyodik Sturm-Liouville sinir-deger problemi incelenecektir.

(a) A< 0icin; " 4 Au = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢éziimii
u(z) = AeV ™ 4 Be VA
seklindedir. u(—1) = u(1) smir kogullar genel ¢oziimde yazilirsa,
AeV 2+ BeV™ = AeV A4 Be VA
Ale V™ — eV = Ble VA=V
A = B
oldugu goriiliir. O halde

u(z) = AleV™ + e V) = 2Acoshv/—

U (2) = 24V =Xsinhv/ =\

esitligi elde edilir. u'(—1) = u'(1) smr kosullar1 genel ¢oziimde yazihirsa;
—2AV =AsinhvV =\ = 2AV = AsinhvV —\
4AN —Asinhv—A =0 = V=A=0

18

olup A = 0 olur. Buise A < 0 kabulii ile geligki olugturuyor. Yani ¢6ziim A\ < 0 bigiminde

0zdeger bulunmamaktadir.
(b) A =0 icin; «" = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii

u(zr) = Az + B
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seklindedir. u(—1) = u(1) smur kogullar1 genel ¢éziimde yazilirsa;
—-A+B=A+B

esitliginden A = 0 oldugu goriiliir. «'(—1) = u'(1) smir kosullar1 genel ¢oziimde
yazilirsa;

A=0
elde edilir. Bu nedenle u(z) = B, B # 0 i¢in bir 6zfonksiyondur.
1
lull? = / Bz — 2B — 1
-1

oldugundan B = \/Li normal 6zfonksiyondur, yani (0, \/Li) normal 6zdeger-6zfonksiyon

ciftidir.

(¢) A > 0icin; v + \u = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢éziimii
u(z) = Acosv/— x4+ Bsiny/ =\

seklindedir. u(—1) = u(1) smir kogullar genel ¢oziimde yazilirsa,;

AcosvV/ —\ — Bsinv—\ = AcosvV—\ — Bsinv —\
Bsinv—\A = 0

esitligi elde edilir.
u' (r) = —AV=Asinv/ =& + BV —Acosv/— Az
esitliginde u'(—1) = «'(1) smir kosullar1 yazilirsa;

AV =AsinvV =\ + BV —XcosvV—\ = —AvV-Asinv—\+ BV —\cosvV —\
AV -=dsinv—\A = 0
esitligi elde edilir.
BsinvV—=XA=0 ve AV —-X\sinvV—-\=0

olup herhangi A, B € R i¢in hem A hem de B sifir olmadigindan siny/—A = 0 olur ve
buradan

VneN igin vV-A=nr
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seklindedir. (n?m?, Acosnmx + Bsinnnx) 6zdeger-6zfonksiyon ciftidir. Yani 6zdegerler
M=0< A <X <--<\,=n’m?<---

seklinde olup n > 1 i¢in A, 6zdegerine karsilik gelen cosnmx ve sinnmx lineer bagimsiz

ozfonksiyonlar1 vardir. Bu nedenle 6zdegerleri basit degildir.

3.4. Lemma Regiiler ya da periyodik Sturm-Liovuille probleminin 6zdegerleri artan ve

sinirsiz bir dizi olugturur. Yani
A <A< <Ay <0, Ay— 0 (n— ).

3.16. Tanim [a, b] araliginda tamimh f fonksiyonu verilsin. Eger V € > 0 i¢in 6yle p > 0

sayis1 varsa ki
S

Z(bp —ay) <p

p=1

olacak bigimde her sonlu sayida ayrik (a; — b1), (ag —bg), -+, (as — b,) araliklar igin
Z | f(bp) — flap)| < e
p=1

olsun. O zaman f fonksiyonuna [a, b] araliginda mutlak stireklidir denir [5|.

3.17. Tamim (Weierstrass M Testi) > f, , A ftizerinde tanimh fonksiyonlarin bir serisi
olsun.
VeeA igin |fulx) <a, ve > a, <oo ise Y f, fonksiyonlar serisi A iizerinde

diizgiin ve mutlak yakinsaktir.

3.18. Tanim (Cauchy Integral Formiilii) Eger

ise o halde

1 v 1l
v= gy | =0 O+ o)

n—1)! /.,

esitligi saglanir. Burada

Pn_l(JT) =cy+Cxr+ 021'2 + -+ Cn_ll‘n_l

keyfi (n — 1). mertebeden tiirevlenebilen polinomdur.
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3.19. Tanim g : C — C fonksiyonu ve 2z, € C noktas1 verilsin. Eger herhangi bir n

dogal sayis1 igin

9(z0) = 9/(2’0) == g(n_l)(zo) =0, g(n)(zo) # 0
ise bu durumda z = zy noktasia g(z) fonksiyonunun n kath sifir yeri denir.

3.20. Tanim Kompleks diizlemin herhangi bir S C C bolgesinde tanimli olan
o(t), w(t), ve p(t) fonksiyonlar verilsin. Eger

p(t)] < Klw(®), tesnit: | > L}
esitsizligi saglanacak sekilde K > 0, L > 0 sayilar1 varsa
o(t) =0(w(t), tes, t— oo (3.12)
bigiminde yazilir ve bu ifadeye asimptotik esitlik denir. Eger,
o(t) — ult) = Ow(t), teS, t— oo

ise o halde

o(t) = u(t) + Ow(t), tes, t— oo (3.13)

vazilir. to € S olmak tizere eger ¢(t) = w(t)p(t) ve

lim p(t)=0

t—to,teS

olacak gekilde p(t) : C — C fonksiyonu mevcutsa
o(t) =o(w(t)), tesS, t—t (3.14)

yazilir ve (t) fonksiyonu ¢y, noktasinin yakin komsulugunda w(t)’ye gore sonsuz

kiigiiktiir denir. % fonksiyonu ¢y noktasinin herhangi komsulugunda siirh ise

e(t) =0(w(t)), tesS, t—t (3.15)
yazilir. Eger
lim @ =1
t—to w(t)
ise
o(t) ~w(t), tesS, t—t (3.16)

yazilir. Hangi S bdlgesinden bahsedildigi agik sekilde bilinirse ¢ € S ifadesi yazilmaz.
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{pn}, {qn} ve {r,} reel veya kompleks say1 dizileri verilsin. Vn > nq icin |p,| < K|gy|
saglanacak sekilde dny € N ve 3K > 0 varsa o halde

yazilir. p, — r, = O(q,) oldugunda ise bu durum

bigiminde gosterilir. Eger p, = fngn, i, — 0 olacak bigimde (u,,) dizisi varsa

Pn

lim — =10
n—oo qn
oldugunda bu

bi¢iminde gosterilir. p, — r, = 0(¢,) oldugunda ise bu
bigiminde gosterilir. (3.12)-(3.20) seklindeki formiillere asimptotik formiiller denir [25].

3.5. Teorem (Rouche Teoremi) f(z) ve g(z) kompleks fonksiyonlar:1 basit ve kapali bir
C' yolu tizerinde ve i¢inde analitik ve C' yolu tizerinde |g(z)| < |f(z)| olsun. O halde
f(z)+g(2), C iginde f(2) ile aym sayida sifira sahiptir [23].
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4. BULGULAR

Bu boliimde incelenen problem ifade edilecektir. Ardindan incelenen sinir-deger-gegis
problemi i¢in uygun Hilbert uzaymin ve diferansiyel operatoriin kurulmasi ele

alinacaktir.

4.1. Smr Deger Probleminin Ifadesi

Bu ¢aliymada Ly(—1,0) & Ly(0,1) Hilbert uzayinda

"

Lu = —u (z) + q(z)u(z) = Mu(z) , z€[-1,0)U(0,1] (4.1.1)

diferansiyel denkleminden;
u(—1) = —u(1) (4.1.2)
u (=1) = —u'(1) (4.1.3)

anti-periyodik sinir gartlarindan ve x = 0 noktasindaki
u(4+0) = Ku(—0) (4.1.4)

— ?u/(—()) (4.1.5)

gecis sartlarindan olugsan smir-deger-gecis probleminin baz1 spektral 6zellikleri

u (+0)

incelenecektir. Burada ¢(x) fonksiyonu [—1,0) ve (0, 1] araliklarinda siirekli, z = 0
noktasinda ise sonlu ¢(F0) limit degerlerine sahip olan bir fonksiyon, K # 0 reel say1

ve A kompleks 6zdeger parametresidir.

4.2. Verilmig Sinir-Deger-Gegis Problemine Uygun Hilbert Uzayinin ve

Diferansiyel Operatoriin Kurulmasi

4.2.1. Tanim (4.1.1) — (4.1.5) ile tanimlanan smir-deger problemi i¢in A = A\ degerine
kargilik gelen sifirdan farkl ug ¢oziimleri varsa A = Ao degeri (4.1.1) — (4.1.5) siir-deger

probleminin 6zdegeri olarak adlandirilacaktir.

Bu bélimde (4.1.1) — (4.1.5) ile tanimlanan sinir-deger problemine uygun olan 6zel
bir Hilbert uzay1 kurulacak ve bu uzayda verilmis sinir-deger-gegis problemi ile ayni

ozdegerlere sahip olan lineer operator kurulacaktir.
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o(x) € Ly(—1,0) & Ly(0,1) olmak iizere
H = {p(x) [ () € Ly(=1,0) & L2(0,1)}

bi¢iminde olan lineer uzayda ¢(z), w(x) € H elemanlarinin i¢ garpimini

0

-0 1
(@)@ = [ pwo@dn+ [ o) (@21)
+
esitligi ile tanimlansin.
4.2.1. Lemma (4.2.1) esitligi H lineer uzayinda bir ig¢ garpim fonksiyonu tanimlar.

4.2.2. Lemma H := Ly(—1,0) & L2(0,1) ile tamumh (H,( , )) i¢ garpim uzay: Hilbert

uzayidir.

Ispat Ispat icin H uzaymdan aliman keyfi bir Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu
gostermek yeterlidir.

((@n)nen) dizisi H’de bir Cauchy dizisi olsun. O halde
V e > 0 i¢in Ing(e) € N vardir dyle ki V n,m > ny(e) igin ||¢n — @ml[* < €2 yazilabilir.

lon — omllr = (Pn—Pm On— Pmin

{
<§0n —$Pm 5, Pn — me>L2(—1,0) + <90n —Pm s Pn — ()Om>L2(O,1)

—0 1
= / lon — eml?dz + [ o0 — @m|*dx
-1 +0

= |len — ‘PmH%g(—l,O) + llon — @m”%g(—l,o) <&
oldugu i¢in
HQOn - Spm”%g(fl,(]) < 62 ) H@n - @m”%g(o,l) < 62

elde edilir. O halde (p,)nen dizisi Lo(—1,0) ve Ly(0,1) de bir Cauchy dizisidir.
Ly(—1,0) ve Ly(0,1) uzaylar: tam olduklarindan bu uzaylardan alman herhangi bir

Cauchy dizisi yakinsaktir. Boylece;

llon — 901||%2(—1,0) — 0, (n — 00)

len = @rllZs01) — 05 (n — 00)

olacak bi¢imde ¢; € Ly(—1,0) ve ¢, € Ly(0,1) mevcuttur. O halde
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, e |—1,0
P = & | ) € H olmak iizere
o, w€(0,1]

lln — SZH?{ = |ln — @l”%z(fl,o) + [lon — SOrH%Q(o,l) — 0, (n — o0)

ifadesi elde edilir. Dolayisiyla bu ifade H’dan alman (¢,),eny Cauchy dizisinin

yakinsamasi demektir.

Simdi bu uzayda verilmis sinir-deger-gecis problemi ile ayni 6zdegerlere sahip lineer

operator kurulacaktir.

(4.1.1)-(4.1.5) simur-deger probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlarina kargilik gelen
A:H— H (4.2.2)

operatori

D(A)={ @& H|sonlu ¢(F0) ve ¢ (F0) limit degerleri mevcuttur,
(101(‘%.)7 902(‘1.)7 (pll(x)a 90/2('%) fonksiyonlarl [_170] ve [07 1]
araliklarinda mutlak siireklidirler, —golll + q(x)p1 € Lo(—1,0),

— 9y +a(@)p2 € Ls(0,1), pr1(=1) = —a(1), 91(=1) = —py(1),
1

21(0) = Kip(0), ¢1(0) = 2=¢,(0)} (4.2.3)
tanim bolgesinde
Ap = —¢" +q(z)p (4.2.4)
esitligi ile tanimlansin, burada
90<I> , T E [_170) (p($) , T E (07 1]
p1(x) = ;o) =
e(=0), =0 e(+0), =0

seklinde tanimlh fonksiyonlardir. Bu operator (4.1.1) - (4.1.5) simir-deger probleminin

iirettigi lineer operatordiir.

4.2.3. Lemma A operatorii lineer operatordiir.
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(4.1.1) - (4.1.5) smir-deger problemi
Ap = Ao (4.2.5)

bi¢iminde ifade edilebilir, yani bu esitlik

—¢ +a(z)p = Ap (4.2.6)
p(=1) = —p(1) (4.2.7)
P(-1) = = (1) (4.2.8)
p(+0) = Kp(-0) (4.2.9)
¢ (+0) = %90/(—0), K #0 (4.2.10)

sinir-deger-gecis  problemi bigiminde ifade edilir. Bu ise bu smir-deger-gecis
probleminin  6zdegerlerinin A operatoriiniin - 6zdegerleri  ile  ¢akigtigini,

ozfonksiyonlarinin ise A operatoriiniin 6zfonksiyonlari ile cakistigini gosterir.

4.2.1. Teorem (4.1.1) - (4.1.5) esitlikleri ile verilmig sinir-deger-gegis probleminin biitiin

ozdegerleri reeldir.

Ispat  (4.1.1) - (4.1.5) smur-deger-gecis probleminin A &zdegerine karsilik gelen
ozfonksiyonu u olsun. u nun eslenigi @ , A nin eslenigi A , K € R olmak iizere (4.1.1) -

(4.1.5) ve

—u (x) +q(z)u(z) = Mu(x) (4.2.11)

u(—1) = —u(1) (4.2.12)

T(-1) = —m(1) (4.2.13)

u(+0) = Ku(-0) (4.2.14)

/ 1 /
u(+0) = =0 (—0) (4.2.15)
esitlikleri saglanir. (4.1.1) denklemi @ ile (4.2.11) denklemi w ile ¢arpilirsa

—u T+ qlz)ut = T (4.2.16)

—ul + q(z)ut = T (4.2.17)

esitlikleri elde edilir. (4.2.16) ve (4.2.17) taraf tarafa gikartilirsa

Wi —u'u = (N = Nug (4.2.18)
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elde edilir ve ui’ —u' @ = (vt — u'%) oldugundan
(Wi —uT) = (\— Nua (4.2.19)

yazilabilir. (4.2.19) —1’den 0’a integrallenirse

/_O(uﬂl —u'n)de = /_0()\ — Nuudz

1 1

—0
e / (A — Nutida

1

u(—0)a (—0) — u'(—0)u(—0) — u(jl)ﬂ/(—l)—ku/(—l)ﬂ(—l)
= / (A — Nutdx (4.2.20)

1

elde edilir. (4.1.2)-(4.1.3) ve (4.2.12)-(4.2.13) esitlikleri (4.2.20) de yerine yazihirsa

/ /

w(—0)T (—0) — ' (—0)T(—0)

u(1)@ (1) +u (1)a(1)

= /_O()\uﬂ — ut)da (4.2.21)

1

ifadesi elde edilir. Aym gekilde (4.2.19) ifadesi 0’dan 1’e integrallenirse

1 1
/ (Wi —uw)de = / (A — Nuudz
- +

0 0

1
(i — ), = / () — Nuiida
+

0
’ ’

w(1)@ (1) —u (D)a(1) — w(+0)a@ (+0) + u (+0)u(+0)

1
= / (At — Muti)dx (4.2.22)
+0

elde edilir. (4.1.4)-(4.1.5) ve (4.2.14)-(4.2.15) gecis sartlar1 kullamlarak ve K # 0 olmak

uzere

u(+0) = Ku(-0)
i (40) = %ul(—O)
u(+0) = Ku(-0)
7 (4+0) = %ﬂ/(—O)

esitlikleri yazilabilir. Bu egitlikler (4.2.22) de kullanihirsa

’

‘(Da(l) — Ku(—O)%ﬂ/(—O)—I—%u (—0)Ka(—0)

- /1 (A = Nuudz (4.2.23)

u(1)@ (1) —u
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elde edilir. (4.2.21) ile (4.2.23) taraf tarafa toplanirsa
0= (- [/ wiidz + / uﬂdaz} — =Nl (4.2.24)
-1 +0

esitligi elde edilir. u 6zfonksiyonu sifirdan farkhi oldugundan sag taraftaki ||u| m sifirdan

farklidir. Dolayisiyla (4.2.24) deki egitlikten
A=A (4.2.25)

yani A'nin reel oldugu elde edilir. A keyfi bir 6zdeger oldugundan dolay1 verilen

problemin biitiin 6zdegerleri reeldir.

4.2.1. Not Ozdegerler reel oldugu icin genelligi bozmadan 6zfonksiyonlarin da reel

degerli fonksiyonlar oldugu kabul edilecektir.

4.2.2. Teorem (4.1.1) - (4.1.5) simr-deger-gegis probleminin iki farkh A, ve A,
ozdegerlerine uygun olan u,, ve u, 6zfonksiyonlar1 H := Ly(—1,0) & Lo(0, 1) Hilbert
uzayinda ortogonaldirler. Yani;
-0 1
/_1 U () Uy () d + /+0 U () Uy (x)dz = 0 (4.2.26)

esitligi saglanir.

Ispat u,, ve u, sirasiyla A, ve \, ozdegerlerine uygun 6zfonksiyonlar oldugundan
—ty, 4 () Uy = Al (4.2.27)

—ty, + q()tn = Antiy (4.2.28)

esitlikleri saglanir. (4.2.27) esitligi w,, , (4.2.28) esitligi u,, ile ¢arpilirsa
— Uty + QT = Ayl (4.2.29)

—umu; + q(2) Uty = Apum iy, (4.2.30)
elde edilir. (4.2.29) ve (4.2.30) taraf tarafa ¢ikartilirsa

1" "

U Uy, — Uy Uy = (A — Ap) U Unp (4.2.31)

n m

1" /

. . 9 9 . . " / ’
bulunur. Bu son esitlik —1’den 0’a integrallenirse ve um,u,, — Uy, Uy = (Unt,, — U,,Uy,)

oldugu dikkate alinirsa

-0

(Ut — 1w, Uy 70 = / (A — An)upmupde

-1
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yazilabilir. Buradan

(=0}, (—0) =ty (=0)un (—0)  — umf—l)u;(—l)+u;n(—1)un(—1)

- / o = Ao )timtinda (4.2.32)
“1

elde edilir. Problemde verilmig olan (4.1.2)-(4.1.3) s sartlarmin w,, ve wu,

ozfonksiyonlar: i¢in saglandigi dikkate alinirsa

um(=1) = —um(1) ,  uy(=1) = —u,(1)
un(=1) = —un(1) ,  u,(=1) = —u,(1)

esitlikleri saglanir. Bu esitlikler (4.2.32) de yazilirsa;

! ’

U (—0)y (=0) — 1, (=0)un(—0) — Um_(l)u;z(l)JrU;@(l)un(l)
_ / O = A )tmttndz— (4.2.33)

1

elde edilir. Benzer gekilde (4.2.31) esitligi 0’dan 1’e integrallenirse
! ’ 1
(Unlyy, — U)o = / (A — A\n)upupde
+0

bulunur. Boylece

/ ’

Uy (D1, (1) =, (Dt (1) =ty (40)1s,, (40) + a0, (40)tu, (40)

1
= / (A — An)umundz (4.2.34)
+

0
yazilabilir. (4.1.4)-(4.1.5) gecig sartlar kullanilarak ve K # 0 olmak tizere

U (40) = — Kup(—0) | u;n(+0):—%ulm(—0)

un(40) = ~Kun(~0) , u,(+0) = ~ 21 (~0)

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler (4.2.34) de kullanihirsa

(D1 (1) =t (D1a(1) — K (~0) ot (~0) + i, (~0) K (0)
_ / o A Vg (4.2.35)

elde edilir. (4.2.33) ve (4.2.35) taraf tarafa toplanirsa

-0 1
0=N\n— ) {/ Uy U, AT +/ umundx] (4.2.36)
- +

1 0
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oldugu goriiliir. A\, # A, oldugundan
-0 1
/ Uy Uy, T+ / U Updr = 0
-1 +0

(U, Up) =0

elde edilir. Yani;

dir. Bu ise farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonal oldugunu ifade

eder.

4.3. Problemin Urettigi A Operatoriiniin Simetrikligi

4.3.1. Teorem H := Ly(—1,0) & Ly(0,1) Hilbert uzaymda (4.2.1)-(4.2.2) ile tanimhi A

operatori simetriktir.

Ispat ¥ ¢, w € D(A) C H, ¢(z) € H, w(r) € H alahm. O halde;

(Ap,wh = /  Ap(e)a@)dx + / Ap(c)ol@)de

1 0

"

= [ (- @+ s s

+/+1 (_gpﬂ<l‘) + q(x)¢(x)) o(@)dz

0

= — /_O ¢ (2)w(x)ds + /_0 q(z)p(r)w(x)dx

1

_[F QO/I(x)mdx—i—A q(z)p(r)w(x)de (4.3.1)

0 0

seklinde yazlabilir. Bu ifadedeki f__lo ¢ (v)w(r)dz integraline kismi integrasyon

uygulanirsa

!

| ¢ @ = @@t - [ e @ (432)

esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki integrale de kismi integrasyon uygulanirsa

/_ ¢ (2)w' (z)dz = ()’ (z)|2) — /_ o(x)w" (x)dx (4.3.3)

1
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elde edilir. Buradan

| @) el s = ¢ (<000 + ¢ (~1a(T)

+o(=0)w'(=0) — p(—1)w'(-1)

-], T [t
o [
+W(p,w; —0) — W(p,w;—1)

- / o)) T el da
+W(p,w; —0) — W(p,w; —1) (4.3.4)

elde edilir. Benzer gekilde

/+ (¢ @)+ aa)e@a@ds = = (D) + ¢ (05

+W(p,w; 1) — W(p,w;+0)

- / o) (=) F o))
+W(p,w;1) — W(p,w;+0) (4.3.5)

bulunur. (4.3.4) ve (4.3.5) esitlikleri (4.3.1)’de yerine yazilirsa

(Ap,why = / ) () + (o) + / o) (=) + gl da
+W(p,w; —0) — W(p,w;—1) + W(p,w;1) — W(p,w; +0) (4.3.6)

elde edilir. Benzer olarak

(e (z)w(x))dz

-/
v [ o) (2)o(w))da (43.7)

0

(¢, Aw) i

H»—A
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yazilabilir. (4.3.6) ve (4.3.7) esitlikleri taraf tarafa gikartilirsa

<A907W>H - <907 AW>H = W((Paw; _O) - W(gpvw; _1)
+W(p,w;1) — W(p,w;+0) (4.3.8)

elde edilir. ¢(x) ve w(x) fonksiyonlar1 D(A) tanim bolgesinin elemanlar: olduklarindan

siir sartlarn kullanilirsa

(Ap,w)n = (p, Aw)

saglanir, yani A operatori simetriktir.

4.4. Baz1 Yardimci1 Basglangigc-Deger Problemleri ve Co6ziimleri

Bu béliimde (4.1.1)-(4.1.5) smir-deger-gegis problemi ile yakindan ilgili olan ve sadece
[—1,0] ve [0,1] alt arahklarinda verilmig bazi yardimei baglangig-deger problemleri

aragtirilacaktir.

4.4.1. Teorem Her )\ € C i¢in

"

—u () + q(z)u(z) = Mu(z) , = e€[-1,0] (4.4.1)
u(—-1)=1 (4.4.2)
u(—1) =0 (4.4.3)

baglangi¢-deger probleminin bir tek ¢;(z,A) ¢oziimi bulunur ve bu ¢6ziim her bir
€ [—1,0] degeri i¢in A degiskenine gore biittin kompleks diizlemde analitiktir. Yani

Vo € [—1,0] i¢in A parametresinin tam fonksiyonudur [25].

jspat

denklemi
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seklinde yazildiktan sonra art arda iki kez kismi integrasyon uygulanirsa;

d x
e / (()ult) — Mu(t))dt +Co , x € [—1,0] (4.4.4)
/ ds/ Au(t))dt + Cox + Cy , = € [—1,0] (4.4.5)
bulunur. (4.4.5) ifadesine Cauchy integral formiilii uygulandiktan sonra elde edilen ifade
diizenlenirse
= / dt/ (q(t)u(t) — Au(t))ds + Cox + C4
-1 Jt

yani

u(z) = /9«“ (x — t)(q(t)u(t) — Au(t))dt + Coz + Cy (4.4.6)

-1
esitligi elde edilir. (4.4.2)-(4.4.3) baglangic sartlar (4.4.4) ve (4.4.6) ifadesinde yerine

yazilirsa;

olup buradan

elde edilir ve bu degerler (4.4.6) esitliginde yerine yazilirsa

u(z) :/ (x —t)(q(t)u(t) — u(t))dt + 1 (4.4.7)
-1
integral denklemi elde edilir. (4.4.7) integral denklemi ile (4.4.1)-(4.4.3)
baslangic-deger problemi egdegerdir. Bu integral denklemine ardisik yaklagimlar

yontemi uygulanacaktir. Bunun i¢in 6énce

up(z, \) = /j (x — ) (q(t)un—1(t) — Aty (t))dt + up(z, \) (4.4.8)
up(z, ) =1 (4.4.9)

bi¢iminde tanimlanmig u,(z, A) dizisi ele alnsin. Bu dizi kullanilarak
uo(z, A) + (ug(z, A) — ug(x, N)) + (ua(z, \) —ug(z, X)) + - - (4.4.10)

serisi olugturulur. N > 0 i¢in |A|] < N oldugunu kabul edilirse —1 < x < 0 i¢in g(z)
ve u(x) strekli fonksiyonlar olduklarindan ve de sonlu ¢(F0) limit degerleri mevcut
oldugundan |¢(z)| < P, |up(z)| < S olacak bi¢imde sonlu P > 0 ve S > 0 sayilar

mevcuttur. Bu durumda |u,(z) — u,_1(z)| ifadesini géz 6ntine alalim.
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n =1 igin
(o) =)l = | [ @~ 0lat0u0lo) - a0
< [ o=ttt - Maalo)jd
< [l = a1 + Mot

< /x(:v _ (P + N)Sdt = (P+N)S/x(:c—t)dt

— (P+N)S {xt—%] iz = (P+N)S [x2—x—2+x+1}

2 2
2
i (2) — wo(@)] < (P4 NS ;” (4.4.11)
elde edilir.
n = 2 i¢in
o) =@l = | [ o = 0fatm) = nuoyar
-1
- [ @ Ola(Oun(t) - uo(t)i
—il
< [ Jo=tla®) = Alua(®) ~ wolo)
-1
T t+ 1 2
< [ @-otaol+ e+ ms
< ;/@—ﬂ@+NﬂW+D%t
-1
2 T
g:%ﬁtg/(@”+%+1n—(ﬂ+2r+nwﬁ
—1
(P NPS [(z+1)!
B 2 12
1 4
() — w(z)| < (P+ N2 L ) (4.4.12)
bulunur. Sonug olarak n > 0 i¢in tiimevarim yontemi uygulanirsa
nolz+ 1)
- < LA A
|un(x) — up—1(z)| < (P + N)"S 2n) (4.4.13)
esitsizlikleri elde edilir. —1 < z < 0 oldugundan (z + 1)?" < 1 dir ve buradan
(P+ N)"S
|tn () — tna (2)] < ) (4.4.14)

oldugu gorilir. y 2, (PZ;J:))!nS serisi yakinsak oldugundan (4.4.8)-(4.4.9) bigiminde




35

tamimlanmig w,(z, A) fonksiyonlar dizisi aracihigiyla olugturulan
O1(x, A) = uo(x, N) + (ur(x, N) —up(z, A)) + (ug(z, A) — ug(x,N)) + - - - (4.4.15)

serisi z € [—1,0] ve N > 0, |A] < N sartlarindan hareketle mutlak ve diizgiin
yakimsaktir. Ayrica {A € C : |A\| < N} bolgesinde (4.4.15) serisinin her bir terimi
analitik oldugu igin ¢;(z, A) analitik olur. Bu durumda (4.4.15) serisi ’e gore diizgiin

yakinsak oldugu igin ve ayrica (4.4.8) ile tanimlanan w,(z, \) fonksiyonlar dizisinin

@) =ty a(0) = [ (@(O) = Nlapos(6) = ool

" "

up () =, () = (q(x) = N[up-1(2) = ups(2)]

birinci ve ikinci tiirevleri meveut oldugundan (4.4.15) serisi = degigkenine gore ikinci

mertebeden terim terim diferansiyellenebilir ve de

Sr(z, ) = Y (@) —u, ()]
= > (@) = Mup-1(x) — up2(2)]
= (g(x) = Nuo(@) + D _[up-1(x) = ups(2)]}
= (q(z) = AN (z, ) (4.4.16)

esitligi saglanir. Bu sonug ¢;(x, \)'nin ayn1 zamanda (4.4.1) denkleminin bir ¢6ziimi

oldugunu gosterir. Bu da ispati tamamlar.

4.4.1. Not ¢(x) = ff((f)) f(z, s)ds olmak tizere

) b(z) 9 f /
¢@w:/m Sds + f(2,b(@)b (2) = f(z.a(x)a (@)

seklindedir.

4.4.2. Teorem Her )\ € C i¢in

—u () + (¢(z) = Nu(z) =0 , x€(0,1] (4.4.17)
u(l) =1 (4.4.18)
u (1) =0 (4.4.19)

esitlikleri ile tanimli baglangig-deger probleminin bir tek ¢o(x, A) ¢6ziimii bulunur ve
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bu ¢oziim her bir 2 € [0, 1] degeri igin A degigkenine gore biitiin kompleks diizlemde

analitiktir. Yani V « € [0, 1] igin A parametresinin tam fonksiyonudur [25].

4.4.3. Teorem Her A\ € C i¢in

1

—u () + (¢(x) = Nu(z) =0 , z€]0,1] (4.4.20)
u(1) =0 (4.4.21)
u(l)=1 (4.4.22)

esitlikleri ile tammmh baglangi¢-deger probleminin bir tek xs(z, A) ¢Oziimii bulunur ve
X2(x, A) fonksiyonu her bir z € [0,1] degeri i¢in A degigkenine gore biitiin kompleks

diizlemde analitiktir. Yani V = € [0, 1] i¢in A\ parametresinin tam fonksiyonudur [25].

Ispat (4.4.20) denklemi icin Teorem 4.4.1°deki ¢oziim yontemi dikkate alinarak (4.4.6)

integral denkleminin aynisi elde edilir. Yani;
1
u(z) = / (x — s)(A —q(s))u(s)ds + Cox + C4 (4.4.23)

esitligi elde edilir. Bu egitligin tiirevi alinirsa

1
U (z) = —/ (A —q(s))u(s)ds + Cy (4.4.24)
esitligi bulunur. (4.4.21)-(4.4.22) baglangi¢ sartlar1 (4.4.23) ve (4.4.24)’de yerine
yazilirsa
u(l) = C() + 01 =
u(l)=Co=1

olup bu esitlikler diizenlenirse
C() =1 5 Cl =—-1
elde edilir. Bu degerler (4.4.23) esitliginde yerine yazilirsa

u(r) = — / (x —s)(q(s) — Nu(s)ds +x — 1 (4.4.25)

integral denklemi elde edilir. (4.4.25) integral denklemi (4.4.20)-(4.4.22)
baglangic-deger problemi ile esdegerdir. Bu integral denklemine ardigik yaklagimlar

metodu uygulanacaktir. Bunun i¢in

(2, \) = / (2 — )\ — q(5)) 11 (8)ds + tio(, A) (4.4.26)
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ug(x,\) =z —1 (4.4.27)
bigiminde tanimlanmig u,(x, \) dizisi ele alinsin. Bu dizi kullamlarak
up(z, A) + (ug(z, A) — ug(x, N)) + (ua(x, \) —ug(z, X)) + - - (4.4.28)
serisi olugturulur. N > 0 igin [A\| < N

P = =
Srg[gff]lq(S)I , S max |uo(s, M)

sartlar1  dikkate almarak (4.4.26)-(4.4.27) fonksiyonlarmin mutlak degerleri

incelenecektir. Bu durumda yine Teorem 4.4.1’in ispatina benzer bi¢cimde

—1)?
luy (z) — uo(z)| < (P + N)S(z 5 ) (4.4.29)
—1)4
lug(z) —uy ()| < (P + N)zs(aj o ) (4.4.30)
esitsizlikleri tiimevarim yontemi kullanilarak
z — 1)2"
i) = tn-a(0)] < (P4 NS (4.4.31)
esitsizlikleri elde edilir. 0 < 2 < 1 oldugundan (x — 1)** < 1 dir ve buradan
(P+ N)"S
[t (x) — up_1(x)] < o (4.4.32)

0o (P+N)"S

oldugu goriiliir. >, “—Gayr - serisi yakmsak oldugundan (4.4.26)-(4.4.27) bigiminde

tamimlanmig  w,(z,A) fonksiyonlar dizisi araciligiyla olugturulan (4.4.28) serisi
x €10,1] ve N >0, |A| < N sartlariyla birlikte mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Ayrica
{A € C : |\ < N} bolgesinde (4.4.28) serisinin her bir terimi analitik oldugu igin

X2(x, A) kismi toplamlar dizisi de analitiktir. (4.4.26) da n — oo igin limit almakla

x2(x,N\)) = / (x —s)(A—q(s))u(s)ds +z —1 (4.4.33)
esitligi bulunur. Ayrica
xX2(x, \)) = up(z, A) + (ur(z, ) —uo(x, N)) + (ua(x, \) —uy(z,\)) + -+ (4.4.34)

serisi x’e gore diizglin yakinsak oldugu igin ve de n > 2 igin (4.4.26)-(4.4.27) ile
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tamimlanan wu, (z, \) dizisinin

@) = @) = [ (@6 = Nluna(5) = woals)ds

() =ty (2) = (g(x) = N)[un—1(2) = ups(2)]
birinci ve ikinci tiirevleri mevecut oldugundan (4.4.28) serisi x degigkenine gore ikinci

mertebeden tirevlenebilir ve de

o0

Xo(x A) = ) [up(z) —u, ()]
= (g(x) = M{uo(x) + > [tn—1(x) — un_2(z)]}
= (q(z) — Nxa(z, \) (4.4.35)

esitligi saglanir. Bu sonug yz(z, A)’min aym zamanda (4.4.20) denkleminin bir ¢oziimii

oldugunu gosterir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.4.4. Teorem Her A\ € C i¢in

"

—u () + (¢(z) = Nu(z) =0 , ze€[-1,0] (4.4.36)
u(—=1) =0 (4.4.37)
u(—=1)=1 (4.4.38)

esitlikleri ile tammh baglangi¢-deger probleminin bir tek xi(z, A) ¢6ziimii bulunur ve
X1(z, \) fonksiyonu her bir x € [—1,0] degeri igin A degigskenine gore biitiin kompleks

diizlemde analitiktir. Yani V « € [—1,0] i¢in A parametresinin tam fonksiyonudur [25].

4.5. Temel Coziimler ile Egsdeger Olan integral Denklemler

4.5.1. Teorem (4.4.1)-(4.4.3) baglangi¢-deger problemi ile tanimli olan ¢ (z, A) temel
¢ozumu i¢in

T

¢1(x,A) = coss(z+1)+ é /_1 sins(x — 2)¢1(2z, N)q(2)dz (4.5.1)

py(z,\) = —ssins(z+1)+ / cos s(x — z)P1(z, N)q(2)dz (4.5.2)

-1

integral ve integral-diferansiyel denklemleri saglanir.
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Ispat (4.4.1) denklemi
u 4+ M= q(z)u (4.5.3)

seklinde yazilabilir. Bu denklemi homojen diferansiyel denklem gibi kabul ederek bu

denklemi ¢ozmek ic¢in bazi yardimei denklemler olusturulacak ve bunlar ¢oziilecektir.
U+ =0

diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi 7> + A = 0 olup kokleri
r = —V/\i, 5 = v/Ai dir. Buradan

u(z,\) = kle_ﬁi + k‘geﬁi
= (k1 + k2) cos Vz + (—ky + ko) sin vV

elde edilir. Béylece denklemin iki lineer bagimsiz ¢oziimiiniin cos v/ Az, sin v Az oldugu

goriiliir. Buradan genel ¢oziim
w(x,\) = ¢; cos VA + ¢y sin vV Az (4.5.4)

bigimindedir. O halde (4.5.3) denkleminin genel ¢oziimii sabitlerin degisimi metodu

kullanilarak
w(z, N) = c1(z, \) cos VAz + ca(2, A) sin vV Az (4.5.5)

bigiminde aranacaktir. Son egitligin z’e gore tiirevi alinirsa

u(z, ) = ¢z, N cos VAz — Ve (z, \) sin vV Az
+ cy(x, N sin VAz + VAca(z, \) cos VAz

elde edilir. ¢;(z, A) ve ez, \) fonksiyonlar Gyle segilecek ki
¢, (@, ) cos V Az + ¢y(x, \) sin vV Az = 0 (4.5.6)
olsun. Bu takdirde
u (2, A) = =V er (2, ) sin VAz + Ve (2, A) cos VA (4.5.7)
yazilir. Yine z’e gore tiirev alinirsa

u (2, )) = =V (z,A) sin VAz — Aey(z, \) cos vV
+ VA (2, \) cos V Az — Aep(z, \) sin vV (4.5.8)
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elde edilir. (4.5.5) ve (4.5.8) esitlikleri (4.5.3)’de yazilirsa
—V e, (, A) sin VAz + VAey(, A) cos VAz = g(x)u (4.5.9)

esitligi bulunur. Buradan (4.5.6) ve (4.5.9) esitliklerinin olugturdugu denklem sisteminin

¢oziimiinden ¢ (2, \) ve cy(z, A) elde edilecektir.

0 sin vz
g(x)u VAcosVx —sin vV Azq(z)u

¢ (x,\) = = (4.5.10)
cos vV z sin vz VA
—VsinvVz  VAcos VA
elde edilir. Bu esitlik integrallenirse
1 x
() = ——— [ sinVAzq(2)u(z)dz + 1 (M) (4.5.11)
VS
elde edilir. Benzer gekilde
cos VA 0
—VAsinvVz q(x)u
cy(, \) = _ cos Vug(a)u (4.5.12)

CcoSs \/Xx sin \/Xx \/X
—\/X sin \/Xx \/X CoS \/Xx

elde edilir. Bu esitlik integrallenirse
1 xr
ez, \) = —/ cos VAzq(2)u(2)dz + ca(N) (4.5.13)
VA S

elde edilir. (4.5.11) ve (4.5.13) esitlikleri (4.5.5)'de yerine yazilirsa

1 ¥ )
u(z,\) = 7 cos V Az sin VAzq(2)u(z)dz + ¢ (N) cos VAz

1 v .
+ﬁ /1 sin vV Az cos VAzq(2)u(z)dz + ca(\) sin vV Az

elde edilir. Son ifade diizenlenirse

1 T
u(z,\) = = sin VA(z — 2)q(2)u(2)dz + ¢1(\) cos Vazx
+e5(N) sin VAz (4.5.14)

bulunur. Benzer sekilde (4.5.11) ve (4.5.13) esitlikleri (4.5.7)’de yerine yazilarak gerekli
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diizenlemeler yapilirsa

u(z,\) = /i cos VA(z — 2)q(2)u(z)dz — Vae (A) sin VAz

+VAea(N) cos Vaz (4.5.15)

elde edilir. (4.5.14) ve (4.5.15) ifadeleri u(—1,)) = 1 ve u'(—1,\) = 0 basglangic

sartlarim saglar. Boylece

u(—1,2) = c1(\) cos VA — co(\) sin VA = 1

/ (4.5.16)
w (=1, 0) = Ve (V) sin vV 4+ vV Aea(N) cos VA = 0

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan

1 —Sin\/x
0 \/XCOS\/X \/XCOS\/X

ar(w, A) = = : = cos VA (4.5.17)
1 cos VA —sinv/\ VAcos2 VA 4+ Vsin? VA

VAsinvVA Vcos VA

COS\/X 1
VAsinVA 0 —VAsin VA

ca(2, ) = - = —sin VA
) cos VA —sin v\ VA cos2 VA + VAsin? VA

VAsinvVA Vcos VA

(4.5.18)
elde edilir. ¢;(A\) ve co(\) sabitleri (4.5.14)’de yerine yazihp diizenlenirse ve A = s?
esitligi dikkate alinirsa
1 x
u(x,\) =coss(x+1)+ - / sins(z — 2)u(2)q(z)dz (4.5.19)

SJ-1
integral denklemi elde edilir. Teorem 4.4.1 geregi |A\| — oo iken u(z,A) — ¢1(z, \)
oldugundan (4.5.19) ifadesi

¢1(z, A) =coss(x+ 1) + l/x sins(x — 2)¢1(z, A)g(2)dz (4.5.20)

SJ1

seklini alir. Bu ise (4.4.1)-(4.4.3) baglangig-deger probleminin (4.5.20) integral denklemi
ile egdeger oldugunu gosterir. Boylece (4.5.1) integral denklemi ispatlanmig olur. ¢1(\)
ve co(\) sabitleri (4.5.15)’de yerine yazilip diizenlenirse ve A = s? esitligi dikkate alimirsa

u (z,\) = —ssins(z +1) + / cos s(z — z)u(2)q(z)dz (4.5.21)

-1
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integral denklemi elde edilir. Teorem 4.4.1 geregi |A\| — oo iken u(x, \) — ¢1(x, )
oldugundan (4.5.21) ifadesi

¢y (z,\) = —ssins(z + 1) + /x cos s(x — 2)p1(z, N)q(z)dz (4.5.22)

-1

seklini alir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.5.2. Teorem ¢s(x, \) fonksiyonu agagidaki integral ve integral-diferansiyel denklemleri
saglar. Yani (4.4.17)-(4.4.19) baslangig-deger problemi ile taniml olan ¢o(z, ) temel

¢OzUimi icin
1 /1
Go(x,A) = coss(z—1)+ g/ sins(z — 2)pa(z, A\)q(z)dz (4.5.23)
1
do(z,\) = —ssins(z—1)+ / cos s(x — 2)pa(z, N\)q(z)dz (4.5.24)
integral ve integral-diferansiyel denklemleri saglanir.

4.5.3. Teorem (4.4.20)-(4.4.22) baglangig-deger problemi ile taniml olan yo(z, A) temel
¢Ozumi igin

xa2(z,\) = 1sin s(x—1)+ 1/ sins(z — 2)x2(z, A)q(2)dz (4.5.25)

S S

1
Xa(x, A) = coss(z—1)+ / cos s(x — z)xa(z,\)q(2)dz (4.5.26)
integral ve integral-diferansiyel denklemleri saglanir.

4.5.4. Teorem x;(z, A) fonksiyonu agagidaki integral ve integral-diferansiyel denklemleri
saglar. Yani (4.4.36)-(4.4.38) baslangi¢-deger problemi ile tanimli olan x;(z, ) temel
¢OzUmi icin
1. [
xi(x,\) = S sin s(x+1)+ 5 [ sin s(x — 2)x1(z, N)q(z)dz (4.5.27)

-1
T

X1, \) = coss(z+1) +/ cos s(x — z)x1(z, A\)q(z)dz (4.5.28)

-1

integral ve integral-diferansiyel denklemleri saglanir.

4.6. Temel Coziimlerin Ozdeger Parametresine Gore Asimptotik Davranis

Bu kesimde ¢;(z, A) ve x;(z,A) (i = 1,2) temel ¢ozlimlerinin énceki boliimde bulunan
esdeger oldugu integral ve integral-diferansiyel denklemlerden yararlanarak, bunlarin

A parametresine gore |A| — oo igin asimptotik formiilleri elde edilecektir.
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4.6.1. Teorem A = s?, s = o +it, Ims = t olmak iizere ¢;(x,\) fonksiyonu icin

—1 <z <0 araliginda agagidaki asimptotik egitlikler saglanir.

o1(z,A) = O(exp([t|(z+1))) , [\ — 00 (4.6.1)
¢y (2, ) = O(|s| exp(|t|(z + 1)) , |A — o0 (4.6.2)
bi(z,)) — coss(x+1)+0(|?1| exp(]t|(m+1))) oo (463)
dy(r,\) = —ssins(z+ 1)+ O (exp(t|(z + 1)) , |\ — oo (4.6.4)

Ispat Teorem 4.4.1’den dolay1 ¢, (x, \) fonksiyonu Teorem 4.5.1°de elde edilen integral
denklemin bir ¢oziimiidiir. Bu yiizden

T

1
O1(z, A) =coss(x+ 1) + g/ sins(x — 2)q(2)p1(2, N)dz (4.6.5)
-1

esitligi saglanir. Bu esitlik exp(—|t|(z + 1)) ile garpilir ve
exp(—|t|(z + 1)1 (z, A) := Fi(z, \) (4.6.6)

gosteriminden yararlanilirsa;

Fi(z,\) = exp(—|t|(x +1))coss(xz+1)

1 x
+ / sins(x — 2)q(2) exp(—|t|(x + 1))p1(z, N)dz (4.6.7)
-1
elde edilir.
Fi(A) = ax [Fi(@, )|, q= hax |q(@)] (4.6.8)

esitlikleri tanimlanarak (4.6.7) esitligi incelenirse

B V] < Jeap(—[(e + 1)) coss(a -+ 1)
L[ e = 2)a(e) exp(-lea + D)oz Nz
exp(—|t|(z + 1)) [cos s(x + 1)]

- [ sinste Sl eop—ilta+ D)o Nds (1.6.9)

s| J1

+
<

+

elde edilir.
[sinp| < exp(|Tmp|) ve | cos p| < eap(|Tmp])



oldugundan (4.6.9) ifadesi

[Fi(z, M) < 63729 —[t[(z + 1)) exp(|t|(z + 1))

F / eap([t(z — ) expl(— [tz + D)er(z V)] la(2)|dz

RG] < 1 [ lean(—G+ D)o ) a(:) s
halini alinir. (4.6.8) esitligi dikkate alinirsa
RN < 1+ [ IR
RN < 1+ —/ Fi(V)lg(=)ldz
[Fi(z, A)| < 1+H{F1()\>QI}
elde edilir. Buradan keyfi M € R™ icin
[Fi(z, A)| < M

elde edilir. (4.6.6) gosterimi dikkate alinirsa

lexp(=[t|(z + 1))¢1(z, \)| < M = [¢1(x, N)| < exp(|t|(z + 1)) M

¢1(x,A) = O (exp(|t|(z + 1)) , [A] — o0

asimptotik egitligi elde edilir.
Simdi (4.6.2) asimptotik egitligini ispatlanacaktir. Daha 6nce

T

¢y(z,\) = —ssins(z + 1) + / cos s(x — 2)q(2)p1(2, N)dz
-1
oldugu gosterilmigti. Bu son esitlik é exp(—|t|(z + 1)) ile carpilir ve
1 /
] exp(—|t|(z +1))¢y (2, A) = Fao(x, )

gosteriminden yararlanilirsa;

Fy(x,\) = - exp(—|t|(z + 1)) sins(x + 1)

5]

+ i /x cos s(x — 2)q(2) exp(—|t|(x + 1))p1(z, N)dz

Is| J_1
elde edilir.

F = F =
5(A) xé?af%]‘ 2z, N g2 rr[lafmlq( )|
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(4.6.10)

(4.6.11)

(4.6.12)

(4.6.13)

(4.6.14)

(4.6.15)

(4.6.16)
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esitlikleri tanimlanarak (4.6.15) esitligi incelenirse

|Fy(z,\)] < ‘ﬁexp(—|t](x—|—1))sins(a:—|—1)

1 x
ﬂ/ cos s(x — 2)q(z) exp(—|t|(x +1))d1(z, N)dz

< emp (—|t|(x + 1)) [sins(z + 1)|
+ / | cos s(x — 2)[[q(2)] exp(=[t|(z +1))|¢1(z, N)[dz (4.6.17)

elde edilir.
| sin p| < exp(|Impl) ve |cosp| < exp(|Imp)

oldugundan (4.6.17) ifadesi
e | < cap(—i(a-+1) eap(l(a-+1)
. / eap([t(z ~ 2)) exp(~Jf(z + D)er(z V)] la(2)|dz
R < 1t [ (G + D)on(e N o) (4:6.15)

halini alir. (4.6.16) esitligi ve ¢1(z, A) < exp(|t|(z + 1))M, M € R* dikkate alinirsa

R )] < 1o [ (=G + 1) enplllGe+ D)Moz
R < 1+ [l
1

elde edilir. Buradan keyfi m € R i¢in
|Fo(z, \)| <m
elde edilir. (4.6.14) gosterimi dikkate alinirsa

% exp(—|t|(z + 1)) ¢y (x, A)' <m = |¢y(z,\)] < |s| exp(|t|(z + 1))m
&1 (x, N) = O (Js| exp(|t|(x +1))) , |\ — oo (4.6.20)

asimptotik egitligi elde edilir.
Simdi (4.6.3) asimptotik egitligi ispatlanacaktir. Daha énce

T

d1(x,\) = coss(x +1) + é / sin s(z — 2)q(2)¢1(z, \)dz

-1
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oldugu gosterilmisti.
¢1(2,A) = O (exp(ft|(x + 1)) , |A| — o0
asimptotik egitligi geregi
¢1(x, A) = Mo exp([t|(z + 1))
olacak gekilde x ve A’dan bagimsiz M, > 0 sabiti mevcuttur ve

as = max lq(x)]

ile tanimlanirsa

! /I sins(z — 2)¢1(2, A)g(2)dz

1 v
< oo Jsins@ = 9lier (= Vlla(a)ld:

< ﬁ / eap(Jt](x — 2))My exp(|t](z + 1))]q(=)|d=
1 €T
< Mg enplfla-+ 1) / la(a)ld:
< Moqgﬁ exp([t](z + 1))
elde edilir. Buradan
L[ sinste - o a1 = 0 (ﬁ eap(lf(z + 1>>) (4.6.21)

esitligi bulunur. (4.6.21) esitligi ¢;(z, A) integral denkleminde yerine yazilir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa
1
O1(z,A) =coss(x+ 1)+ O (ﬂ exp(|t|(z + 1))) , || — o0 (4.6.22)
s
asimptotik egitligi elde edilir.
Simdi (4.6.4) asimptotik egitligini ispatlanacaktir. Daha 6nce

T

py(x,\) = —ssins(x +1) + / cos s(x — 2)q(2)p1(z, N\)dz
-1
oldugu gosterilmisti.
¢1(x,A) = O (exp(|t|(z + 1)) , [A] — o0

asimptotik esitligi geregi

¢1(x, A) = My exp(|t|(z + 1))
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olacak gekilde x ve A’dan bagimsiz M; > 0 sabiti mevcuttur ve

Q= max |q(v)]

ile tanimlanirsa

‘/j cos 5(x — 2)¢1(2, A)g(2)dz

< /_jycoss<:c—z>|r¢1<z,A>\|q<z>|dz

IA

/_1 exp(|t|(z — 2)) My exp(Jt|(z 4+ 1))|q(2)|dz

IN

My eapllf(a+ 1)) [ l4(2)\dz

< Mgy exp(ft|(z +1))

elde edilir. Buradan
/f cos s(x — z)P1(z, N\)q(2)dz = O (exp(|t|(z + 1))) (4.6.23)
-1

esitligi bulunur. (4.6.23) esitligi ¢, (z, \) integral denkleminde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa
dy(z,\) = —ssins(x +1) + O (exp(t|(x + 1)) , |A] — o (4.6.24)
asimptotik egitligi elde edilir.

4.6.2. Teorem A = s* s = o +it, Ims = t olmak iizere ¢o(z,)\) fonksiyonu icin

0 <z <1 araliginda asagidaki asimptotik egitlikler saglanir.

¢2(x,A) = O(exp(ft|(x —1))) , |A| — o0 (4.6.25)
oz, A) = O(|s| eap(|t|(z = 1)) , |A] — o0 (4.6.26)
Go(x,A) = coss(z—1)+0O (Ell exp(|t|(z — 1))) , (A — 00 (4.6.27)
bo(x,N) = —ssins(xz —1)+ O (exp(|t|(z —1))) , |\ — (4.6.28)
4.6.3. Teorem A = s?, s = o +it, Ims = t olmak iizere x»(x,\) fonksiyonu icin

0 < 2 <1 araliginda asagidaki asimptotik esitlikler saglanir.



XQ(xv >‘)
Xo(, A)

X2<x7 /\)

Xo(7,\)

~ cossto-1)+0
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= 0O (% exp(|t|(1 — ;1:))) , |A| — o (4.6.29)
= Of(exp(t|(1 —2x))) , [N — (4.6.30)

= %sin s(x—1)4+ 0O (L exp(|t|(1 — JU))) , [Al — 00 (4.6.31)

|s[?

Sendi=a)) | N oo (4632)

Ispat Teorem 4.4.3’den dolay1 ya(x, \) fonksiyonu Teorem 4.5.3'de elde edilen integral

denklemin bir ¢ozlimiidiir. Bu yiizden

X2z, \) = 1sin s(x—1)+ 1/ sins(z — 2)q(2)x2(z, A)dz (4.6.33)

S S

esitligi saglanir. Bu egitlik |s| exp(—[t|(1 — x)) ile ¢arpilir ve

Is| exp(—t|(1 — x))x2(x, ) = Fi(x,\) (4.6.34)

gosteriminden yararlanilirsa;

Fi(x,\)

elde edilir.

El

= — exp(—|t|(1 —z))sins(z — 1)

+ @/ sins(z — 2)q(2) exp(—|t|(1 — x))x2(2,\)dz  (4.6.35)

Fi(\) := max |Fy(z, )|, ¢1 := max |q(z)] (4.6.36)
z€[0,1] z€[0,1]

esitlikleri tanimlanarak (4.6.35) esitligi incelenirse

[Fy (2, M)

elde edilir.

< % exp(—|t|(1 — x))sins(z — 1)
+ %/ sins(z — 2)q(2) exp(—|t|(1 — z))x2(z, N)dz
< B cappai = ) sin s — 1)

5]

+ %/ |sins(z — 2)|lq(2)] exp(=[t|(1 — x))[x2(z,A)|dz (4.6.37)

| sin p| < exp(|Impl) ve |cosp| < exp(|Imp|)



oldugundan (4.6.37) ifadesi

[Fi(z, ) < eap(=[t](1 —x)) exp(Jt|(1 - x))

+ / lexp([t|(z — 2)) exp(=[t|(1 — 2))x2(z, M) lq(2)|d=

1
Rz < 1+ / eap(t](z — 1))xa(z N |a(2)ldz
halini alinir. (4.6.36) esitligi dikkate alinirsa
1 1
B / IFi(z ) la(2)]d

1 1
AN < 1+ [ RO
1
[Fi(z,A)] < 1+ H{Fl()\)ql}
elde edilir. Buradan keyfi M € R* i¢in

elde edilir. (4.6.34) gosterimi dikkate alimirsa
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(4.6.38)

(4.6.39)

[Is| exp(=[t|(1 = 2))x2(z, A)| < M = [x2(z, A)| < = exp(|t|(1 —z))M

5
1
ol A) = O (g eap(t](1 - x))) Ao
asimptotik egitligi elde edilir.

Simdi (4.6.30) asimptotik egitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce
/ 1
Xo(x,\) = coss(z — 1)+ / cos s(x — 2)q(2)x2(z, \)dz

oldugu gosterilmigti. Bu son esitlik exp(—[t|(1 — x)) ile ¢arpilir ve

eap(=[t|(1 = 2)xa(x, A) = Fa(x, \)
gosteriminden yararlanilirsa;

Fy(xz,\) = exp(—|t|(1 —x))coss(x—1)
1
+ / cos s(x — z)q(z) exp(—|t|(1 — x))xa2(z, \)dz

elde edilir.

Fo()\) = F A =
2 = o 1Rl I @2 2= e la()]

(4.6.40)

(4.6.41)

(4.6.42)

(4.6.43)

(4.6.44)



50

esitlikleri tanimlanarak (4.6.43) esitligi incelenirse

[Fo(z, M) < Jexp(=[t](1 = x)) cos s(x — 1))

)
+ / cos s(x — 2)q(2) exp(—|t/(1 — ))xa(2, \)d=
< exp(—|t|(1 —x)) |cos s(x — 1)
b [ Teosste = (e eapt-1(1 — Dol Ntz (4645

elde edilir.
|sinp| < exp(|Impl|) ve | cosp| < exp(|Impl|)

oldugundan (4.6.45) ifadesi

[Fo(z, )| < exp(=[t](1 = 2)) exp([t|(1 - x))
+ / lexp([t|(z — 2)) exp(=[t|(1 — 2))x2(z, M lq(2)|d=

[Fa(z, M) < 1+/ lexp(|t](z — 1))x2(z, )| |q(2)|d= (4.6.46)

halini alir. (4.6.44) esitligi ve xa(z, ) < :L"p(|t|(1 —2))M, M € R* dikkate alinirsa

P | € 11 [ fean(ez = 1) eap((e(1 = )0 a(2)]dz

Fe ) < 1 [ e
[Pz, M) < 1+ %ng (4.6.47)
elde edilir. Buradan keyfi m € R icin
|Fo(z, \)| <m
elde edilir. (4.6.42) gosterimi dikkate alimirsa
cap(=[t|(1 — 2))xa(z, V)| < m = xa(2, A)| < exp(Jt|(1 = 2))m
X2'(x,A) = O (exp([t|(1 — x))) , [A] — o0 (4.6.48)

asimptotik esitligi elde edilir.
Simdi (4.6.31) asimptotik egitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce

1 I
x2(x, \) = B sins(z — 1) + E/ sins(z — 2)q(2)x2(z, A)dz
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oldugu gosterilmisti.

Yol ) = 0 (i caplf)(1 - x))) A — oo

5]

asimptotik egitligi geregi

ol ) = Mo% exp(lt|(1 - z))

olacak gekilde x ve A’dan bagimsiz M, > 0 sabiti mevcuttur ve

43 = max lq(z)]

ile tanimlanirsa

%/ sins(z — 2)xa(z, A)q(2)dz| < ’?1‘/ |sin s(z — 2)||x2(2z, A)||q(2)|d=
< oz [ eanlle(z = )Mo exp((1 = 2)la(2)jd:
< My eop(il(1 =) [ Ja(2)le:
< MOCI3| 2 exp(|t|(1 —z))

elde edilir. Buradan

I B 1 .
—/x sin s(x — z)x2(z, \)q(z)dz = O (W exp(|t|(1 ))) (4.6.49)

S

esitligi bulunur. (4.6.49) esitligi y2(x, A) integral denkleminde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa
1. 1
x2(z, A) = S sin s(x—1)4+ 0O (W exp(|t|(1 — x))) , |A] — o0 (4.6.50)

asimptotik esitligi elde edilir.
Simdi (4.6.32) asimptotik egitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce

1
Xo(x, \) = cos s(x — 1) + / cos s(z — 2)q(2)x2(z, A)dz
oldugu gosterilmisti.

Yo, \) = 0 (ﬁ caplf) (1~ x>>) A oo
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asimptotik egitligi geregi

1
Xa(z, \) = M1| ‘

olacak gekilde x ve A’dan bagimsiz M; > 0 sabiti mevcuttur ve

exp([t|(1 - x))

a1 := max [q(z))

ile tanimlanirsa

/ cos s(x — z)xa(z,N)q(2)dz| < / |coss(z — 2)||x2(2, A)||q(2)|d=

< o / eap([t](z — ) Mreap(it](1 — 2))lg(2)]d=
< My eapl(t(1 - ) / la(2)ld>
< M eop(ll(1— )
elde edilir. Buradan
/: cos 5(z — 2)xa(z, \)g(2)dz = O (% exp(lt](1 — x))) (4.6.51)

esitligi bulunur. (4.6.51) esitligi x,(x, \) integral denkleminde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

Xo(x, A) = coss(z — 1) + O (|—1| exp(|t|(1 — x))) , A — (4.6.52)

asimptotik esitligi elde edilir.

4.6.4. Teorem \ = s> s = o +it, Ims = t olmak iizere x;(z,\) fonksiyonu icin

—1 <z <0 araliginda agagidaki asimptotik esitlikler saglanir.

xi(x,\) = (ﬂ exp(|t|(1 —l—x))) , A — (4.6.53)
i (2, A) = O(exp(|t|(1+x))) , |\ — o0 (4.6.54)
xi(xz,\) = ésin s(x+1)4+0 (ﬁ exp([t|(1+ :1:))) , [N\ — 00 (4.6.55)

X, (z,\) = coss(z+1)+0 (ﬂ exp([t|(1+ a:))) , A — o0 (4.6.56)



4.7. Esas Cozilim Sistemi ve Sinir Fonksiyonunun Asimptotigi

4.7.1. Esas Coziimler

Bu kisimda

Lu
Liu
Lou
Lsu
Liu

ve Sinir Fonksiyonu

= —u 4 q(x)u=Iu, xel[-1,0)U(0,1]
= u(—1) = —u(1)

/

= 4 (=1)=—u(1)
= u(+0) = Ku(-0)

= u/(—i-()) =

1
U (—0)
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sinir-deger-gecis probleminin 6zdeger ve oOzfonksiyonlar1 arasindaki bazi temel

bagmtilar incelenecektir. Onceki béliimlerde ¢(7,\) ve xi(z,)\) fonksiyonlarmm

Ve € [—1,0] igin, ¢o(z,A) ve xa2(x,A) fonksiyonlarmin ise Va €

0,1] igin A

parametresine gore biitiin kompleks diizlemde analitik (yani A parametresinin tam

fonksiyonu) oldugu gosterilmigti. Bu fonksiyonlar [—1, 1] araliginda sifirla devamlarina

uygun olarak &s}(a:, A) ve x;(x, A) ile gosterilecektir. Yani

~ ¢1, = €[-1,0)
¢1 =
0, z¢€(0,1]

P2 =

0, zel-1,0)
X2, € (0,1]

_ { X1, «€[—1,0)
X1 =

ile gosterilecektir. ¢;(x, \) ve x;(x, ) (i = 1,2) olmak tizere bu ¢6ziim fonksiyonlarmin

wronskiyeni

AZ()‘> = W(¢1(I7 /\)7 Xi(xﬂ A)) - ¢2(1’7 )‘)X;<x7)‘) - ¢;(x7 )\)XZ(J}, )‘)
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ile tammhdir. Ay(A) ile ¢1(z,A) ve xi1(z,A\) ¢ozim fonksiyonlarimin wronskiyeni,
Ag(N) ile ¢o(z,A) ve xa(x,\) ¢oziim fonksiyonlarmin wronskiyeni gosterilecektir.
Ayrica W(g1(x,N), xi(x,N)) ve W(pa(x,A), x2(x,\)) wronskiyenleri uygun olarak
z € [~1,0] ve z € [0,1] degiskenlerinden bagimsiz olduklar iin ve ¢;(x, A) ve X;(x, A)
(¢ =1,2) her bir x igin A parametresinin tam fonksiyonu olduklarindan dolay1
Ar(A) = W(di(z, A), xi(z, ) (4.7.6)
Ao(A) = W(pa(z,N), x2(x,N)) (4.7.7)

fonksiyonlar1 A\ parametresinin tam fonksiyonlaridir.

4.7.1. Lemma V A € C i¢in
A1(N) = As(N) (4.7.8)

esitligi saglanir.
Ispat (4.7.6)-(4.7.7) esitlikleri geregi

AQ(A) = W(¢2( 7)‘)7 X2(' a>‘))
= 62(0, \)x3(0, X) — ¢5(0, A)x2(0, \) (4.7.9)

esitligi saglanir. Diger taraftan ¢;(x, \) ve x;(z, A) (i = 1,2) ¢ozlimlerinin tanimi geregi

¢2(07 )\) = K¢1 (07 )‘>
’ ]. !

¢2(O7 )‘) = ?¢1 (07 )‘)

XQ(O, )\) = KX1<O, )\)
’ ]_ ’

X2(07 )‘) = EXI(Ov )‘)

esitlikleri de saglanir. Bu degerler (4.7.9)’da yerine yazilirsa

8N = K6r(0,0)2(0,0) = 610, VK 0, )
= ¢1(07 )‘)X/l(()? )‘) - ¢/1(07 )‘)Xl(07 )‘)

= A(N)

elde edilir.
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4.7.1. Sonug  A1(N) ve Ag(N) fonksiyonlarinin sifir yerleri ¢akigiktir. [—1,0) U (0, 1]’de

tanimli olan ¢(z, A) ve x(x, \) fonksiyonlar:

¢($7 >‘) =

x@ 2 = x2(x, ), x€(0,1]

esitlikleri ile tanimlanirsa Lemma 4.7.1’den asagidaki sonug elde edilir.

4.7.2. Sonu¢ ¢(x, \) ve x(x, \) fonksiyonlarimin wronskiyeni [—1,0)U(0, 1] araliklarimin
her birinde z degigkeninden bagimsizdir ve z degiskeninin her bir x € [—1,0) U (0, 1]

degerinde, A parametresinin tam fonksiyonudur.
A(A) = W(o(z, A), x(x,A))

ile gosterilsin. O halde

A) =W (o(x,A), x(x,A)) =

formiilii elde edilir. Bu durumda Lemma 4.7.1 geregi
A(N) == A1(N) = Ay(N) (4.7.10)
esitligi yazilir.

4.7.1. Teorem (4.7.1)-(4.7.5) smir-deger-gegis probleminin 6zdegerleri

1

G) = 02640, — Kon(=0. 0] [0, = 31 (-0,

I 1 !
— Db, — K00 [84(+0.3) = o (-0 (@71
sinir fonksiyonunun sifir yerleri ile ¢akigiktir.

Ispat ¥ A € C icin ¢1(x,\), x1(z,\) fonksiyonlarmin (4.7.1) denkleminin [—1, 0]
araliginda lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugu ve de
W(p1, x1; ) = W(¢1, x1; —1) # 0 oldugu i¢in (4.7.1) denkleminin [—1, 0]’deki genel
¢Ozumu

y = c1¢1(z, A) + coaxa(z, A)



o6

bigiminde ifade edilebilir. Benzer gekilde aym diferansiyel denklemin [0, 1]’deki genel
¢ozumu

y = c3d2(z,A) + caxa(z, A)
bi¢iminde ifade edilebilir. Dolayisiyla (4.7.1) iki-aralikli diferansiyel denklemin [—1,0)U
(0, 1]’deki genel ¢oziimi

Cl¢1(x7A)+CQX1(x7)‘)7 YIS [_170)

y =
C3¢2(9§', >‘) + C4X2(l’, >‘)a U (07 1]

bi¢iminde yazilabilir. Bu ifade

anti-periyodik simir sartlarinda yerine yazilirsa

c101(—=1,A) +eaxa(=1,A) = c3da(1,A) + caxa(1, A)
Clgbll(_lu)‘)+c2xll<_1v)‘) = c3¢l2(17>‘)+c4xl2(17)‘)

elde edilir. ¢1(z, A), ¢o(x, A), x1(x, A), x2(x, A) ¢Oziimleri

(=LA =1, ¢ (=1,\) =0
Ga(L,A) =1,  ¢y(1,A) =0
X1(=1,A) =0, xij(-1,A) =1
X2(LA) =0, x5(L,A) =1

sartlarini sagladigi igin ¢; = ¢3 = A ve ¢ = ¢4 = B elde edilir. O halde genel ¢oziim

A¢y(x,A\) + Bxi(x,\), z€]-1,0)

o Ago(x, A\) + Bxa(z,N), z € (0,1]
— A ¢1(£L’, )‘) + B Xl(xa )\)
¢2($, )‘) XQ(I7 /\)

= A¢(x,\) + Bx(z,N)

bigiminde yazilabilir. Bu ifade
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gecis sartlarinda yerine yazilirsa

(¢2(+07 )‘> - K¢1(_07 A)) A+ (X2(+07 )‘) o KXl(_()? )‘)) B =0
(6400 = 61 -0.0 ) A+ (5400 = £Xh(-00) B = 0

esitlikleri elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin agikar olmayan ¢oziimiiniin (A, B) #

(0,0) olmas: igin gerek ve yeter sart

¢2(+07 /\) - K¢1(_07 /\) X2(+07 /\) - le(_o’ /\)
¢12<+07 )‘> - %lel(_o’ )\) (X/2(+07 )‘) - %Xll(_()? )‘)

=0

640,00 = Kon(—0.] | 540.0) = ox4(-0.)]
~a(40.) — Kxa(—0.)] [ 650400 — 16 (-0, =0

olmasi yani w(A) = 0 olmasidir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.7.2. Sinir Fonksiyonunun Asimptotigi

Boliim 4.7.1°de aragtirilan problemin ézdegerleri w(\) fonksiyonunun sifir yerlerinden

ibaret oldugundan w(\) fonksiyonunun asimptotik davranigi incelenmistir.

4.7.2. Teorem K? # 1 ise w(\) smr fonksiyonu

W) = (1-K) (1 _ %) cos® v/

+ (1+K) (1 + %) sin? VA + O (% eg;p(|2t|)) (4.7.12)

asimptotik esitligini saglar.

Ispat t = Im(V/)) ile gosterelim. Boliim 4.6’daki ¢;(z,\) ve x;(x,)), i = 1,2

¢oziimlerinin asimptotik davraniglarindan yararlanilirsa bu ¢oziimler icin agagidaki



asimptotik formiiller elde edilir.

cos(u(x + 1)) + O (— exp(|t||x + 1|))
—psin(u(z + 1)) + O (exp(|t]|z +1]))
cos(u(x — 1)) + O ( exp(|t||z — 1|))
—psin(pu(z — 1)) + O (exp(|t||z — 1))
lsin O ex (|tHZE+1|))
(o + 1)) +0 (= eap

cos(pu(z + 1))+ O (,u exp(|t[|lz + 1|)>
isin(,u(x —1)+0 (M— exp([t[|z — 1I>)

cos(u(x — 1))+ O (; exp(|t||z — 1|))

Burada v\ = p ile gosterilmistir. Bu esitliklerden

= <ot +0 (L exni)

= —psin(p) + O (exp([t]))

= psin(p) + O (exp(|t]))
1
= ;sm( )+O< e:cp(lt!))

)
)

A = cos) + 0 (3 eonle))
)
)

G0 = cost) +0 (5 eanlie) )

X2(+0,\) = —%sm( )+ O (M_ exp(|t|))

G0N = 0%00+%?<;6xMHD)

o8

(4.7.28)

asimptotik esitlikleri elde edilir. (4.7.21)-(4.7.28) asimptotik esitliklerini (4.7.11)’de

yerine yazarsak

o) = |- Kyeosyit 0 (5 enle))| |- grcosn+ 0 (L cantie))
_ [(—1 _ K)% sin i+ O (% exp(|t]))] {(1 + %) psing+ O (exp(|t|))]
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elde edilir. Buradan
wA) = (1-K) (1 - %) cos® 1
+ (14K) (1 + i) sin? i + O (1 exp(|2t]))
K Iz
esitligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

4.7.3. Teorem K? # 1 ise verilen (4.7.1)-(4.7.5) simr-deger-gegis probleminin sonsuz

sayida Ozdegeri mevcuttur ve bu 6zdegerlerin sonlu yigilma noktasi mevcut degildir.

Ispat Ispat icin
w(N) = (I1-K) (1 : 2
1 7 cos” [

+ (1+K) (1+%)sin2,u
wa(A) = w(A) —wi(N)

gosterilerek wy (A) ve wo(\) tam fonksiyonlarina Rouche teoremini uygulamak yeterlidir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez c¢aligmasinda literatiirde daha Once aragtirilmamig yeni tipten bir
anti-periyodik simir-deger probleminin en temel spektral o©zellikleri incelenmigtir.
Caligmanin en esas farklandiric1 6zelligi ise bir i¢ siireksizlik noktasi ile verilmesi ve

bu siireksizlik noktasinda gecig sart1 igermesidir.

Tezde bulunan sonuclar teorik olmasina ragmen giris béliimiinde de belirtildigi gibi
mekanik ve fizigin bir ¢ok somut problemlerinin analitik ve yaklagik ¢ozlimlerinin

bulunmasinda uygulanabilir.

Sonug olarak tez caligmasinda uygulanan yontemlerle daha genel simir sartlarindan

olugsan simir-deger-gecis problemleri de arastirilabilir.
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