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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agiklama

c Alt kime

v Her (herhangi)

3 En az bir

) Oyle ki

ko Ortogonal eleman

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi

N+ Pozitif dogal sayilar kiimesi
Z Tamsayilar kiimesi

G Reel Banach uzay1

K Koni

L Normal sabit

[.] Mutlak deger

[l 1] Norm

int K K ninici

XYy y—x€K

x<y x < yfakatx #y
XKLy y —x € intK

= Kismi siralama



M, d)
(M, 1)
M, L,d)

ffM->M

Sifir vektorii

Koni metrik uzay
Ortogonal kiime

Ortogonal koni metrik uzay

f, M den M ye bir 6z doniisim



1. GIRIS

Analizde varlik teoremleri, temel matematiksel gergeklerin elestirel olarak da goz Oniine
alindigr on dokuzuncu ylizyilda incelenmeye baslanmistir ve analitik sag tarafa sahip
diferansiyel denklem sistemleri i¢in bir varlik teoremi kanitlayan ilk matematik¢i Augustin
Louis Cauchy’dir. Diger taraftan Picard, varlik teoremlerini kanitlamak icin ardisik

yaklagimlar yontemini 6nermistir. 1922°de Birkhoff ve Kellogg fonksiyon uzaylarinda

Z—Z = f(x,y) denklemi i¢in klasik varlik teoreminin bir ispatin1 vermislerdir. Ancak

coziimlerin varlik ve tekligi icin kurulan teoremlerin ispatlanmasi i¢in en temel ve en verimli
metot 1922 yilinda Stefan Banach tarafindan verilen ilkedir ve varlik teoreminin ispatina ilk
kez 1930 yilinda Renato Caccioppoli tarafindan uygulanmistir. Bu ilke, Picard’in ardigik
yaklagimlar yonteminin geometrik yorumunun bir sonucudur.

Stefan Banach’in biiziilme ilkesi asagidaki sekilde belirtilmistir:

“(M, d) bir tam metrik uzay olmak tzere, f: M — M bir 6z doniisiim olsun.

Eger her k,l € M icin d(fk, fl1) < ad(k, 1) sartin1 saglayan bir a € [0,1) reel say1si var ise
f 0z doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir.”

Diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimlerinin tekliginin ispatindaki yaygin
kullanimindan 6tiirii Banach Biiziilme Ilkesi’nin bazi genislemeleri Edelstein (1961),
Rakotch (1962), Chu ve Diaz (1965) ve Wong (1968) gibi matematikg¢iler tarafindan
verilmistir.

Banach Biiziilme Ilkesi, Luxemburg (1958), Monna (1961), Edelstein (1964), Margolis
(1967), Diaz ve Margolis (1967) tarafindan Genellestirilmis Tam Metrik Uzaya
genellestirilmistir. Ayrintili sonuglar i¢in Carl Wallace Norris tarafindan yazilmis “Metrik
Uzaylarda Biiziilme Doniisiimleri Altinda Sabit Noktalar ve Periyodik Noktalar” (Memorial
Universitesi, Newfoundland) tezine bakabilirsiniz. Davis (1963), Kammerer ve Kasriel
(1964), Naimpally (1965) ve Edelstein (1967) gibi bazi arastirmacilar ise bu sonuglari
diizgiin uzaylara genellestirmislerdir. Daha fazla bilgi i¢cin Wayne Cyril Russell (1970)
tarafindan yazilmis “Diizgiin Uzaylarda Sabit Nokta Teoremi” (Memorial Universitesi,
Newfoundland) tezine bakabilirsiniz.

Ayrica 1960’11 yillarin ortalarinda Felix Earl Browder’in matematigin aktif ve dnemli bir
dali olan dogrusal olmayan fonksiyonel analiz alanindaki 6ncii ¢aligmalar1 sonucunda

genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalar ile ilgili caligmalarda da bir ivme kazanilmstir.



Bu calismalarin oOnciileri 1965 yilinda Browder, Gohde, Kirk ve Edelstein tarafindan
verilmistir.

Diger taraftan 2007 yilinda Huang ve Zhang tarafindan metrik doniistimlerin deger kiimesi
olan reel (gergel) sayilar kiimesi yerine kismi sirali reel Banach uzay1 alinarak “koni metrik”
ad1 verilen, metrik doniislimiiniin bir genellestirilmesi tanimlanmis ve koni metrik uzaylar
iizerinde bazi sabit nokta teoremleri ifade edilmis ve ispatlanmistir. Bu teoremlerde koninin
normalligi, sonuglarin ispat1 i¢in gerek kosul olarak verilmistir. 2008 yilinda Rezapour ve
Hamlbarani bu teoremlerdeki koninin normalligi kosulunun ihmal edilebilecegini belirtmis
ve bu durum i¢in teoremlerin ispatlarint vermislerdir. Bu makalelerin ardindan koni metrik
uzaylarla ilgili bir makaleler dizisi ortaya ¢ikmaya baglamistir. Bu makalelerde koni metrik
uzaylarda verilen 6z doniisiimlerin sagladigi biizlilme sartlarinin degistirilmesi yoluyla sabit
nokta teoremleri, ortak sabit nokta teoremleri, periyodik sabit nokta teoremleri gibi pek ¢cok
teorem ifade ve ispat edilmekle birlikte ayrica koni metrik uzaylarin topolojik 6zellikleri de
incelenmis ve bu topolojik 6zellikler yoluyla koni metrik uzaylar {izerinde bazi teoremler
ifade ve ispat edilmistir.

Ote yandan 2017 yilinda Gordji, Ramezani, De La Sen ve Cho ortogonal kiime tanimini
vererek, ortogonal bir kiime lizerinde tanimli metrikle elde edilen ortogonal metrik uzaylar
iizerinde tanimli 6z doOniistimler i¢in Banach Sabit Nokta Teoremi’nin bir reel
genellestirmesini vermislerdir. Bu teoremin en 6nemli 6zelligi kiime iizerinde tanimli 6z
doniisiim i¢in verilen biiziilme sartinin sadece kiimedeki ortogonal baglantili elemanlar i¢in
saglanmasinin yeterli olmasidir. Bu makalenin ardindan ¢esitli arastirmacilar tarafindan
ortogonal metrik uzaylar {izerinde sabit nokta teoremleri i¢in baz1 genellestirmeler verilmeye

baslanmis olup bu ¢alismalar devam etmektedir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Tamm Bos kiimeden farkli bir M kiimesi verilsin. f: M — M bir doniisiim olmak {izere

fky = kg esitligini saglayan bir k, € M varsa, bu elemana f nin bir sabit noktas: denir [3].
2.1.0rnek M = [0, ©) olmak Uzere, f: M - M, fk = S olsun. Bu durumda k, = 0 verilen

doniistime ait tek bir sabit noktadir [3].

2.2.0rnek M = R olmak tizere, f: M — M, fk = k? + 3k + 4 olsun. Bu durumda verilen
dontigiimiin higbir sabit noktasi yoktur [3].

2.3.0rnek M = [0, o) olmak lzere, f: M - M, fk = k? olsun. Bu durumda k, = 0 ve
k; = 1 verilen doniisiime ait iki sabit noktadir [3].

2.4.0Ornek M = R olmak tizere, f: M — M, fk = k olsun. Bu durumda verilen doniisiimiin
sonsuz ¢oklukta sabit noktas1 vardir [3].

I, M tizerinde birim doniisiim olmak tizere f: M — M doniisiimiinlin sabit noktalari

(f — D (k) = 0 esitliginin ¢ozumleridir. Bu denklemin ¢6zimuni bulmak demek, verilen
T doniisiimiin sabit noktalarini bulmak demektir [3].

2.1. Onerme (Sabit Nokta Teoremi)

f:lc,d] = [c, d] ye tanimli siirekli bir doniistim ise, f (k) = k denkleminin [c, d] i¢inde en
az bir koki vardir [3].

2.2. Tanim Bos kiimeden farkli bir M kimesi verilsin. d: M x M — R* déniisiimii verilen
her k,l,t € M i¢in

M) dk ) =0 k=1

M2)d(k, 1) =d(l, k)

M3)d(k, 1) <d(k,t)+d(t1)

ozelliklerini sagliyorsa d ye M Uzerinde bir metrik ve (M, d) ikilisine de metrik uzay denir
[3].

2.3. Tanim Bos kiimeden farkli bir M kiimesi verilsin. d: M x M —» R* doniisiimii verilen
her k,l,t € M igin

Y1)Vke Migind(k, k) =0

Y2)d(k, 1) =d(Lk)

Y3)d(k, 1) <d(k,t)+d(t 1)

ozelliklerini sagliyorsa d ye M iizerinde bir yar1t metrik ve (M, d) ikilisine de yar: metrik

uzay denir [3].



2.5.0rnek d: R x R - R olmak tizere d(k, 1) = |k — [| seklinde tanimlanan déniisiim reel
sayilar kiimesi tizerinde bir metriktir. Yani (R, d) de bir metrik uzaydir [3].

2.4. Tammm (M, d) bir metrik uzay olmak lzere k, € X ve r > 0 bir gercek say1 olsun. Bu
durumda,

B(ky;r) ={k € M:d(k, ko) < r} kimesine k, merkezli r yarigaph a¢tk yuvar,

Blky;r] = {k € M:d(k, ky) < r} kiimesine k, merkezli r yaricapli kapali yuvar,

Slko;r] = {k € M:d(k, ko) = r} kiimesine k, merkezli r yarigapli yuvar yutzeyi denir [3].
2.5. Tamim (M, d) bir metrik uzay ve V da M in bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun.
Eger her k € V igin B(k;r) c V olacak sekilde bir r pozitif tamsayist varsa V kiimesine
d-agiktir, denir [3].

2.6. Tanim Bir (M, d) metrik uzayinda bir U alt kiimesi igin U¢ = M — U kilimesi d-acik
ise, U kiimesine d-kapali kiime denir [3].

2.2. Onerme (M, d) bir metrik uzay olsun.

i) (M, d) i¢indeki her acik yuvar d-agik bir alt kiimedir.

ii) (M, d) igindeki her kapali yuvar d-kapal bir alt kiimedir [3].

2.7. Tanim (M, d) bir metrik uzay, U ve V ise M in bos kiimeden farkl: iki alt kiimesi ve

k € M olmak Uzere;

d(U,V) = inf{d(k,1):k € U,l € V} sayisina U ve V kiimeleri arasindaki uzaklik,

d(k,U) = inf{d(k,1):1 € U} sayisina k noktasinin U kiimesine olan uzaklig,

d(U) = sup{d(k,1): k,l € U} sayisinaise U kiimesinin ¢api denir. Burada d(U) < oo ise U
kiimesine sl kiime, d(U) = oo ise U kiimesine sinirsiz kiime denir [3].

2.8. Tanim (M, d) metrik uzayinda bir {k,,} dizisini ele alalim. Her € > 0 sayisina karsilik
belirli bir n(¢) pozitif dogal sayis1 var ve n > n(¢) olacak sekildeki her n pozitif dogal sayisi
icin k, € B(k,¢) olan bir k € M var ise {k,,} dizisi k € M noktasina yakinsaktir denir ve
k., — k ile gosterilir [3].

2.3. Onerme (M, d) bir metrik uzay ve U c M olsun. U nin d-kapali olmasi igin gerek ve
yeter kosul {k,} c U olacak sekildeki her dizi igin k,, = k ise k € U olmasidir [3].

2.9. Tanim (M, d) metrik uzayinda herhangi bir {k,,} dizisini ele alalim. Her € > 0 sayisina
karsilik belirli bir n(€) pozitif dogal sayis1 var ve m,n > n(¢) olacak sekildeki her n pozitif
dogal sayisi i¢in d (k,,, k,,) < € oluyorsa {k,,} dizisine bir Cauchy dizisi denir [3].

(M,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise (M, d)

ikilisine tam metrik uzay denir [3].



2.4. Onerme (M,d) bir tam metrik uzay ve U ¢ M olsun. (M,d) metrik uzayindan U
kiimesine indirgenen metrik d;; metrigi olsun. (U, dy;) alt metrik uzayinin tam uzay olmasi
icin gerek ve yeter kosul U kiimesinin d-kapali kiime olmasidir [3].
2.10. Tamim (M, d) bir metrik uzay f: M — M herhangi bir doniisiim olsun. Her k,l € M
icin,
d(fk, fl) < ad(k,l)

kosulunu saglayan a pozitif gergek sayisi varsa f doniistimiine Lipschitz kosulunu sagliyor
denir [3].
Burada a <1 ise f dondsimiine biiziilme doniistimii, a =1 ise f donisiimiine
genislemeyen doniisiim ad1 verilir. Ayrica k # L olan her k, 1 € M icin, d(fk, fl) < d(k,l)
ise f doniistimiine biiziilebilir doniisiim ad1 verilir [3].
2.11. Tanim (M, d,) ve (N, dy) metrik uzaylar, ko € M ve f: M — N bir doniisiim olsun.
Verilen her ¢ > 0 sayisina karsilik dy, (k, ko) < 6 oldugunda dy(f (k), f (ko)) < € olacak
sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, f doniisiimiine k, noktasinda sureklidir denir.
Eger f: M — N donlisimii M kiimesinin tiim noktalarinda surekli ise, f doniisiimiine M
kiimesi Gzerinde sureklidir denir [3].
2.12. Tanim M kiimesi bos kiimeden farkli bir kiime ve ® da M iizerinde tamiml1 bir ikili
islem olsun. Eger agsagidaki sartlar saglaniyorsa(M, @) cebirsel yapisina bir grup denir.
i) Her k,l € X igin kel € M dir. (Kapalilik 6zelligi)
ii) Her k,1,t € M icin (kel)et = ke(let) dir. (Birlesme 6zelligi)
iii) Herk € M icin kee = e®k = k olacak sekilde bir e € M vardir. (Birim eleman 6zelligi)
iv) Herk € M icin kel = lek = e olacak sekilde | = k™! € G vardir. (Ters eleman
ozelligi)
Bu dort sarta ilave olarak,
v) k,l € M igin kel = lek € M (Degisme 6zellligi)
sart1 da saglaniyorsa bu gruba abelyen (degismeli) grup denir [3].
2.13. Tanim M kiimesi bos kiimeden farkli bir kiime olsun. M iizerinde taniml iki ikili islem
e ve = olsun. Eger asagidaki {i¢ sart saglaniyorsa (M, e, =) iki islemli cebirsel yapisina halka
denir.
1) (M, e) bir abelyen gruptur.
2) Her k, I, t € M igin k=(I=t) = (k=0)=t dir.
3)Her k, 1, t € M igin,

ke=(let) = (k=l)o(k=t) ve (kel)=t = (k=t)e(l=t) dir[3].



2.14. Tanim (M, e, =) cebirsel yapisi bir halka olsun. Eger (M\{0}, =) bir abelyen grup ise
(M, e, ®) cebirsel yapisina cisim denir [3].

2.15. Tanim M kiimesi bos kiimeden farkl1 bir kiime ve [F reel veya karmasik sayilar cismi
olsun.t:M xM - M,herk,le Micint(k,) =k @Dt vec:FXM - M,

her B € F,k € Micin¢(B, k) = B © k seklinde tanimli iki islem olsun.

Her k,1,t € M ve her B,y € Ficin

V1) k @1 € M (Kapalilik 6zelligi)

V2))kD (U Dt) = (kD) Dt (Birlesme dzelligi)

V3) k @ 6y = 0y @ k = k olacak sekilde 8y, € M vardir. (Birim eleman 6zelligi)

V4) k @ (—k) = (k) @ k = 6, olacak sekilde —k € M vardir. (Ters eleman 6zelligi)
V5) k@1 =1 @ k (Degisme Ozelligi)

V) PO keM

VHYBOk®D=BOKDMBODN

Ve) B+y) Ok=(BOk) @ ¥ Ok)

V) Br)Ok=B0O (r Ok)

V10) 1 © k = k (1€F)

kosullart saglanirsa (M,,0©) t¢lii yapisina [F cismi Uzerinde bir vektér uzay: denir [3].
2.16. Tamim (M,@,©), F cismi lzerinde bir vektdr uzay: olsun. n: M — R, her k € M igin
n(k) = ||k|| seklinde taniml1 fonksiyon, her k,l € M ve her a € FF igin

nl) |kl = 0

n2) |kl =0 k =06y

n3) lla O kll = lalllk|l

n4) ||k @ || < k|l + |IL]] (Uggen Esitsizligi)

sartlarin1 sagliyor ise n fonksiyonuna M kiimesi tzerinde bir norm ve (M, ||. ||) ikilisine de
normlu uzay denir [3].

(M, |I.11) herhangi bir normlu uzay olsun. d:M X M — R, d(k,l) = ||k — || seklinde
tanimli doniisim M kumesi Gzerinde  bir metrik dontisiimiidiir. Ve bu metrige
I. 1| normunun iirettigi metrik denir [3].

Dolayisiyla normlu wuzaylar iizerinde bu norm yardimiyla bir metrik donilisiimi
tanimlanabilir.

2.17. Tamm (M, |[.]]) bir normlu uzay olsun. Eger (M, ||.|]) uzayr normun irettigi d

metrigine gore tam ise (M, |. ||) normlu uzayna Banach uzay: denir [3].



3. MATERYAL VE METOTLAR

3.1. Koni Metrik Uzaylarda Bazi Temel Tanim ve Teoremler
3.1.1. Tanim G bir reel Banach uzay1 ve K € G olsun. Eger K kiimesi
K1) K kapali, K # @ ve K # {6}
K2)a,BER, 0, =0,k l€eK = ak+BlEK
K3))ke Kve—-keK = k=20
sartlarin1 sagliyorsa K kiimesine bir koni (cone) denir [19].
3.1.2. Tanim G bir reel Banach uzayi ve K € G bir koni olsun. Bu durumda her k, [ € G icin
k <l < |-k € K olacak sekilde tanimh bagintiya G Uzerinde kismi siralama bagintis
denir. k < [ fakat k # [ oldugunu gostermek i¢in de k < [ yazabiliriz.
Ayrical — k € int K iken de k << [ yazabiliriz. Burada int K, K nin igini ifade etmektedir
[19].
3.1.1. Lemma G bir reel Banach uzayi, K € G bir koni ve y > 0 bir reel say1 olsun.
i) intK + intK c intK
ii) y intK c intK
dir [30].
3.1.3. Tanim G bir reel Banach uzay1, K € G bir koni olsun. Her k, [ € G igin en az bir
L > 0 reel sayis1 var 6yle ki 8; < k < Liken ||k|| < L||l|| oluyorsa K konisine normal koni
ve bu kosullar1 saglayan en kiigiik L pozitif reel sayisina K normal konisinin normal sabiti
denir [19].
3.1.4. Tanirm M # @, G bir reel Banach uzay1 olmak lizere d: M x M — G doniisiimii
my) Herk,l e Micin8; < d(k,)ved(k,l) =6; k=1
m,) Herk,l € Migind(k,l) =d(l, k)
m3) Herk,,t e Migind(k,l) < d(k,t) +d(t, D)
kosullarini sagliyorsa, d doniisiimiine M Uizerinde bir koni metrik ve (M, d) ye de koni metrik
uzay denir [19].
Koni metrik uzaylar metrik uzaylarin bir genellemesidir.
31.1. Ormnek G=R? K={k1DEG:k,l=>0SR?>M=R ve dMxM-G
dontistimii 4 = 0 olmak tizere
d(k, 1) = (Ik = U], ulk = 1)) 3.1)
olsun. Bu durumda (M, d) bir koni metrik uzaydir [19].



3.1.5. Tanim (M, d) bir koni metrik uzay olsun. {k,,}, M de bir dizi ve k € M olsun. Eger
0; << g olacak sekildeki her g € G igin en az bir N € N var 0yle ki n > N olacak
sekildeki her n pozitif dogal sayisi i¢in d(k,, k) << g oluyorsa, {k,} dizisi k e yakinsar

veya {k,} dizisinin limiti k dir denir ve bu durum lim k,, = k veya k,, » k (n » o) ile
n—-oo

gosterilir [19].
3.1.2. Lemma (M, d) bir koni metrik uzay ve bir g € G, 6; << g olacak sekilde verilsin.
Bu durumda ||k|| < 6 oldugunda g — k € intK olacak sekilde bir § > 0 reel sayis1 vardir
[19].
3.1.3. Lemma (M, d) bir koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni olsun.
{k,}, M de bir dizi olsun. Bu durumda {k,,} dizisinin k e yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart d(ky, k) = 05 (n > ) olmasidir. Yani,
k,—-k o d(k,k) - 0; (n > ) [19].

3.1.4. Lemma (M, d) bir koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni olsun.
{k,,}, M de bir dizi olsun. Eger k,, > k (n » ©)ve k, - [ (n » o) ise k = . Yani {k,,}
dizisinin limiti tektir [19].
3.1.6. Tanim (M, d) bir koni metrik uzay ve {k,}, M de bir dizi olsun. Eger 6, << g olacak
sekilde her g € G igin en az bir N € N var dyle ki her n,m > N olacak sekildeki her n,m
pozitif dogal sayilar1 igin d (k,,, k,,) << g oluyorsa {k,,} dizisine M i¢inde bir Cauchy dizisi
denir [19].
3.1.7. Tanim (M, d) bir koni metrik uzay olsun. Eger M i¢indeki her Cauchy dizisi yakinsak
ise bu durumda (M, d) koni metrik uzayma tam koni metrik uzay denir [19].
3.1.5. Lemma (M, d) bir koni metrik uzay ve {k,,}, M de bir dizi olsun. {k,, } dizisi M iginde
yakinsak bir dizi ise Cauchy dizisidir. Yani koni metrik uzaylarda yakinsak her dizi bir
Cauchy dizisidir [19].
3.1.6. Lemma (M, d) bir koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni olsun.
{k,;}, M de bir dizi olsun. Bu durumda,

{k,} bir Cauchy dizisidir d(k,, k,,) = 0; (n,m — o) [19].
3.1.7. Lemma (M, d) bir koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni olsun.
{k,} ve {l,,} M deikidizivek, -k ve [, >l (n— o) olsun. Bu durumda,
d(ky, 1) = d(k,1) (n = o) olur [19].
3.1.8. Tanim (M, d) bir koni metrik uzay olsun. M igindeki her {k,} dizisinin, M iginde
yakinsak bir {k,, } alt dizisi varsa da bu durumda (M, d) koni metrik uzayna, dizisel kompakt

koni metrik uzay denir [19].



3.2. Koni Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri
3.2.1. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni
olsun. f:M — M bir doniisiim ve her k,l € M igin,
d(fk, f) < ad(k,l) (3.2)
olacak sekilde bir @ € [0,1) sabiti olsun. Bu durumda f, M icinde bir tek sabit noktaya
sahiptir ve herhangi bir k € M icin iterasyon dizisi {f ™k} bu sabit noktaya yakinsar [19].
Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafindan K konisinin normalligi ihmal edilerek
asagidaki sekilde verilmistir.
3.2.2. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve f: M — M bir dontisiim ve her k,l € M
icin,
d(fk, f1) < ad(k,l) (3.3)
olacak sekilde bir @ € [0,1) sabiti olsun. Bu durumda f, M icinde bir tek sabit noktaya
sahiptir ve herhangi bir k € M igin iterasyon dizisi {f ™k} bu sabit noktaya yakinsar [28].
3.2.1. Sonu¢ (M, d) bir tam koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni
olsun. Kabul edelim ki f: M — M doniisiimii baz1 pozitif n tamsayilari ve her k,l € M igin,
d(f™k, f*) < ad(k,l) (3.4)
olacak sekilde bir a € [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda f, M iginde bir tek sabit
noktaya sahiptir [19].
Bu sonu¢ Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafindan K konisinin normalligi ihmal edilerek
asagidaki sekilde verilmistir.
3.2.2. Sonug (M, d) bir tam koni metrik uzay olsun. Kabul edelim ki f: M — M doniisimi
bazi pozitif n tamsayilar1 ve her k, I € M igin,
d(f™k, f*) < ad(k, 1) (3.5)
olacak sekilde bir a € [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda f, M iginde bir tek sabit
noktaya sahiptir [28].
3.2.3. Teorem (M, d) bir dizisel kompakt konik metrik uzay ve K de bir reguler konik olsun.
fiM — M doniisiimii k # [ olacak sekildeki her k, L € M igin,
d(fk, f1) < d(k,1) (3.6)
seklindeki zayif biiziilme sartin1 saglasin. Bu durumda f, M icinde bir tek sabit noktaya
sahiptir [19].
3.2.4. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni
olsun. f: M — M donisiimii her k,l € M igin,
d(fk, f) < a(d(fk, k) + d(fL,])) (3.7)
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sartin1 saglayacak sekilde a € [0, %) sabitine sahip olsun. Bu durumda f, M icinde bir tek

sabit noktaya sahiptir ve keyfi k € M igin iterasyon dizisi {f ™k} bu sabit noktaya yakinsar

[19].

Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafindan K konisinin normalligi ihmal edilerek

asagidaki sekilde verilmistir.

3.2.5. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve f: M — M déniisiimii her k, [l € M igin,
d(fk, f1) < a(d(fk, k) + d(fL 1)) (3.8)

sartin1 saglayacak sekilde a € [O, %) sabitine sahip olsun. Bu durumda f, M icinde bir tek

sabit noktaya sahiptir ve her bir k € M igin iterasyon dizisi {f ™"k} bu sabit noktaya yakinsar
[28].
3.2.6. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni
olsun. f: M — M donistimii her k,l € M igin,

d(fk, f1) < a(d(fk, 1) + d(f1, k)) (3.9)
sartin1 saglayacak sekilde a € [O, %) sabitine sahip olsun. Bu durumda f, M icinde bir tek

sabit noktaya sahiptir ve keyfi k € M icin iterasyon dizisi {f"k} bu sabit noktaya yakinsar

[19].

Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafindan K konisinin normalligi ihmal edilerek

asagidaki sekilde verilmistir.

3.2.7. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve f: M — M doniisiimi her k, [ € M igin,
d(fk, fl) < a(d(fk,1) + d(k, f1)) (3.10)

sartin1 saglayacak sekilde a € [O, %) sabitine sahip olsun. Bu durumda f, M iginde bir tek

sabit noktaya sahiptir ve her bir k € M igin iterasyon dizisi {f ™"k} bu sabit noktaya yakisar
[28].
3.2.8. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve K de L normal sabiti ile bir normal koni
olsun. f: M — M doniistimi her k,l € M igin,

d(fk, fl) < ad(k, 1) + Bd(l, fk) (3.11)
sartin1 saglayacak sekilde a, 8 € [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda f déniistimii M
icinde bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica a@ + f < 1 oldugunda ise f nin bu sabit noktasi
tektir [19].
Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafindan K konisinin normalligi ihmal edilerek

asagidaki sekilde verilmistir.
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3.2.9. Teorem (M, d) bir tam koni metrik uzay ve f: M — M doniistimii her k, L € M igin,
d(fk, f1) < ad(k,1) + Bd(l, fk) (3.12)

sartin1 saglayacak sekilde a, 8 € [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda f déniistimic M

icinde bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica @ + f < 1 oldugunda ise f nin bu sabit noktasi

tektir [28].

3.2.1. Ornek G = R? yani Oklid dizlemi, K = {(k,l) € R?:k,1 > 0} da G de bir normal

koni olsun.

M= {(k,0) e R%:0<k <1}U{(0,k) € R?>:0 < k < 1} olsun.

d:M X M — G doniisiimiinii;

d((k, 0), (1,0)) = (§|k T z|)

d((0,k), (0,1)) = (Ik = 11,21k = 11) (313)
4 2
d((k,0),(0,1)) = d((0,D), (k,0)) = (gk + 1Lk + §z)
olarak tanimlansin. Bu durumda (M, d) bir tam koni metrik uzaydir ve f: M — M doniistimii
£k, 0)) = (0,K) ve T((0,K)) = (3k,0) (3.14)

olarak tanimlandiginda;

vk k), (L, 1,) € M icin,
d(f ((k1, k2)), £ (11, 12))) < ad((ky, k), (13, 12)) (3.19)

sartin1 saglayacak sekilde bir @ = % € [0,1) reel sayis1 vardir [19].

3.3. Ortogonal Koni Metrik Uzaylar
3.3.1. Tanirm M # @ ve L € M X M bir ikili bagint1 olsun. Eger L bagintisi

dk, € M;(Vk € M, ky L k)V (Vk € M,k L k) (3.16)
sartin1 saglarsa M kiimesine ortogonal kiime (O-kiime) denir ve (M, 1) ile g0sterilir. Burada
ko elemanina ortogonal eleman denir [16].
3.3.1.Ornek M = Z olsun. Herhangi k, 1 € Z igin k = al olacak sekilde bir a € Z say1s1 var
ise k L1 [ olarak tanimlansin.
Herl € Zigin 0 L [ olacak sekilde O € Z sayisi vardir. O halde (M, 1) bir ortogonal kiimedir
[16].
Siradaki 6rnekte ko ortogonal elemaninin tek olmadigini goriilebilir.
3.3.2.0rnek M = [0, ) olsun. k.l € {k, 1} ise k L [ olarak tanimlansin. Bu bagintiya gore
(M, L) bir ortogonal kiime olup M in ortogonal elemanlar1 0 ve 1 dir [16].
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3.3.2. Tanim (M, L) bir ortogonal kiime olsun. Herhangi iki k,l € M igin k L [ ise bu
elemanlara ortogonal baglantili elemanlar denir [16].
3.3.3. Tanim (M, L) bir ortogonal kime olsun. M deki bir {k,} dizisi icin,

(vneN, k, Lky))V(VREN, k1 L ky) (3.17)
sart1 saglaniyorsa {k,} dizisine ortogonal dizi (O-dizi) denir [16].
Benzer sekilde, bir {k,} € (M, L) Cauchy dizisi igin,

(vneNk, Lk,y1)V(YneENky 1 Lky) (3.18)
sart1 saglaniyorsa {k,} dizisine ortogonal Cauchy dizisi (O-Cauchy dizisi) denir [16].
3.3.4. Tanim (M, L) bir ortogonal kiime ve d, M Uzerinde bir metrik olsun. . Bu durumda
(M, L, d) ye ortogonal metrik uzay (O-metrik uzay) denir [16].
3.3.5. Tanim (M, L) bir ortogonal kiime ve d, M Uzerinde bir koni metrik olsun. O halde
(M, L, d) ye ortogonal koni metrik uzay (O-koni metrik uzay) denir [18].
3.3.3.0mek G =R? K ={(k 1) € G:k,1 >0} < R?olsun.

d:MxM- G, dk,1) = (k-1 ulk-1]) (3.19)
dontistimii 4 > 0 ve u € R i¢in tanimlansin. M = Z deki L ikili bagintis1 “k, [ € Z igin
k = al olacak sekilde a € Zvardir © k L [” olarak tanimlansin. Bu durumda (M, L, d) bir
ortogonal koni metrik uzaydir [18].
3.3.4.0rmek g =1, b > 1 veq,b € Rolmak lizere,
G ={{kn}:kn € R ve X (lkn)9 < 0} ve K = {{k,} € G:k, = 0,¥n € N}
olsun. (M, 1, p) doniisiimiiniin bir ortogonal metrik uzay oldugunu kabul edelim. O halde M

Uzerinde,

d:MxM— G, d(k1) = (,,%)E (3.20)
donligiimii tanimlanabilir ve bu doniisiim bir ortogonal koni metriktir. Yani (M, L, d) bir
ortogonal koni metrik uzaydir [18].
3.3.5.0rmek G = (Cr[0,),]l.]l) Ve K = {f € G: f(t) = 0} olsun. (M, 1,d) ortogonal
metrik uzay ve burada f ;(t) = p(k, 1) olmak Uzere, M iizerinde tanimli

d:MxM- G, dk1) = fi, (3.21)
doniigiimii ortogonal koni metriktir. O halde (M, 1, d) ortogonal koni metrik uzaydir. [18]
3.3.6. Tamim (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay, {k,}, M de ortogonal bir dizi ve
k € M olsun. Eger 6; << g olacak sekildeki her g € G igin en az bir N € N var dyle ki
her n > N olacak sekildeki n pozitif dogal sayis1 i¢in d(k,, k) << g oluyorsa {k,}

ortogonal dizisine k € M noktasina yakinsaktir denir [18].
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3.3.7. Tanim (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. k € M olmak lzere {k,}, M de
ortogonal bir dizi olsun. Eger 6, << g olacak sekildeki her g € G igin en az bir N € N var
Oyle ki her n,m > N olacak sekildeki n,m pozitif dogal sayilar i¢in d(k,, k) << g
oluyorsa {k,} ortogonal dizisine M de bir ortogonal Cauchy dizisi denir [18].
3.3.8. Tanim (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. Eger M deki her ortogonal
Cauchy dizisi yakinsak ise bu durumda (M, L, d) koni metrik uzayina ortogonal tam koni
metrik uzay denir [18].
3.3.1. Lemma (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. {k,}, M de ortogonal bir dizi
olsun. {k,,} ortogonal dizisi k € M elemanina yakinsiyor ise ortogonal Cauchy dizisidir [26].
3.3.9. Tamm (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. M deki her {k,} ortogonal
dizisinin, M i¢inde yakinsak {kni} ortogonal alt dizisi varsa (M, L, d) ortogonal koni metrik
uzayina dizisel kompakt ortogonal koni metrik uzay denir [18].
3.3.10. Tanim (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay, 0 < y < 1 ve y € R olsun.
f:M — M donilisiimii i¢in,

k L1=d(fk, fl) < yd(k, 1) (3.22)
sart1 saglaniyorsa f ye y Lipschitz sabitiyle ortogonal blzulme (£-buzilme) denir [18].
3.3.11. Tanim (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. f: M — M doniisiimii igin,

kLl= fk L fl (3.23)
sart1 saglantyorsa f ye ortogonalligi koruyan déniigiim (L-koruyan) denir [18].

3.3.12. Tamim (M, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay, (k,,) S M ortogonal dizi,
f:M — M bir doniisiim ve k € M olsun.

k, > k= fk,- fk (3.24)
sart1 saglaniyorsa f ye ortogonal siirekli doniisiim (L-strekli) denir. Ayrica f fonksiyonu
her k € M igin ortogonal siirekli bir dontisiim ise f ye M de ortogonal siirekli déniisiim denir
[18].

3.4. Ortogonal Koni Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

3.4.1. Teorem (M, L,d) ortogonal tam koni metrik uzay (tam koni metrik uzay olmak
zorunda degil), y ER, 0 <y <1 olsun. f: (M, L1,d) - (M, L,d) doniisiimii y Lipschitz
sabitiyle ortogonal buiziilme (L-biiziilme) ve ortogonalligi koruyan (L-koruyan) bir doniisiim
olsun. Bu durumda herhangi bir ortogonal k, € M igin, k* € M noktasi vardir ve {f™(ky)}
iterasyon dizisi bu noktaya yakinsar. Eger f,k* € M de ortogonal strekli (L-strekli) ise,

k* € M noktasi f nin bir tek sabit noktasi vardir [18].
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3.4.1. Sonug (M, L, d) ortogonal tam koni metrik uzay olsun. K, L normal sabitiyle normal
koni,y € Rve 0 <y < 1olsun. 6; << g olacak sekildeki her g € G ve k, € M igin,

B(ky,g) ={k € M:d(ky, k) < g} (3.25)
seklinde tanimlansin. Her k, [ € B(kg, g) icin f: (M, 1,d) - (M, 1, d) doniisimii Lipschitz
sabitiyle ortogonal biziilme (L-biztlme) ve B(kg, g) lizerinde ortogonalligi koruyan
(L-koruyan) bir doniisiim ve d(fko, ko) < (1 —1y)g olsun. Bu durumda herhangi bir
ortogonal k, € M icin, k* € B(k,, g) noktas1 vardir ve {f ™ (k,)} iterasyon dizisi bu noktaya
yakinsar. Eger f, B(k,, g) Uzerinde ortogonal sirekli (L-strekli) ise, k* € B(k,, g) noktasi
f nin bir tek sabit noktasidir [18].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Simdi ana sonuglarimizi ve ispatlarini verebiliriz.
4.1. Teorem (M, E) bir kismi sirali kiime, (M, L, d) bir tam ortogonal koni metrik uzay,
f(M,L,d)—> (M, L,d) donisimii "= " ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir
doniigiim olsun. Her ortogonal baglantili k,l € Mvel E kicinbiry € R ve 0 <y < 1iken
d(fk, f) < yd(k,l) oldugunu varsayalim. Farz edelim ki bir k, € M ortogonal elemani
icin ko E fky oldugunda {f"(k,)} iterasyon dizisi k* € M noktasina yakinsak olsun.
Ayrica f donlisimii k* € M noktasinda ortogonal siirekli ise, k* € M noktasi f nin sabit bir
noktasidir [18].
Ispat. (M, 1) bir ortogonal kiime oldugundan k, € M olacak sekilde bir ortogonal elemani
vardir. Varsayimimizdan k, E fk, secilmesi genelligi bozmaz. f, M de bir 6z donlisiim
oldugundan k, € M ortogonal elemani i¢in k; = f(k,) olacak sekilde k; € M secilebilir.
Baylece,
ko L f(ko) V fko) L kg
=>ko LkyVks Lk 4.1)

yazilabilir. Benzer yolla devam edersek,

ky = f(ko), ky = f(ky) = f2(ko), . ke = [ (Kn—1) = [ (ko) (4.2)
yazilabileceginden {f ™ (k)} bir iterasyon dizisidir. f ortogonalligi korudugundan, {f™(ky)}
ortogonal bir dizidir.
ko C fky ve C ye gore f nin azalmayan doniistim oldugunu kullanirsak,

ko E f(ko) E f?(ko) E - E f"(ko) E - (4.3)
oldugunu elde ederiz.
Bu durumda her n € N igin,

d(kn+1, kn) = d(f (kn), f (kn-1)
< yd(kn, kn-1)

A

(4.4)
< y"d(ky, ko)

yazabiliriz. Herhangi bir n € N icin, k, = ky44 iken ky, = f(ky olup f nin bir sabit noktas1

oldugunu elde ederiz. Her n,n + 1 € N i¢in, k,, # k,1 oldugunu farz edelim. Bu durumda,

hern,m € N ve n > m igin,
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6 < d(kn' km) < d(knr kn—l) + d(kn—l' kn—z) + et d(kmr km+1)
<y (kg ko) + v 2d (ke ko) + -+ y™d (ky, ko)

< f—_yd(kl, ko) (4.5)

olur.
Devaminda iki durum vardair.

Durum 1: K, L sabitiyle sabitiyle normal koni ise, (4.5) esitsizliginden

ym
e, k)l < L | 7= ks, ko)

< 1= Llld(ky, ko)l (4.6)

olur. Yukaridaki denklemi kullanirsak, 0 < ¥y < 1 oldugundan d(k,, k) = 65 (m — )
dir ve {k,} = {f™(ko)} bir ortogonal Cauchy dizisidir.

Durum 2: K normal koni degilse, g € G i¢in 8; << g olsun. Bu durumda g € intP dir.
Ayrica Ns(6;) = {x € G: ||x — 0¢|| < &} oldugunda g + N5(6;) < K olacak sekilde

6 > 0 segelim.

0 <y <1 oldugundan,

”gd(kl’ kO)” = g ld(ki, k)|l = 0 (m - ) 4.7)

olur. § nin segilisinden, ”gd(kl, ko) ” < § dir ve Lemma 3.1.2 yi kullanirsak,

g- ffmyd(kl, ko) € intK yani g — gd(kl,ko) << g (m— o) (4.8)
olur. O halde hern,m € Nven > m cin d(k,, k) < gd(kl, ko) << g olup

{k,.} = {f™(ko)} bir ortogonal Cauchy dizisidir.
Her iki durumda da (M, 1, d) bir ortogonal tam metrik uzay oldugundan, k* € M var dyle
ki {k,} = {f"(ko)} dizisi bu noktaya yakinsar. Simdi f nin k* € M noktasinda ortogonal
stirekli oldugunu farz edelim ve g € G igin 8; << g olsun. {k,} = {f™(k,)} dizisi k* € M
noktasia yakinsadigindan ve f, k* € M de ortogonal siirekli oldugundan her n € N igin
n, € N var oyle ki n > ny oldugunda,

d(kns1, k") << 7 ve d(fky, fk7) << 2 (4.9)
dir.
Bdylece n > n, olacak sekildeki her n € N igin,

d(fk*, k") < d(fk*, fky) + d(fk, k™) << g olur.
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Diger yandanm € Nvem > 1i¢in 0 < % < 1 oldugunu elde ederiz. g € int K ve

yintK € intK (y € R,y > 0) oldugunu kullanirsak, % € intK oldugu elde edilir. Boylece
n > n, olacak sekildeki her n € N vem e Nym > 1 igin d(fk*, k™) <<% oldugu ele
alinirsa %— d(fk*,k*) € K olur. K konisinin kapaliligin1 kullanirsak m — oo limit
durumunda ,Lilréo(% —d(fk*, k")) = —d(fk*, k") € K dir. Ayrica 0; < d(fk*, k")

oldugundan d(fk*, k™) € K olur. K nin koni olmasindan d(fk*, k*) = 6; olup fk* =k~
olur. Yani k* € M, f nin bir sabit noktasidir.
4.1. Uyari Yukaridaki teoremde, (M, L) bir ortogonal kiime oldugundan;
dk, € M;(Vk € M,k L ko) vV (Vk € Mk, L k) (4.10)
dir. Fakat ky E fky durumu, M in herhangi bir ortogonal elemani i¢in saglanmayabilir.
Bunun igin alternatif olarak siradaki teoremi verebiliriz [18].
4.2. Teorem (M, E) bir kismi sirali kiime, (M, L1, d) bir ortogonal koni metrik uzay,
f:(M,L,d) > (M,L,d) donlisimii "E " ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir
dontisiim olsun. Her ortogonal baglantili k,l € M ve LE k icinbir yeR ve0<y <1
iken d(fk, f1) < yd(k, 1) oldugunu varsayalim. [, € M i¢in [y E fl, oldugunu ve [, ile f1,
in ortogonal baglantili elemanlar oldugunu farz edelim. Bu durumda {f™(l;)} iterasyon
dizisi bir [* € M noktasina yakinsaktir. Ayrica f doniisimii [* € M noktasinda ortogonal
strekli ise, [* € M noktas1 f nin bir sabit noktasidir [18].
Ispat. Varsayimimizdan [, € fl, olacak sekilde bir [, € M var ve I, ile fI, ortogonal
baglantili elemanlar olsun. f, M de bir 6z doniisiim oldugundan [, € M elemant i¢in
[, = f(l,) olacak sekilde I; € M secilebilir. Boylece,
Lo Lf(o) v flo) L
=Ll VIl (4.11)
yazilabilir. Benzer yolla devam edersek,

L=fU)l=fl)= fz(lo)» vy = fllaey) = (o) (4.12)
yazilabileceginden {f™(l,)} bir iterasyon dizisidir. f ortogonalligi korudugundan, {f™ ()}
ortogonal bir dizidir.

l, E fl, ve C ye gore f nin azalmayan doniisiim oldugunu kullanirsak,
loE flo) E f2(Ip) E-+ E fM(lp) E - (4.13)

oldugunu elde ederiz.
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Bu durumda her n € N igin,
d(ln+1r ln) = d(f(ln)’ f(ln—l)
< yd(ln' ln—l)

A

(4.14)
< ytd(ly, L)

yazabiliriz. Herhangi bir n € N icin, I, = [,,,4 iken [, = f(L,,) olup f nin bir sabit noktasi
oldugunu elde ederiz. Her n,n + 1 € N igin, [, # L, oldugunu farz edelim. Bu durumda,

hern,m € N ve n > m igin,

QG <d(lw lm) < d(ln: ln—l) + d(ln—b ln—z) A d(lmr lm+1)
<y, L) + vy L) + -+ y™d (L, L) (4.15)

< 15 d(ly o)

olur.
Devaminda iki durum vardar.

Durum 1: K, L sabitiyle sabitiyle normal koni ise, (4.15) esitsizliginden,

ym
I, L)l < L[ 0, 10

< 1= Klld(l, ) (4.16)

olur. Yukaridaki denklemi kullanirsak, 0 < y < 1 oldugundan d(l,,L,,;,) = 6; (m - ) ya
yakinsar ve {L,} = {f™(l,)} bir ortogonal Cauchy dizisidir.

Durum 2: K normal koni degilse, g € G icin 6; << g olsun. Bu durumda g € intK dir.
Ayrica Ns(0;) = {x € G: ||x — 0¢|| < 8} oldugunda g + N5(6;) < K olacak sekilde

6 > 0 segelim.

0 <y < 1 oldugundan,
|25 das, )| = Z Nt 1)l > 0 (n - o) (4.17)
olur. § nin segilisinden, ”gd(ll, ly) ” < § dir ve Lemma 3.1.2 yi kullanirsak,

9 == d(l, 1) € intK yani 2= d(ly,lo) << g (m - o) (4.18)

olur. O halde hern,m e Nven > m cin d(l,, ;) < gd(ll, lo) << g olup

{1.} = {f™(y)} bir ortogonal Cauchy dizisidir.
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Her iki durumda da (M, L, d) bir ortogonal tam metrik uzay oldugundan, [* € M var dyle ki
{1.} = {f"(ly)} dizisi bu noktaya yakinsar. Simdi f nin [* € M noktasinda ortogonal siirekli
oldugunu farz edelim ve g € G icin 8; << golsun. {I,,} = {f™(l,)} dizisi [* € M noktasina
yakinsadigindan ve f, [* € M de ortogonal siirekli oldugundan her n € N i¢in n, € N var
oyle ki n > n, oldugunda,

d(lpss, 1) <<§ ve d(fl,, f1*) <<§ (4.19)
dir. Boylece,
n = ng olacak sekildeki her n € N igin, d(fI*,1") < d(fI*, fL,,) + d(f1,, ") << g olur.
Diger yandanm € Nvem > 1i¢in 0 < % < 1 oldugunu elde ederiz. g € int K ve
yintK € intK (y € R,y > 0) oldugunu kullanirsak, % € intK oldugu elde edilir. Boylece
n > n, olacak sekildeki her n € N vem e Nym > 1 icin d(fl*,1") <<% oldugu ele
alinirsa % —d(fl",1") € K olur. K konisinin kapaliligin1 kullanirsak m — oo limit
durumunda lim (% —d(fl",1")) = =d(fl*,l") € K dir. Bunun yaninda 6; < d(fl",l")

m-oo

oldugundan d(f1*,1*) € K olur. K nin koni olmasindan d(fl*,l*) = 8 olup fl* = [* olur.
Yani [* € M, f nin bir sabit noktasidir.
4.3. Teorem (M, E) kismi sirali bir kiime, (M, L, d) bir ortogonal tam koni metrik uzay,
f:(M,L1,d)—> (M, L,d) donisimii "E " ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir
doniisiim olsun. Ayrica asagidaki sartlarin gegerli oldugunu varsayalim.
i) | E k olacak sekildeki, ortogonal baglantili k,l € M i¢in 0 < y < 1 olacak sekilde bir
vy € Rvar dyle ki d(fk, fl) < Ad(k, 1) dir.
ii) ko € M ortogonal elemant var dyle ki ky E fk, dir.
iii) Artan bir {k,,} dizisi k € M e yakinsak oldugunda her n i¢in k,, ile k ortogonal baglantili
ve k,, T k olsun.
Bu durumda {f™(k,)} iterasyon dizisi bir k* € M noktasina yakinsar ve k* € M, f nin bir
sabit noktasidir [18].
Ispat. Teorem 4.1 in ispatindan bir k* € M var oyle ki {k,} = {f"(ky)} bu noktaya
yaknsaktir. Simdi (iii) den f™(ky) E k* ve f™(k,) ile k* her n igin ortogonal baglantili
elemanlardir. Boylece (i) den;
d(fk*, k) < d(FkS, f™* ko) + d(F™ ko, k)

< yd(k*, ko) + d(f™ ko, k*) (4.20)

g € G icin 6; << g olsun. O halde {k,} = {f™(ko)} dizisi k* a yakinsadigindan her

n € N icin n, € N var oyle ki n > ny oldugunda,
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d(k,, k*) << g ve d(ky.q, k*) <<§ (4.21)
olur. Her n € N igin n > n, oldugunda d(fk*, k*) << g dir. Diger taraftan her m € N ve

m>1i¢in0 < % < 1 oldugunu elde ederiz. y € Rve y > 0igin g € intK ve
yintK < intK oldugunu kullanirsak, % € intK oldugunu elde ederiz. Boylece her n € N
iginn =ny ve m € N, m = 1 igin d(fk*, k") <<= olup < —d(ky,k*) € K oldugunu

elde ederiz.

P konisinin kapali kiime olmasini kullanirsak m — oo limit durumunda,

lim (£ —d(fk",k")) = —d(fk",k*) € K oldugunu elde ederiz.

m-—-oo

Ayrica 0; < d(fk*, k™) olmasindan d(fk*, k*) € K dir. K koni oldugundan
d(fk*,k*) = 0; olup fk* = k* dir. Yani k* € M, f nin bir sabit noktasidir.
4.4. Teorem (M, ) kismi sirali bir kiime, (M, L, d) bir ortogonal tam koni metrik uzay,
f:(M,L,d)—> (M,L1,d) donlisimii "CE " ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir
doniisiim olsun. Ayrica asagidaki sartlarin gegerli oldugunu varsayalim.
i) | £ k olacak sekildeki, ortogonal baglantili k,l € M icin
0<a,b,c ve a+2b+ 2c < 1 sartin1 saglayan a, b, c € R var dyle Ki
d(fk, fl) < ad(k,1) + b[d(k, fk) + d(L, fD] + cld(k, f1) +d(, fk)] (4.22)
dir.
ii) kg € M ortogonal eleman1 var dyle ki kg E fk dir.
Bu durumda {f™(k,)} iterasyon dizisi bir k* € M noktasina yakinsar ve f ortogonal surekli
ise k* € M, f nin bir sabit noktasidir [18].
Ispat. (M, 1) bir ortogonal kiime oldugundan k, € M olacak sekilde bir ortogonal eleman
vardir. Varsayimimmizdan k, E fk, secgilmesi genelligi bozmaz. f nin M de 6z doniisim
olmasindan k, € M ortogonal elemani i¢in k; = f(k,) olacak sekilde k; € M secilebilir.
Buradan,
ko L f(ko) V fko L kg
=>ky Lk, V ks Lk, (4.23)
Ardindan benzer yolla devam edersek,
ki = f(ko) ko = f(ky) = fz(ko), ook = flkno1) = (ko) (4.24)
oldugundan {f™(k,)} bir iterasyon dizisidir.
f ortogonalligi korudugundan, {f™(k,)} bir ortogonal dizidir.
ko E fkove f nin" E " ile azalmayan doniisiim oldugunu kullanirsak,

ko E fko E f2(ko) E - E fM(ko) E - (4.25)
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oldugunu elde ederiz.
Bu durumda her n € N igin,
d(kns1, kn) = d(f (en), f (kn-1))
< ad(ky, kn—1) + bld(ky, fky) + d(ky_1, fhn-1)] + cld(ky, fhn—1) + d(kn_1, fky)]
= ad(ky, kn-1) + b[d(kn, kni1) + d(kn-1, kn)] + cld(kn, kn) + d(kn_1, kn11)]
< ad(kp, kn-1) + bld(kn, kni1) + d(kn-1, k)] + cld(kn-1, ky) + d(kn, kni1)]
(4.26)
olur. Boylece,

a+b+c

d(k +1» n)

oldugunu elde ederiz. 0 < a,b,c ve a + 2b + 2c¢ < 1 sartin1 saglayan a, b, c € R igin

5 AUk k1) (4.27)

CIHZH secilirse t € (0,1) ve
d(kn+1, kn) < vd(kn, kn—1)
< v2d(kn_1, kn—2)
(4.28)
< y"d(ky, ko)
olur.

Herhangi bir n € N i¢in k,, = k4 oldugunda k, = f(ky oldugunu elde ederiz. Béylece
f nin bir sabit noktasi vardir. Farz edelim ki her n,n + 1 € N i¢in k,, # k44 olsun.
Bu durumda her n,m € N ve n > m igin,
¢ S dkn, k) < d(ky, kyq) + d(kp—q, kn—2) + -+ d(kmi1, ki)
Sy Ud(ky, ko) + ¥y 2d (ke ko) + -+ y™d (ke ko) (4.29)
< L dlky, ko)
olur.

Devaminda iki durum vardir.

Durum 1: Eger K, L normal sabitiyle normal koni ise (4.29) esitsizliginden,

< I_—VLIId(kl, ko) |l (4.30)

G k)l < 1 |2 e ko)

olur. Yukaridaki denklemi kullanirsak; 0 < y < 1 oldugundan n,m — oo limit durumunda
d(ky, k) = 6; olur ve bu durumda {k,,} = {f™(k,)} dizisi bir ortogonal Cauchy dizisi

olur.
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Durum 2: Eger K normal koni degilse g € G igin ; << g olsun. Bu durumda g € intK
dir. Ayrica Ns(6;) = {x € G:||x — ;|| < 6} oldugunda g + Ns(6;) < K olacak sekilde
& > 0 secelim. 0 < ¥y < 1 oldugundan,

|5 s ko) || = L5 NGy, ko)l = 0 (m — o0) (@31)
olur. § min segilisinden ”gd(’% ko) ” < & ve Lemma 3.1.2 yi kullanirsak,

g-— %d(kl; ko) € intK yani ;’Tmyd(kl, ko) << g (m — o) (4.32)

olur. O halde her n,m € N i¢in n > m oldugunda d (k,, k,;,) < %d(kl,ko) << g olup

{k,,} = {f™(ko)} dizisinin bir ortogonal Cauchy dizisi oldugunu elde ederiz.
Her iki durumda da (M, L, d) bir ortogonal tam koni metrik uzay oldugundan k* € M var
oyle ki {k,} = {f™(ky)} dizisi bu noktaya yakinsar. Simdi f nin k* € M de ortogonal sirekli
oldugunu kabul edelim. g € G igin 6; << g olsun. {k,} = {f"(ky)} dizisi k* € M e
yakinsadigindan ve f, k* € M de ortogonal siirekli oldugundan her n € N i¢in n, € N var
oyle ki n = ny igin,

d(kp,q, k) << g ve d(fk,, fk*) <<§ (4.33)
olur. Boylece n > n, olacak sekildeki her n € N igin,

d(fk*, k") < d(fk*, fkyp) + d(fkn, k™) << g

olur. Diger taraftanm € Nvem > 1i¢in 0 < % < 1 oldugunu elde ederiz.

y E Rvey > 0icin g € intK ve yintK c intK oldugunu kullanirsak, % € intK oldugunu

elde ederiz. BOylece n > n, olacak sekildeki her n,m € Nvem > 1 igin

d(fk* k") << % oldugu g6z Oniine alinirsa; %— d(fk*, k™) € K olur. K konisinin kapali
olmasmnt kullanirsak m — oo limit durumunda lim (£ - d(fk", k")) = —d(fk",k") € K
m—00

elde edilir. Bunun yaninda 6; < d(fk*, k*) oldugundan d(fk*, k*) € K dir. K nin koni
olmasindan d(fk*, k*) = 8 olup fk* = k™ olur. Yani k* € M, f nin bir sabit noktasidir.
4.5. Teorem (M, E) kismi sirali bir kiime, (M, 1, d) bir ortogonal tam koni metrik uzay,
f:(M,L1,d) - (M, L,d) donlisimii " E " ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir
doniisiim olsun. Ayrica asagidaki sartlarin gecerli oldugunu varsayalim.
i) | T k olacak sekildeki, ortogonal baglantili k,l € M i¢in
0<ab,c ve a+2b+ 2c <1 sartin1 saglayan a, b, c € R var 0yle ki

d(fk, fl) < ad(k,1) + b[d(k, fk) +d(L, fO] + cld(k, f1) + d(l, fk)] (4.34)
dir.
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ii) kg € M ortogonal eleman1 var dyle ki kg E fk dir.
iii) Artan bir {k,} dizisi k € M e yakinsarsa o halde her n icin k, ile k ortogonal baglantili
ve k,, C k olsun,
Bu durumda {f™(k,)} iterasyon dizisi bir k* € M noktasina yakinsar ve k* € M, f nin bir
sabit noktasidir [18].
Ispat. Teorem 4.4 (in ispatindan bir k* € M var 6yle ki {k,} = {f"(ky)} bu noktaya
yakinsaktir. Simdi (iii) den f™(ky) E k™ ve f™(ky) ile k* her n i¢in ortogonal baglantili
elemanlardir. Boylece (i) den;
d(fkn, f k) < ad(kn, k™) + bld(kn, fkn) + d(k", k)] + c[d(kn, fk*) + d(k”, fky)]
< ad(kn, k%) + bd(kn, k* ) + d (k" K1) + Ak, K1) + d ks, FE7)]
+cld(kn, k™) + d(k™, kne1) + d(kpsa, fK7) + d(fK7, knia)]
= ad(ky, k™) + bld(kn, k™) + d(k", kni1) + d(k", kny1) + d(fky, fK7)]
+cld(kn, k™) + d(k™, kny1) + d(fkn, fE7) + d(fk", fkn)]
(4.35)

olur. Bu yiizden,

2b+2c
1-b—c

d(flen, k") < 2 d (ki k) +

-b—c

d(kn+1,k") (4.36)
oldugunu elde ederiz.
g € G icin 6; << g olsun. O halde {k,} = {f™(ko)} dizisi k* € M e yakinsadigindan her

n € N icinn, € N var dyle ki n = n, oldugunda,

* g(1-b—c) * g(1-b—c)
d(kn,k ) << m ve d(kn+1,k ) << m (437)

olur. Her n € N igin n = ny oldugunda d(fk,, k*) << g dir. Bdylece her n — oo limit
durumunda k.4 = fk* olur. Limitin tekligini kullanarak fk* = k* oldugunu elde ederiz.
4.1. Ornek G = R? yani Oklid dizlemi ve K = {(k,1) € R%:x,y > 0} da G icinde bir
normal koni olsun. M = {(k,0):0 < k < 1} ve M {izerinde asagidaki " = " bagintisini, R
uzerinde

(k,O)= (L) (k=Dv(k<lVkl1le[01]) (4.38)
seklinde bir kismi siralama bagintis1 olarak tanimlayalim. Ayrica G Uzerinde bir
" 1 " ikili bagintist,

(k,0) L (1,0) © kl < min(k,1) (4.39)

olarak verilsin.
Bu durumda, (M, 1) bir ortogonal kiimedir.

d:M x M — G doniistimii,
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d((k,0),(1,0)) = (31k — 11,1k — 11) (4.40)
olarak tanimlansin. O halde, (M, L, d) bir ortogonal tam koni metrik uzaydir.

fi(M,L1,d) » (M, 1,d) dontisimi,

£k, 0) = (57.0) (@.a41)
seklinde tanimli fonksiyon verilsin.
O halde f, M Uzerinde " E " ile azalmayan, ortogonalligi koruyan ve ortogonal siirekli bir
dontistimdiir.
Ve ortogonal baglantili olan (k,0),(l,0) € M elemanlart igin (I,0) = (k,0) oldugunda
d(fk, fl) < yod(k,1) sartim1 saglayan 0 <y, < 1 olacak sekilde y, € R reel sayis1 vardir.

Ayrica herhangi bir (k,0) € M ortogonal elemani igin f((k, O)) = (%, 0) oldugundan

(k,0) = f(k,0) dir ve (f”(k, O)) dizisi (1,0) € M elemanina yakinsar.
Boylece, Teorem 4.1 geregince (1,0) € M noktasi f doniisiimiiniin bir sabit noktasidir [18].
Cozdm.

A) Oncelikle K nin bir koni oldugunu gosterelim:

K1) K kapali ve 8 € K oldugundan, K # @ dir.
(k,) =(1,0) € K alinirsa K # {0} dur.
K2)a,f ER,a,f =0vez=(kyl;) €Kvet = (k) € K olsun.
ki,li =0vek,l, 20=ak, =20,al; 20,81, 20,51, =20
= ak, + Lk, >0 ve al; +pl, =0
= az+ Pt = a(ky, ) + B(ky, 1)
= (ak, + Bky,aly + Bl,) €K dir.
K3)z = (k,1) € Kve —z = (—k,—1) € K olsun.
Bu durumda,
k,l1>0ve—k,-l>0=2k>0,-k>0,1>0,-1=>0
=>k=0vel=0
=>z=(k1)=(00)€EK
olup K, G de bir konidir.

B) d nin M iizerinde bir koni metrik oldugunu gosterelim:

(my) Vk* = (k,0),1" = (1,0) € M icin 8, < d(k*,1") ve d(k*,1") = 6,  k* = I* olur.
(m,) Vk*,1* € M igin d(k*,1*) = d(I*, k") olur.
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(m3) VK, 1", t* € M igin;
k= (k,0), I = (1,0) = d(k*,1") = (S 1k — 1], lk 1] (4.42)

t*=(t,0) € M iken,
4
dQi,e) = (Sl — el ke =l

4
a1 = (gle- 1l le=11)

5

olup
d(k*, t*) +d(t"1") = (g(lk —tl+t=1ID, lk—t|+|t— ll) (4.43)
bulunur. (4.42) ve (4.43) den;
d(k*1") < d(k*, t*) +d(t,17).

O halde d, M (izerinde bir koni metrik olup, (M, d) koni metrik uzaydir.

C) (M, 1) in ortogonal kiime oldugunu, yani
Aky=(ko,0)EM,(VI"=(0)EMk; LI") Vv VI"=(,0) e M,l" L k;)
oldugunu gosterelim:
kol < kg A kol <1
ke(1=0)=0nal(1-ky) =0 (4.44)
O halde 0 < k, < 1 olacak sekildeki her (kq, 0) € M elemani bir ortogonal elemandir.
Boylece (M, L) bir ortogonal kiime olup, (M, L, d) ortogonal koni metrik uzaydir.

D) (M, 1, d) nin tam ortogonal koni metrik uzay oldugunu yani

her (k;) < M ortogonal Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu gosterelim:

(k;) ortogonal Cauchy dizisi ise, her n € N igin,

ki Lk, V ki Lk, (4.45)
dir. k, € [0,1] olup (k;;) = ((kp, 0)) formundadir. O halde
kn- kn+1 = kn A kn+1-kn < kn+1 (4-46)

oldugundan ((k,, 0)) ortogonal bir dizidir.
(k;) ortogonal dizisi Cauchy dizisi iken her g = (g4, g,) € intK icin en az bir n, € N var

oyle ki her n,m € N i¢in n, m > n, oldugunda,

d((Kp, 0), (i, 0)) << g Olup (2 lkn — kil ke — k| << g) dir.
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(k) € (R, |.|) bir Cauchy dizisi ve (R, | . |) tam uzay oldugundan k € R var Oyle ki
k,, — k dir.
Boylece her g = (g1, g,) € intK igin d((ky, 0), (k,0)) = (%Ikn — k|, |k, — kl) << gdir.

Sonug olarak, (M, L, d) tam ortogonal koni metrik uzaydir.

E) f doniisiimiiniin ortogonalligi koruyan bir doniisiim oldugunu gosterelim:

(k,0) L (,0) = f((k,0)) L £((1,0)) midir?
(k,0) L (,L0O) =kl <k A kl<lolup0 <k, <1 oldugundan,
k(-0 =0 A Il(1—-k)=0dr.

£ 0) L £(0,0) = (“32,0) L (S5 0)

- ()= 0) » ()= ()

olup 0 < k,1 < 1 oldugundan

() )20 ()20

dir. Sonug olarak, f doniisiimii ortogonalligi koruyan bir doniistimdiir.

F) f doniisiimiiniin azalmayan bir doniisiim oldugunu yani
(k,0) E (1,0) = f((k,0)) = £((,0)) oldugunu gosterelim:
k,0)=(,0) e (k=1) v (k<L,VkI1€][0,1]) oldugundan;
k=Llise f((k,0))E f((10)) oldugu agiktir.

k+1 _ 1+1

Her k, 1 € [0,1] igin k < lise —= < — olup f((k,0)) = £((1,0)) elde edilir.

Sonug olarak, f dontisiimii azalmayan bir dontigiimdiir.

G) f donisiimiiniin ortogonal stirekli bir doniisiim oldugunu yani
(k;,) ortogonal bir dizi ve k;, = k*ise f(k;) — f(k™) oldugunu gosterelim:
(k;) = ((k,,0)) formunda olup ortogonal iken, ky.knpq <kn A knypkn < kngq
oldugundan (k,, 0) — (k, 0) olacak sekilde (k,0) € M vardir. Yani

d((kn, 0), (k,0)) = (£ 1k — Kl Ik — kI) << g (4.47)

dir. Buradan,

d (f (Cen ), £((k,0))) = d ((k 2+ 1")(]{2:»
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k, —k
2 D<<g

kn—k|
2 )

-

Sonug olarak, f doniisiimii ortogonal siirekli bir doniisiimdiir.

elde edilir.

H) f déniisiimii icin (1,0) = (k,0) ve ((1,0) L (k,0) v (k,0) L (1,0)) iken

d(f(k 0), f(l, O)) yod((k 0), (1, 0)) olacak sekilde y, € (0,1) oldugunu gosterelim:
d(f(k,0),f(0)) < yod((k,0),(10)) (4.48)

) <)

Bu durumu y, — % >0=>y,=> % olacak sekildeki her y, reel sayisi saglar.
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5. SONUC VE ONERILER

Calismamizin ilk boliimiinde, kapsamli bir literatiir taramasi sonucu, sabit nokta teori
caligmalarinin baslangicindan itibaren uygun biiziilme sartlarin1 saglayan doniistimler i¢in o
sabit noktalarin varliginin bulunmas siireciyle ilgili gelismelere deginilmis, ardindan da bu
calismanin genel konusu vurgulanmistir. Tkinci ve Gglincii bolimlerde, dordinci bélimde
verilecek olan ana teoremlerin anlagilmasini saglamak i¢in gerekli temel tanimlar, 6rnekler,
lemmalar ve teoremler referanslariyla verilmistir. Dordinct bolimde ise sirali ortogonal
koni metrik uzaylar tizerinde tanimli 6z doniisiimlerin 6ncelikle ortogonal siirekli iken farkli
biiziilme kosullart altinda sabit noktalarinin varligi incelenmistir. Ardindan da ortogonal
strekli olmamasi halinde hangi kosul altinda sabit noktaya sahip olabilecegi ifade ve ispat
edilmistir. Ayrica bu teoremleri biitiin detaylar1 ile agiklayan bir 6rnek verilmistir. Bu
caligmanin sonucunda koni metrik uzaylarda yapilan ¢aligmalar, bu ¢alismadan esinlenerek

sirali ortogonal koni metrik uzaylara genellestirilebilir.
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