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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

Simgeler Açıklama 

⊆ Alt küme 

∀ Her (herhangi) 

∃ En az bir 

∋ Öyle ki 

𝒌𝟎 Ortogonal eleman 

ℝ Reel sayılar kümesi 

ℂ Kompleks sayılar kümesi 

ℕ Doğal sayılar kümesi 

ℕ+ Pozitif doğal sayılar kümesi 

ℤ Tamsayılar kümesi 

𝑮 Reel Banach uzayı 

𝑲 Koni 

𝑳 Normal sabit 

| . | Mutlak değer 

‖ . ‖ Norm 

𝒊𝒏𝒕 𝑲 𝐾 nin içi 

𝒙 ≼ 𝒚 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐾 

𝒙 ≺ 𝒚 𝑥 ≼ 𝑦 fakat 𝑥 ≠ 𝑦 

𝒙 ≪ 𝒚 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 

⊑    Kısmi sıralama 
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𝜽𝑮 Sıfır vektörü 

(𝑴, 𝒅) Koni metrik uzay 

(𝑴, ⊥) Ortogonal küme 

(𝑴, ⊥, 𝒅) Ortogonal koni metrik uzay 

𝒇: 𝑴 → 𝑴 𝑓, 𝑀 den 𝑀 ye bir öz dönüşüm 
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1. GİRİŞ 

 

Analizde varlık teoremleri, temel matematiksel gerçeklerin eleştirel olarak da göz önüne 

alındığı on dokuzuncu yüzyılda incelenmeye başlanmıştır ve analitik sağ tarafa sahip 

diferansiyel denklem sistemleri için bir varlık teoremi kanıtlayan ilk matematikçi Augustin 

Louis Cauchy’dir. Diğer taraftan Picard, varlık teoremlerini kanıtlamak için ardışık 

yaklaşımlar yöntemini önermiştir. 1922’de Birkhoff ve Kellogg fonksiyon uzaylarında 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) denklemi için klasik varlık teoreminin bir ispatını vermişlerdir. Ancak 

çözümlerin varlık ve tekliği için kurulan teoremlerin ispatlanması için en temel ve en verimli 

metot 1922 yılında Stefan Banach tarafından verilen ilkedir ve varlık teoreminin ispatına ilk 

kez 1930 yılında Renato Caccioppoli tarafından uygulanmıştır. Bu ilke, Picard’ın ardışık 

yaklaşımlar yönteminin geometrik yorumunun bir sonucudur. 

Stefan Banach’ın büzülme ilkesi aşağıdaki şekilde belirtilmiştir: 

“(𝑀, 𝑑) bir tam metrik uzay olmak üzere, 𝑓: 𝑀 → 𝑀 bir öz dönüşüm olsun.  

Eğer her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≤ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙) şartını sağlayan bir 𝛼 ∈ [0,1) reel sayısı var ise 

𝑓 öz dönüşümünün bir tek sabit noktası vardır.” 

Diferansiyel ve integral denklemlerin çözümlerinin tekliğinin ispatındaki yaygın 

kullanımından ötürü Banach Büzülme İlkesi’nin bazı genişlemeleri Edelstein (1961), 

Rakotch (1962), Chu ve Diaz (1965) ve Wong (1968) gibi matematikçiler tarafından 

verilmiştir. 

Banach Büzülme İlkesi, Luxemburg (1958), Monna (1961), Edelstein (1964), Margolis 

(1967), Diaz ve Margolis (1967) tarafından Genelleştirilmiş Tam Metrik Uzaya 

genelleştirilmiştir. Ayrıntılı sonuçlar için Carl Wallace Norris tarafından yazılmış “Metrik 

Uzaylarda Büzülme Dönüşümleri Altında Sabit Noktalar ve Periyodik Noktalar” (Memorial 

Üniversitesi, Newfoundland) tezine bakabilirsiniz. Davis (1963), Kammerer ve Kasriel 

(1964), Naimpally (1965) ve Edelstein (1967) gibi bazı araştırmacılar ise bu sonuçları 

düzgün uzaylara genelleştirmişlerdir. Daha fazla bilgi için Wayne Cyril Russell (1970) 

tarafından yazılmış “Düzgün Uzaylarda Sabit Nokta Teoremi” (Memorial Üniversitesi, 

Newfoundland) tezine bakabilirsiniz. 

Ayrıca 1960’lı yılların ortalarında Felix Earl Browder’ın matematiğin aktif ve önemli bir 

dalı olan doğrusal olmayan fonksiyonel analiz alanındaki öncü çalışmaları sonucunda 

genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktaları ile ilgili çalışmalarda da bir ivme kazanılmıştır. 
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Bu çalışmaların öncüleri 1965 yılında Browder, Gohde, Kirk ve Edelstein tarafından 

verilmiştir. 

Diğer taraftan 2007 yılında Huang ve Zhang tarafından metrik dönüşümlerin değer kümesi 

olan reel (gerçel) sayılar kümesi yerine kısmi sıralı reel Banach uzayı alınarak “koni metrik” 

adı verilen, metrik dönüşümünün bir genelleştirilmesi tanımlanmış ve koni metrik uzaylar 

üzerinde bazı sabit nokta teoremleri ifade edilmiş ve ispatlanmıştır. Bu teoremlerde koninin 

normalliği, sonuçların ispatı için gerek koşul olarak verilmiştir. 2008 yılında Rezapour ve 

Hamlbarani bu teoremlerdeki koninin normalliği koşulunun ihmal edilebileceğini belirtmiş 

ve bu durum için teoremlerin ispatlarını vermişlerdir. Bu makalelerin ardından koni metrik 

uzaylarla ilgili bir makaleler dizisi ortaya çıkmaya başlamıştır. Bu makalelerde koni metrik 

uzaylarda verilen öz dönüşümlerin sağladığı büzülme şartlarının değiştirilmesi yoluyla sabit 

nokta teoremleri, ortak sabit nokta teoremleri, periyodik sabit nokta teoremleri gibi pek çok 

teorem ifade ve ispat edilmekle birlikte ayrıca koni metrik uzayların topolojik özellikleri de 

incelenmiş ve bu topolojik özellikler yoluyla koni metrik uzaylar üzerinde bazı teoremler 

ifade ve ispat edilmiştir. 

Öte yandan 2017 yılında Gordji, Ramezani, De La Sen ve Cho ortogonal küme tanımını 

vererek, ortogonal bir küme üzerinde tanımlı metrikle elde edilen ortogonal metrik uzaylar 

üzerinde tanımlı öz dönüşümler için Banach Sabit Nokta Teoremi’nin bir reel 

genelleştirmesini vermişlerdir. Bu teoremin en önemli özelliği küme üzerinde tanımlı öz 

dönüşüm için verilen büzülme şartının sadece kümedeki ortogonal bağlantılı elemanlar için 

sağlanmasının yeterli olmasıdır. Bu makalenin ardından çeşitli araştırmacılar tarafından 

ortogonal metrik uzaylar üzerinde sabit nokta teoremleri için bazı genelleştirmeler verilmeye 

başlanmış olup bu çalışmalar devam etmektedir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

2.1. Tanım  Boş kümeden farklı bir 𝑀  kümesi verilsin.  𝑓: 𝑀 → 𝑀 bir dönüşüm olmak üzere 

𝑓𝑘0 = 𝑘0 eşitliğini sağlayan bir  𝑘0 ∈ 𝑀  varsa, bu elemana 𝑓 nin bir sabit noktası denir [3]. 

2.1. Örnek  𝑀 = [0, ∞) olmak üzere, 𝑓: 𝑀 → 𝑀, 𝑓𝑘 =
𝑘

5
  olsun. Bu durumda 𝑘0 = 0 verilen 

dönüşüme ait tek bir sabit noktadır [3]. 

2.2. Örnek  𝑀 = ℝ olmak üzere, 𝑓: 𝑀 → 𝑀, 𝑓𝑘 = 𝑘2 + 3𝑘 + 4  olsun. Bu durumda verilen 

dönüşümün hiçbir sabit noktası yoktur [3]. 

2.3. Örnek  𝑀 = [0, ∞) olmak üzere, 𝑓: 𝑀 → 𝑀, 𝑓𝑘 = 𝑘2  olsun. Bu durumda 𝑘0 = 0 ve  

𝑘1 = 1 verilen dönüşüme ait iki sabit noktadır [3]. 

2.4. Örnek 𝑀 = ℝ olmak üzere, 𝑓: 𝑀 → 𝑀, 𝑓𝑘 = 𝑘  olsun. Bu durumda verilen dönüşümün 

sonsuz çoklukta sabit noktası vardır [3]. 

𝐼, 𝑀 üzerinde birim dönüşüm olmak üzere 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümünün  sabit noktaları 

 (𝑓 − 𝐼)(𝑘) = 0 eşitliğinin çözümleridir. Bu denklemin çözümünü bulmak demek, verilen 

𝑇 dönüşümün sabit noktalarını bulmak demektir [3]. 

2.1. Önerme (Sabit Nokta Teoremi) 

 𝑓:[𝑐, 𝑑] → [𝑐, 𝑑] ye tanımlı sürekli bir dönüşüm ise, 𝑓(𝑘) = 𝑘 denkleminin [𝑐, 𝑑] içinde en 

az bir kökü vardır [3]. 

2.2. Tanım Boş kümeden farklı bir 𝑀  kümesi verilsin. 𝑑: 𝑀 × 𝑀 → ℝ+ dönüşümü verilen 

her 𝑘, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑀 için 

𝑀1) 𝑑(𝑘, 𝑙) = 0 ⇔ 𝑘 = 𝑙 

𝑀2) 𝑑(𝑘, 𝑙) = 𝑑(𝑙, 𝑘) 

𝑀3) 𝑑(𝑘, 𝑙) ≤ 𝑑(𝑘, 𝑡) + 𝑑(𝑡, 𝑙) 

özelliklerini sağlıyorsa 𝑑 ye 𝑀 üzerinde bir metrik ve (𝑀, 𝑑) ikilisine de metrik uzay denir 

[3]. 

2.3. Tanım Boş kümeden  farklı bir 𝑀  kümesi verilsin. 𝑑: 𝑀 × 𝑀 → ℝ+ dönüşümü verilen 

her 𝑘, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑀 için 

𝑌1) ∀𝑘 ∈ 𝑀 için 𝑑(𝑘, 𝑘) = 0 

𝑌2) 𝑑(𝑘, 𝑙) = 𝑑(𝑙, 𝑘) 

𝑌3) 𝑑(𝑘, 𝑙) ≤ 𝑑(𝑘, 𝑡) + 𝑑(𝑡, 𝑙) 

özelliklerini sağlıyorsa 𝑑 ye 𝑀 üzerinde bir  yarı metrik ve (𝑀, 𝑑) ikilisine de yarı metrik 

uzay denir [3]. 
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2.5. Örnek 𝑑: ℝ × ℝ → ℝ olmak üzere 𝑑(𝑘, 𝑙) = |𝑘 − 𝑙| şeklinde tanımlanan dönüşüm reel 

sayılar kümesi üzerinde bir metriktir. Yani (ℝ, 𝑑) de bir metrik uzaydır [3]. 

2.4. Tanım  (𝑀, 𝑑) bir metrik uzay olmak üzere 𝑘0 ∈ 𝑋 ve 𝑟 > 0 bir gerçek sayı olsun. Bu 

durumda, 

𝐵(𝑘0; 𝑟) = {𝑘 ∈ 𝑀: 𝑑(𝑘, 𝑘0) < 𝑟}  kümesine 𝑘0 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvar, 

𝐵[𝑘0; 𝑟] = {𝑘 ∈ 𝑀: 𝑑(𝑘, 𝑘0) ≤ 𝑟}  kümesine 𝑘0 merkezli 𝑟 yarıçaplı kapalı yuvar, 

𝑆[𝑘0; 𝑟] = {𝑘 ∈ 𝑀: 𝑑(𝑘, 𝑘0) = 𝑟}  kümesine 𝑘0 merkezli 𝑟 yarıçaplı yuvar yüzeyi denir [3]. 

2.5. Tanım  (𝑀, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑉 da 𝑀 in boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun. 

Eğer her 𝑘 ∈ 𝑉 için 𝐵(𝑘; 𝑟) ⊂ 𝑉 olacak şekilde bir 𝑟 pozitif tamsayısı varsa 𝑉 kümesine  

𝑑-açıktır, denir [3]. 

2.6. Tanım Bir (𝑀, 𝑑) metrik uzayında bir 𝑈 alt kümesi için  𝑈𝑐 = 𝑀 − 𝑈 kümesi 𝑑-açık 

ise, 𝑈 kümesine 𝑑-kapalı küme denir [3]. 

2.2. Önerme  (𝑀, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 

𝑖) (𝑀, 𝑑) içindeki her açık yuvar  𝑑-açık bir alt kümedir. 

𝑖𝑖) (𝑀, 𝑑) içindeki her kapalı yuvar 𝑑-kapalı bir alt kümedir [3]. 

2.7. Tanım  (𝑀, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑈 ve 𝑉 ise 𝑀 in boş kümeden farklı iki alt kümesi ve  

𝑘 ∈ 𝑀 olmak üzere; 

𝑑(𝑈, 𝑉) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑘, 𝑙): 𝑘 ∈ 𝑈, 𝑙 ∈ 𝑉} sayısına 𝑈 ve 𝑉 kümeleri arasındaki uzaklık, 

𝑑(𝑘, 𝑈) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑘, 𝑙): 𝑙 ∈ 𝑈} sayısına 𝑘 noktasının 𝑈 kümesine olan uzaklığı, 

𝑑(𝑈) = 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑘, 𝑙): 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑈} sayısına ise  𝑈 kümesinin çapı denir. Burada 𝑑(𝑈) < ∞ ise 𝑈 

kümesine sınırlı küme, 𝑑(𝑈) = ∞ ise 𝑈 kümesine sınırsız küme denir [3]. 

2.8. Tanım  (𝑀, 𝑑)  metrik uzayında bir {𝑘𝑛} dizisini ele alalım. Her 𝜀 > 0 sayısına karşılık 

belirli bir 𝑛(𝜀) pozitif doğal sayısı var ve 𝑛 ≥ 𝑛(𝜀) olacak şekildeki her n pozitif doğal sayısı 

için 𝑘𝑛 ∈  𝐵(𝑘, 𝜀) olan bir 𝑘 ∈ 𝑀 var ise {𝑘𝑛} dizisi 𝑘 ∈ 𝑀 noktasına yakınsaktır denir ve 

𝑘𝑛 → 𝑘 ile gösterilir [3]. 

2.3. Önerme (𝑀, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑈 ⊂ 𝑀 olsun. 𝑈 nın 𝑑-kapalı olması için gerek ve 

yeter koşul  {𝑘𝑛} ⊂ 𝑈 olacak şekildeki her dizi için 𝑘𝑛 → 𝑘 ise 𝑘 ∈ 𝑈 olmasıdır [3]. 

2.9. Tanım  (𝑀, 𝑑)  metrik uzayında herhangi bir {𝑘𝑛} dizisini ele alalım. Her 𝜀 > 0 sayısına 

karşılık belirli bir 𝑛(𝜀) pozitif doğal sayısı var ve 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛(𝜀) olacak şekildeki her n pozitif 

doğal sayısı için 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) < 𝜀  oluyorsa {𝑘𝑛} dizisine bir Cauchy dizisi denir [3]. 

(𝑀, 𝑑)  metrik uzayındaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakınsıyor ise (𝑀, 𝑑) 

ikilisine tam metrik uzay denir [3]. 
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2.4. Önerme (𝑀, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑈 ⊂ 𝑀 olsun. (𝑀, 𝑑) metrik uzayından 𝑈  

kümesine indirgenen metrik  𝑑𝑈  metriği olsun. (𝑈, 𝑑𝑈) alt metrik uzayının tam uzay olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑈 kümesinin  𝑑-kapalı küme olmasıdır [3]. 

2.10. Tanım  (𝑀, 𝑑) bir metrik uzay 𝑓: 𝑀 → 𝑀 herhangi bir dönüşüm olsun. Her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 

için, 

                                         𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≤ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙) 

koşulunu sağlayan 𝛼 pozitif gerçek sayısı varsa 𝑓 dönüşümüne Lipschitz koşulunu sağlıyor 

denir [3]. 

Burada 𝛼 < 1 ise  𝑓 dönüşümüne büzülme dönüşümü, 𝛼 = 1 ise  𝑓 dönüşümüne 

genişlemeyen dönüşüm adı verilir.  Ayrıca 𝑘 ≠ 𝑙 olan her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için, 𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) < 𝑑(𝑘, 𝑙) 

ise 𝑓 dönüşümüne büzülebilir dönüşüm adı verilir [3]. 

2.11. Tanım  (𝑀, 𝑑𝑀) ve (𝑁, 𝑑𝑁) metrik uzaylar, 𝑘0 ∈ 𝑀 ve 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir dönüşüm olsun. 

Verilen her 𝜀 > 0 sayısına karşılık 𝑑𝑀(𝑘, 𝑘0) < 𝛿 olduğunda 𝑑𝑁(𝑓(𝑘), 𝑓(𝑘0)) < 𝜀 olacak 

şekilde bir  𝛿 > 0 sayısı varsa, 𝑓 dönüşümüne 𝑘0 noktasında süreklidir denir.  

Eğer 𝑓: 𝑀 → 𝑁 dönüşümü 𝑀 kümesinin tüm noktalarında sürekli ise, 𝑓 dönüşümüne 𝑀 

kümesi üzerinde süreklidir denir [3]. 

2.12. Tanım 𝑀 kümesi boş kümeden farklı bir küme ve ● da 𝑀 üzerinde tanımlı bir ikili 

işlem olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa(𝑀, ●) cebirsel yapısına bir grup denir. 

𝑖) Her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑋 için 𝑘●𝑙 ∈ 𝑀 dir. (Kapalılık özelliği) 

𝑖𝑖) Her 𝑘, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑀 için (𝑘●𝑙)●𝑡 = 𝑘●(𝑙●𝑡) dir. (Birleşme özelliği) 

𝑖𝑖𝑖) Her 𝑘 ∈ 𝑀 için 𝑘●𝑒 = 𝑒●𝑘 = 𝑘 olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝑀 vardır. (Birim eleman özelliği) 

𝑖𝑣) Her 𝑘 ∈ 𝑀 için 𝑘●𝑙 = 𝑙●𝑘 = 𝑒 olacak şekilde 𝑙 = 𝑘−1 ∈ 𝐺 vardır. (Ters eleman 

özelliği) 

Bu dört şarta ilave olarak, 

𝑣) 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 𝑘●𝑙 = 𝑙●𝑘 ∈ 𝑀 (Değişme özellliği) 

şartı da sağlanıyorsa bu gruba abelyen (değişmeli) grup denir [3]. 

2.13. Tanım  𝑀 kümesi boş kümeden farklı bir küme olsun. 𝑀 üzerinde tanımlı iki ikili işlem 

● ve ▪ olsun. Eğer aşağıdaki üç şart sağlanıyorsa  (𝑀, ●, ▪) iki işlemli cebirsel yapısına halka 

denir. 

1) (𝑀, ●) bir abelyen gruptur. 

2) Her 𝑘, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑀 için 𝑘▪(𝑙▪𝑡) = (𝑘▪𝑙)▪𝑡 dir. 

3) Her 𝑘, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑀 için, 

         𝑘   (𝑙●𝑡) = (𝑘   𝑙)●(𝑘   𝑡)   ve   (𝑘●𝑙)    𝑡 = (𝑘   𝑡)●(𝑙    𝑡)    dir [3]. 
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2.14. Tanım (𝑀, ●, ▪) cebirsel yapısı bir halka olsun. Eğer (𝑀\{0}, ▪) bir abelyen grup ise 

(𝑀, ●, ▪) cebirsel yapısına cisim denir [3]. 

2.15. Tanım  𝑀 kümesi boş kümeden farklı bir küme ve 𝔽 reel veya karmaşık sayılar cismi 

olsun. 𝑡: 𝑀 × 𝑀 → 𝑀, her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 𝑡(𝑘, 𝑙) = 𝑘 ⊕ 𝑡  ve ç: 𝔽 × 𝑀 → 𝑀,  

her 𝛽 ∈ 𝔽, 𝑘 ∈ 𝑀 için ç(𝛽, 𝑘) = 𝛽 ⊙ 𝑘  şeklinde tanımlı iki işlem olsun. 

Her 𝑘, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑀 ve her 𝛽, 𝛾 ∈ 𝔽 için  

𝑉1) 𝑘 ⊕ 𝑙 ∈ 𝑀 (Kapalılık özelliği) 

𝑉2) 𝑘 ⊕ (𝑙 ⊕ 𝑡) = (𝑘 ⊕ 𝑙) ⊕ 𝑡 (Birleşme özelliği) 

𝑉3) 𝑘 ⊕ 𝜃𝑀 = 𝜃𝑀 ⊕ 𝑘 = 𝑘 olacak şekilde 𝜃𝑀 ∈ 𝑀 vardır. (Birim eleman özelliği) 

𝑉4) 𝑘 ⊕ (−𝑘) = (−𝑘) ⊕ 𝑘 = 𝜃𝑀  olacak şekilde −𝑘 ∈ 𝑀 vardır. (Ters eleman özelliği)  

𝑉5) 𝑘 ⊕ 𝑙 = 𝑙 ⊕ 𝑘 (Değişme Özelliği) 

𝑉6) 𝛽 ⊙ 𝑘 ∈ 𝑀  

𝑉7) 𝛽 ⊙ (𝑘 ⊕ 𝑙) = (𝛽 ⊙ 𝑘) ⊕ (𝛽 ⊙ 𝑙) 

𝑉8) (𝛽 + 𝛾) ⊙ 𝑘 = (𝛽 ⊙ 𝑘) ⊕ (𝛾 ⊙ 𝑘) 

𝑉9) (𝛽𝛾) ⊙ 𝑘 = 𝛽 ⊙ (𝛾 ⊙ 𝑘) 

𝑉10) 1 ⊙ 𝑘 = 𝑘  (1∈𝔽)  

koşulları sağlanırsa (𝑀,⊕,⊙) üçlü yapısına 𝔽 cismi üzerinde bir  vektör uzayı denir [3]. 

2.16. Tanım (𝑀,⊕,⊙), 𝔽 cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 𝑛: 𝑀 → ℝ, her 𝑘 ∈ 𝑀 için 

𝑛(𝑘) = ‖𝑘‖ şeklinde tanımlı fonksiyon, her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 ve her 𝛼 ∈ 𝔽 için   

𝑛1) ‖𝑘‖ ≥ 0 

𝑛2) ‖𝑘‖ = 0 ⇔ 𝑘 = 𝜃𝑀 

𝑛3) ‖𝛼 ⊙ 𝑘‖ = |𝛼|‖𝑘‖ 

𝑛4) ‖𝑘 ⊕ 𝑙‖ ≤ ‖𝑘‖ + ‖𝑙‖ (Üçgen Eşitsizliği) 

şartlarını sağlıyor ise n fonksiyonuna 𝑀 kümesi üzerinde bir norm ve (𝑀, ‖. ‖) ikilisine de 

normlu uzay denir [3]. 

(𝑀, ‖. ‖) herhangi bir normlu uzay olsun. 𝑑: 𝑀 × 𝑀 → ℝ, 𝑑(𝑘, 𝑙) = ‖𝑘 − 𝑙‖ şeklinde 

tanımlı dönüşüm 𝑀 kümesi üzerinde  bir metrik dönüşümüdür. Ve bu metriğe 

‖. ‖  normunun ürettiği metrik denir [3]. 

Dolayısıyla normlu uzaylar üzerinde bu norm yardımıyla bir metrik dönüşümü 

tanımlanabilir. 

2.17. Tanım (𝑀, ‖. ‖) bir normlu uzay olsun. Eğer (𝑀, ‖. ‖)  uzayı normun ürettiği 𝑑 

metriğine göre tam ise (𝑀, ‖. ‖)  normlu uzayına Banach uzayı denir [3]. 

 



7 
 

  

3. MATERYAL VE METOTLAR 

 
3.1. Koni Metrik Uzaylarda Bazı Temel Tanım ve Teoremler 

3.1.1. Tanım  𝐺 bir reel Banach uzayı ve 𝐾 ⊆ 𝐺 olsun. Eğer 𝐾 kümesi 

𝐾1) 𝐾 kapalı, 𝐾 ≠ ∅ ve 𝐾 ≠ {𝜃𝐺} 

𝐾2) 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐾   ⇒  𝛼𝑘 + 𝛽𝑙 ∈ 𝐾   

 𝐾3) 𝑘 ∈ 𝐾 ve −𝑘 ∈ 𝐾   ⇒   𝑘 = 𝜃𝐺  

şartlarını sağlıyorsa 𝐾 kümesine bir koni (cone) denir [19]. 

3.1.2. Tanım  𝐺 bir reel Banach uzayı ve 𝐾 ⊆ 𝐺 bir koni olsun. Bu durumda her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐺 için 

𝑘 ≼ 𝑙 ⇔ 𝑙 − 𝑘 ∈ 𝐾 olacak şekilde tanımlı bağıntıya 𝐺 üzerinde kısmi sıralama bağıntısı 

denir. 𝑘 ≼ 𝑙 fakat 𝑘 ≠ 𝑙 olduğunu göstermek için de 𝑘 ≺ 𝑙 yazabiliriz.  

Ayrıca 𝑙 − 𝑘 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝐾 iken de 𝑘 ≺≺ 𝑙 yazabiliriz. Burada 𝑖𝑛𝑡 𝐾, 𝐾 nin içini ifade etmektedir 

[19]. 

3.1.1. Lemma  𝐺 bir reel Banach uzayı, 𝐾 ⊆ 𝐺 bir koni ve 𝛾 > 0 bir reel sayı olsun.  

𝑖) 𝑖𝑛𝑡𝐾 + 𝑖𝑛𝑡𝐾 ⊂ 𝑖𝑛𝑡𝐾 

𝑖𝑖) 𝛾 𝑖𝑛𝑡𝐾 ⊂ 𝑖𝑛𝑡𝐾 

dir [30]. 

3.1.3. Tanım  𝐺 bir reel Banach uzayı, 𝐾 ⊆ 𝐺 bir koni olsun. Her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐺 için en az bir 

 𝐿 > 0 reel sayısı var öyle ki 𝜃𝐺 ≼ 𝑘 ≼ 𝑙 iken ‖𝑘‖ ≤ 𝐿‖𝑙‖ oluyorsa 𝐾 konisine normal koni 

ve bu koşulları sağlayan en küçük 𝐿 pozitif reel sayısına 𝐾 normal konisinin normal sabiti 

denir [19]. 

3.1.4. Tanım  𝑀 ≠ ∅, 𝐺 bir reel Banach uzayı olmak üzere 𝑑: 𝑀 ⨯ 𝑀 → 𝐺 dönüşümü 

𝑚1) Her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 𝜃𝐺 ≼ 𝑑(𝑘, 𝑙) ve 𝑑(𝑘, 𝑙) = 𝜃𝐺 ⇔ 𝑘 = 𝑙 

𝑚2) Her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 𝑑(𝑘, 𝑙) = 𝑑(𝑙, 𝑘) 

𝑚3) Her 𝑘, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑀 için 𝑑(𝑘, 𝑙) ≼ 𝑑(𝑘, 𝑡) + 𝑑(𝑡, 𝑙)  

koşullarını sağlıyorsa, 𝑑 dönüşümüne 𝑀 üzerinde bir koni metrik ve (𝑀, 𝑑) ye de koni metrik 

uzay denir [19]. 

Koni metrik uzaylar metrik uzayların bir genellemesidir. 

3.1.1. Örnek  𝐺 = ℝ2,  𝐾 = {(𝑘, 𝑙) ∈ 𝐺 : 𝑘 , 𝑙 ≥ 0} ⊆ ℝ 2, 𝑀 = ℝ  ve  𝑑: 𝑀 ⨯ 𝑀 → 𝐺 

dönüşümü 𝜇 ≥ 0 olmak üzere 

                                         𝑑(𝑘, 𝑙) = (|𝑘 − 𝑙|, 𝜇|𝑘 − 𝑙|)                                                      (3.1) 

olsun. Bu durumda (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzaydır [19]. 
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3.1.5. Tanım (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay olsun. {𝑘𝑛}, 𝑀 de bir dizi ve 𝑘 ∈ 𝑀 olsun. Eğer 

 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olacak şekildeki her 𝑔 ∈ 𝐺 için en az bir 𝑁 ∈ ℕ var öyle ki  𝑛 > 𝑁 olacak 

şekildeki her n pozitif doğal sayısı için 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘) ≺≺ 𝑔 oluyorsa, {𝑘𝑛} dizisi 𝑘 e yakınsar 

veya {𝑘𝑛} dizisinin limiti 𝑘 dir denir ve bu durum lim
𝑛→∞

𝑘𝑛 = 𝑘 veya  𝑘𝑛 → 𝑘 (𝑛 → ∞)  ile 

gösterilir [19]. 

3.1.2. Lemma (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay ve bir 𝑔 ∈ 𝐺,  𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olacak şekilde verilsin. 

Bu durumda ‖𝑘‖ < 𝛿 olduğunda 𝑔 − 𝑘 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 olacak şekilde bir 𝛿 > 0 reel sayısı vardır 

[19]. 

3.1.3. Lemma (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay ve  𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni olsun. 

{𝑘𝑛}, 𝑀 de bir dizi olsun. Bu durumda {𝑘𝑛} dizisinin 𝑘 e yakınsak olması için gerek ve yeter 

şart 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘) → 𝜃𝐺  (𝑛 → ∞) olmasıdır. Yani, 

                                  𝑘𝑛 → 𝑘 ⇔ 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘) → 𝜃𝐺  (𝑛 → ∞) [19].                              

3.1.4. Lemma (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay ve  𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni olsun. 

{𝑘𝑛}, 𝑀 de bir dizi olsun. Eğer 𝑘𝑛 → 𝑘 (𝑛 → ∞) ve 𝑘𝑛 → 𝑙 (𝑛 → ∞) ise 𝑘 = 𝑙. Yani {𝑘𝑛} 

dizisinin limiti tektir [19]. 

3.1.6. Tanım (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay ve {𝑘𝑛}, 𝑀 de bir dizi olsun. Eğer 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olacak 

şekilde her 𝑔 ∈ 𝐺 için en az bir 𝑁 ∈ ℕ var öyle ki her 𝑛, 𝑚 > 𝑁 olacak şekildeki her 𝑛, 𝑚 

pozitif doğal sayıları için 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) ≺≺ 𝑔 oluyorsa {𝑘𝑛} dizisine 𝑀 içinde bir Cauchy dizisi 

denir [19]. 

3.1.7. Tanım (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay olsun. Eğer 𝑀 içindeki her Cauchy dizisi yakınsak 

ise bu durumda (𝑀, 𝑑) koni metrik uzayına tam koni metrik uzay denir [19]. 

3.1.5. Lemma (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay ve {𝑘𝑛},  𝑀 de bir dizi olsun. {𝑘𝑛} dizisi 𝑀 içinde 

yakınsak bir dizi ise Cauchy dizisidir. Yani koni metrik uzaylarda yakınsak her dizi bir 

Cauchy dizisidir [19]. 

3.1.6. Lemma (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay ve  𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni olsun. 

{𝑘𝑛}, 𝑀 de bir dizi olsun. Bu durumda, 

                    {𝑘𝑛} bir Cauchy dizisidir ⇔𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) → 𝜃𝐺   (𝑛, 𝑚 → ∞) [19]. 

3.1.7. Lemma (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay ve  𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni olsun. 

 {𝑘𝑛}  ve  {𝑙𝑛}  𝑀 de iki dizi ve 𝑘𝑛 → 𝑘  ve  𝑙𝑛 → 𝑙 (𝑛 → ∞) olsun. Bu durumda, 

𝑑(𝑘𝑛, 𝑙𝑛) → 𝑑(𝑘, 𝑙) (𝑛 → ∞) olur [19]. 

3.1.8. Tanım (𝑀, 𝑑) bir koni metrik uzay olsun. 𝑀 içindeki her {𝑘𝑛}  dizisinin, 𝑀 içinde 

yakınsak bir {𝑘𝑛𝑖
} alt dizisi varsa da bu durumda (𝑀, 𝑑) koni metrik uzayına, dizisel kompakt 

koni metrik uzay denir [19]. 
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3.2. Koni Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri 

3.2.1. Teorem (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve  𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni 

olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑀 bir dönüşüm ve her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için, 

                                            𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙)                                                              (3.2) 

olacak şekilde bir 𝛼 ∈ [0,1) sabiti olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek sabit noktaya 

sahiptir ve herhangi bir 𝑘 ∈ 𝑀 için iterasyon dizisi {𝑓𝑛𝑘} bu sabit noktaya yakınsar [19]. 

Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafından 𝐾 konisinin normalliği ihmal edilerek 

aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

3.2.2. Teorem (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve 𝑓: 𝑀 → 𝑀 bir dönüşüm ve her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 

için, 

                                            𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙)                                                              (3.3) 

olacak şekilde bir 𝛼 ∈ [0,1) sabiti olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek sabit noktaya 

sahiptir ve herhangi bir 𝑘 ∈ 𝑀 için iterasyon dizisi {𝑓𝑛𝑘} bu sabit noktaya yakınsar [28]. 

3.2.1. Sonuç (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve  𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni 

olsun. Kabul edelim ki 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü bazı pozitif 𝑛 tamsayıları ve her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                            𝑑(𝑓𝑛𝑘, 𝑓𝑛𝑙) ≼ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙)                                                         (3.4) 

olacak şekilde bir 𝛼 ∈ [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek sabit 

noktaya sahiptir [19]. 

Bu sonuç Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafından 𝐾 konisinin normalliği ihmal edilerek 

aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

3.2.2. Sonuç (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay olsun. Kabul edelim ki 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü 

bazı pozitif 𝑛 tamsayıları ve her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                                     𝑑(𝑓𝑛𝑘, 𝑓𝑛𝑙) ≼ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙)                                                 (3.5) 

olacak şekilde bir 𝛼 ∈ [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek sabit 

noktaya sahiptir [28]. 

3.2.3. Teorem (𝑀, 𝑑) bir dizisel kompakt konik metrik uzay ve 𝐾 de bir regüler konik olsun. 

 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü 𝑘 ≠ 𝑙 olacak şekildeki her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                                   𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≺ 𝑑(𝑘, 𝑙)                                                          (3.6) 

şeklindeki zayıf büzülme şartını sağlasın. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek sabit noktaya 

sahiptir [19]. 

3.2.4. Teorem (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve 𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni 

olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                           𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼(𝑑(𝑓𝑘, 𝑘) + 𝑑(𝑓𝑙, 𝑙))                                        (3.7) 
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şartını sağlayacak şekilde 𝛼 ∈ [0,
1

2
) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek 

sabit noktaya sahiptir ve keyfi 𝑘 ∈ 𝑀 için iterasyon dizisi {𝑓𝑛𝑘} bu sabit noktaya yakınsar 

[19]. 

Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafından 𝐾 konisinin normalliği ihmal edilerek 

aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

3.2.5. Teorem (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                          𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼(𝑑(𝑓𝑘, 𝑘) + 𝑑(𝑓𝑙, 𝑙))                                         (3.8) 

şartını sağlayacak şekilde 𝛼 ∈ [0,
1

2
) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek 

sabit noktaya sahiptir ve her bir 𝑘 ∈ 𝑀 için iterasyon dizisi {𝑓𝑛𝑘} bu sabit noktaya yakınsar 

[28]. 

3.2.6. Teorem (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve 𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni 

olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                        𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼(𝑑(𝑓𝑘, 𝑙) + 𝑑(𝑓𝑙, 𝑘))                                           (3.9) 

şartını sağlayacak şekilde 𝛼 ∈ [0,
1

2
) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek 

sabit noktaya sahiptir ve keyfi 𝑘 ∈ 𝑀 için iterasyon dizisi {𝑓𝑛𝑘}  bu sabit noktaya yakınsar 

[19]. 

Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafından 𝐾 konisinin normalliği ihmal edilerek 

aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

3.2.7. Teorem (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                        𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼(𝑑(𝑓𝑘, 𝑙) + 𝑑(𝑘, 𝑓𝑙))                                          (3.10) 

şartını sağlayacak şekilde 𝛼 ∈ [0,
1

2
) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑀 içinde bir tek 

sabit noktaya sahiptir ve her bir 𝑘 ∈ 𝑀 için iterasyon dizisi {𝑓𝑛𝑘} bu sabit noktaya yakınsar 

[28]. 

3.2.8. Teorem (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve 𝐾 de 𝐿 normal sabiti ile bir normal koni 

olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                        𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙) + 𝛽𝑑(𝑙, 𝑓𝑘)                                            (3.11) 

şartını sağlayacak şekilde 𝛼, 𝛽 ∈ [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓 dönüşümü 𝑀 

içinde bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca 𝛼 + 𝛽 < 1 olduğunda ise 𝑓 nin bu sabit noktası 

tektir [19]. 

Bu teorem Rezapour ve Hamlbarani [28] tarafından 𝐾 konisinin normalliği ihmal edilerek 

aşağıdaki şekilde verilmiştir. 
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3.2.9. Teorem  (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzay ve 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için,  

                                        𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛼𝑑(𝑘, 𝑙) + 𝛽𝑑(𝑙, 𝑓𝑘)                                            (3.12) 

şartını sağlayacak şekilde 𝛼, 𝛽 ∈ [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda 𝑓 dönüşümü 𝑀 

içinde bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca 𝛼 + 𝛽 < 1 olduğunda ise 𝑓 nin bu sabit noktası 

tektir [28]. 

3.2.1. Örnek  𝐺 = ℝ2 yani Öklid düzlemi, 𝐾 = {(𝑘, 𝑙) ∈ ℝ2: 𝑘, 𝑙 ≥ 0} da 𝐺 de bir normal 

koni olsun.  

𝑀 = {(𝑘, 0) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑘 ≤ 1} ∪ {(0, 𝑘) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑘 ≤ 1} olsun. 

𝑑: 𝑀 × 𝑀 → 𝐺 dönüşümünü; 

𝑑((𝑘, 0), (𝑙, 0)) = (
4

3
|𝑘 − 𝑙|, |𝑘 − 𝑙|) 

                                          𝑑((0, 𝑘), (0, 𝑙)) = (|𝑘 − 𝑙|,
2

3
|𝑘 − 𝑙|)                                      (3.13) 

𝑑((𝑘, 0), (0, 𝑙)) = 𝑑((0, 𝑙), (𝑘, 0)) = (
4

3
𝑘 + 𝑙, 𝑘 +

2

3
𝑙) 

olarak tanımlansın. Bu durumda (𝑀, 𝑑) bir tam koni metrik uzaydır ve 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü          

                                 𝑓((𝑘, 0)) = (0, 𝑘)  ve  𝑇((0, 𝑘)) = (
1

2
𝑘, 0)                                    (3.14)                      

 olarak tanımlandığında;  

∀(𝑘, 𝑘2), (𝑙1, 𝑙2) ∈ 𝑀 için, 

                                   𝑑(𝑓((𝑘1, 𝑘2)), 𝑓((𝑙1, 𝑙2))) ≼ 𝛼𝑑((𝑘1, 𝑘2), (𝑙1, 𝑙2))                       (3.15) 

şartını sağlayacak şekilde bir 𝛼 =
3

4
∈ [0,1)  reel sayısı vardır [19]. 

 

3.3. Ortogonal Koni Metrik Uzaylar 

3.3.1. Tanım  𝑀 ≠ ∅ ve ⊥ ⊆ 𝑀 × 𝑀 bir ikili bağıntı olsun. Eğer ⊥ bağıntısı  

                         ∃𝑘0 ∈ 𝑀; (∀𝑘 ∈ 𝑀, 𝑘0 ⊥ 𝑘) ∨ (∀𝑘 ∈ 𝑀, 𝑘 ⊥ 𝑘0)                                    (3.16)             

şartını sağlarsa 𝑀 kümesine ortogonal küme (O-küme) denir ve (𝑀, ⊥) ile gösterilir. Burada 

𝑘0 elemanına ortogonal eleman denir [16]. 

3.3.1. Örnek  𝑀 = ℤ olsun. Herhangi 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ için 𝑘 = 𝑎𝑙 olacak şekilde bir 𝑎 ∈ ℤ sayısı var 

ise  𝑘 ⊥ 𝑙 olarak tanımlansın.  

Her 𝑙 ∈ ℤ için 0 ⊥ 𝑙 olacak şekilde 0 ∈ ℤ sayısı vardır. O halde (𝑀, ⊥) bir ortogonal kümedir 

[16]. 

Sıradaki örnekte 𝑘0 ortogonal elemanının tek olmadığını görülebilir. 

3.3.2. Örnek  𝑀 = [0, ∞) olsun. 𝑘. 𝑙 ∈ {𝑘, 𝑙} ise 𝑘 ⊥ 𝑙 olarak tanımlansın. Bu bağıntıya göre 

(𝑀, ⊥) bir ortogonal küme olup 𝑀 in ortogonal elemanları 0 ve 1 dir [16]. 
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3.3.2. Tanım  (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme olsun. Herhangi iki 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 𝑘 ⊥ 𝑙 ise bu 

elemanlara ortogonal bağlantılı elemanlar denir [16]. 

3.3.3. Tanım  (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme olsun.  𝑀 deki bir {𝑘𝑛} dizisi için,  

                               (∀𝑛 ∈ ℕ,  𝑘𝑛 ⊥ 𝑘𝑛+1) ∨ (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑘𝑛+1 ⊥ 𝑘𝑛)                                  (3.17) 

şartı sağlanıyorsa  {𝑘𝑛} dizisine ortogonal dizi (O-dizi) denir [16]. 

Benzer şekilde, bir {𝑘𝑛} ⊆ (𝑀, ⊥) Cauchy dizisi için, 

                               (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑘𝑛 ⊥ 𝑘𝑛+1) ∨ (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑘𝑛+1 ⊥ 𝑘𝑛)                                   (3.18) 

şartı sağlanıyorsa  {𝑘𝑛} dizisine ortogonal Cauchy dizisi (O-Cauchy dizisi) denir [16]. 

3.3.4. Tanım (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme ve 𝑑, 𝑀 üzerinde bir metrik olsun. . Bu durumda 

(𝑀, ⊥, 𝑑) ye ortogonal metrik uzay (O-metrik uzay) denir [16]. 

3.3.5. Tanım (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme ve 𝑑, 𝑀 üzerinde bir koni metrik olsun. O halde  

(𝑀, ⊥, 𝑑) ye ortogonal koni metrik uzay (O-koni metrik uzay) denir [18]. 

3.3.3. Örnek  𝐺 = ℝ2,   𝐾 = {(𝑘, 𝑙) ∈ 𝐺: 𝑘, 𝑙 ≥ 0} ⊆ ℝ2 olsun. 

                               𝑑: 𝑀 × 𝑀 → 𝐺,   𝑑(𝑘, 𝑙) = (|𝑘 − 𝑙|, 𝜇|𝑘 − 𝑙|)                                   (3.19)  

dönüşümü 𝜇 ≥ 0 ve 𝜇 ∈ ℝ için tanımlansın. 𝑀 = ℤ deki ⊥ ikili bağıntısı “𝑘, 𝑙 ∈ ℤ için  

𝑘 = 𝑎𝑙 olacak şekilde 𝑎 ∈ ℤ vardır ⇔ 𝑘 ⊥ 𝑙” olarak tanımlansın. Bu durumda  (𝑀, ⊥, 𝑑) bir 

ortogonal koni metrik uzaydır [18]. 

3.3.4. Örnek  𝑞 ≥ 1, 𝑏 ≥ 1  ve 𝑞, 𝑏 ∈ ℝ olmak üzere, 

𝐺 = {{𝑘𝑛}: 𝑘𝑛 ∈ ℝ  𝑣𝑒 ∑ (|𝑘𝑛|)𝑞 < ∞∞
𝑛=1 }  ve 𝐾 = {{𝑘𝑛} ∈ 𝐺: 𝑘𝑛 ≥ 0, ∀𝑛 ∈ ℕ} 

olsun. (𝑀, ⊥, 𝜌) dönüşümünün bir ortogonal metrik uzay olduğunu kabul edelim. O halde 𝑀 

üzerinde, 

                                         𝑑: 𝑀 × 𝑀 → 𝐺,   𝑑(𝑘, 𝑙) = (
𝜌

𝑏𝑛)

1

𝑞
                                                (3.20) 

dönüşümü tanımlanabilir ve bu dönüşüm bir ortogonal koni metriktir. Yani (𝑀, ⊥, 𝑑) bir 

ortogonal koni metrik uzaydır [18]. 

3.3.5. Örnek  𝐺 = (𝐶ℝ[0, ∞), ‖. ‖∞)  ve  𝐾 = {𝑓 ∈ 𝐺: 𝑓(𝑡) ≥ 0} olsun. (𝑀, ⊥, 𝑑) ortogonal 

metrik uzay ve burada 𝑓𝑘,𝑙(𝑡) = 𝜌(𝑘, 𝑙) olmak üzere, 𝑀 üzerinde tanımlı  

                                     𝑑: 𝑀 × 𝑀 → 𝐺,   𝑑(𝑘, 𝑙) = 𝑓𝑘,𝑙                                                        (3.21) 

dönüşümü ortogonal koni metriktir. O halde (𝑀, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzaydır. [18] 

3.3.6. Tanım (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay, {𝑘𝑛}, 𝑀 de ortogonal bir dizi ve 

 𝑘 ∈ 𝑀 olsun. Eğer 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔  olacak şekildeki her 𝑔 ∈ 𝐺 için en az bir 𝑁 ∈ ℕ var öyle ki 

her 𝑛 ≥ 𝑁 olacak şekildeki 𝑛 pozitif doğal sayısı için  𝑑(𝑘𝑛, 𝑘)  ≺≺ 𝑔  oluyorsa {𝑘𝑛}  

ortogonal dizisine 𝑘 ∈ 𝑀 noktasına yakınsaktır denir [18]. 
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3.3.7. Tanım (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. 𝑘 ∈ 𝑀 olmak üzere {𝑘𝑛}, 𝑀 de 

ortogonal bir dizi olsun. Eğer 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔  olacak şekildeki her 𝑔 ∈ 𝐺 için en az bir 𝑁 ∈ ℕ var 

öyle ki her 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 olacak şekildeki 𝑛, 𝑚 pozitif doğal sayıları için 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) ≺≺ 𝑔  

oluyorsa {𝑘𝑛} ortogonal dizisine 𝑀 de bir ortogonal Cauchy dizisi denir [18]. 

3.3.8. Tanım (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. Eğer 𝑀 deki her ortogonal 

Cauchy dizisi yakınsak ise bu durumda (𝑀, ⊥, 𝑑) koni metrik uzayına ortogonal tam koni 

metrik uzay denir [18]. 

3.3.1. Lemma  (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. {𝑘𝑛}, 𝑀 de ortogonal bir dizi 

olsun. {𝑘𝑛} ortogonal dizisi 𝑘 ∈ 𝑀 elemanına yakınsıyor ise ortogonal Cauchy dizisidir [26]. 

3.3.9. Tanım (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. M deki her {𝑘𝑛} ortogonal 

dizisinin, 𝑀 içinde yakınsak {𝑘𝑛𝑖
} ortogonal alt dizisi varsa (𝑀, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik 

uzayına dizisel kompakt ortogonal koni metrik uzay denir [18]. 

3.3.10. Tanım (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay, 0 < 𝛾 < 1 ve 𝛾 ∈ ℝ olsun.  

𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü için, 

                                        𝑘 ⊥ 𝑙 ⇒ 𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛾𝑑(𝑘, 𝑙)                                                    (3.22) 

şartı sağlanıyorsa 𝑓 ye 𝛾 Lipschitz sabitiyle ortogonal büzülme (⊥-büzülme) denir [18]. 

3.3.11. Tanım (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑀 dönüşümü için, 

                                                    𝑘 ⊥ 𝑙 ⇒ 𝑓𝑘 ⊥ 𝑓𝑙                                                            (3.23) 

şartı sağlanıyorsa 𝑓 ye ortogonalliği koruyan dönüşüm (⊥-koruyan) denir [18]. 

3.3.12. Tanım (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay, (𝑘𝑛) ⊆ 𝑀 ortogonal dizi,  

 𝑓: 𝑀 → 𝑀 bir dönüşüm ve 𝑘 ∈ 𝑀 olsun. 

                                                    𝑘𝑛 → 𝑘 ⇒ 𝑓𝑘𝑛 → 𝑓𝑘                                                     (3.24) 

şartı sağlanıyorsa 𝑓 ye ortogonal sürekli dönüşüm (⊥-sürekli) denir. Ayrıca 𝑓  fonksiyonu 

her 𝑘 ∈ 𝑀 için ortogonal sürekli bir dönüşüm ise 𝑓 ye 𝑀 de ortogonal sürekli dönüşüm denir 

[18]. 

 

3.4. Ortogonal Koni Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri 

3.4.1. Teorem (𝑀, ⊥, 𝑑) ortogonal tam koni metrik uzay (tam koni metrik uzay olmak 

zorunda değil), 𝛾 ∈ ℝ, 0 < 𝛾 < 1 olsun. 𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü 𝛾 Lipschitz 

sabitiyle ortogonal büzülme (⊥-büzülme) ve ortogonalliği koruyan (⊥-koruyan) bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda herhangi bir ortogonal 𝑘0 ∈ 𝑀 için, 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktası vardır ve {𝑓𝑛(𝑘0)} 

iterasyon dizisi bu noktaya yakınsar. Eğer 𝑓, 𝑘∗ ∈ 𝑀 de ortogonal sürekli (⊥-sürekli) ise, 

𝑘∗ ∈ 𝑀 noktası 𝑓 nin bir tek sabit noktası vardır [18]. 
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3.4.1. Sonuç (𝑀, ⊥, 𝑑) ortogonal tam koni metrik uzay olsun. 𝐾, 𝐿 normal sabitiyle normal 

koni, 𝛾 ∈ ℝ ve 0 < 𝛾 < 1 olsun. 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olacak şekildeki her 𝑔 ∈ 𝐺 ve 𝑘0 ∈ 𝑀 için,  

                                            𝐵(𝑘0, 𝑔) = {𝑘 ∈ 𝑀: 𝑑(𝑘0, 𝑘) ≤ 𝑔}                                    (3.25) 

şeklinde tanımlansın. Her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐵(𝑘0, 𝑔) için 𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü  Lipschitz 

sabitiyle ortogonal büzülme (⊥-büzülme) ve 𝐵(𝑘0, 𝑔) üzerinde ortogonalliği koruyan 

 (⊥-koruyan) bir dönüşüm ve 𝑑(𝑓𝑘0, 𝑘0) ≼ (1 − 𝛾)𝑔 olsun. Bu durumda herhangi bir 

ortogonal 𝑘0 ∈ 𝑀 için, 𝑘∗ ∈ 𝐵(𝑘0, 𝑔) noktası vardır ve {𝑓𝑛(𝑘0)} iterasyon dizisi bu noktaya 

yakınsar. Eğer 𝑓, 𝐵(𝑘0, 𝑔) üzerinde ortogonal sürekli (⊥-sürekli) ise, 𝑘∗ ∈ 𝐵(𝑘0, 𝑔) noktası 

𝑓 nin bir tek sabit noktasıdır [18]. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

Şimdi ana sonuçlarımızı ve ispatlarını verebiliriz. 

4.1. Teorem (𝑀, ⊑) bir kısmi sıralı küme, (𝑀, ⊥, 𝑑) bir tam ortogonal koni metrik uzay, 

 𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü " ⊑ "  ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir 

dönüşüm olsun. Her ortogonal bağlantılı 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 ve 𝑙 ⊑ 𝑘 için bir 𝛾 ∈ ℝ  ve 0 < 𝛾 < 1 iken 

𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛾𝑑(𝑘, 𝑙) olduğunu varsayalım. Farz edelim ki bir 𝑘0 ∈ 𝑀 ortogonal elemanı 

için  𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 olduğunda {𝑓𝑛(𝑘0)} iterasyon dizisi 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktasına yakınsak olsun. 

Ayrıca 𝑓 dönüşümü 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktasında ortogonal sürekli ise, 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktası 𝑓 nin sabit bir 

noktasıdır [18]. 

İspat. (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme olduğundan 𝑘0 ∈ 𝑀 olacak şekilde bir ortogonal elemanı 

vardır. Varsayımımızdan 𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 seçilmesi genelliği bozmaz. 𝑓, 𝑀 de bir öz dönüşüm 

olduğundan 𝑘0 ∈ 𝑀 ortogonal elemanı için 𝑘1 = 𝑓(𝑘0) olacak şekilde 𝑘1 ∈ 𝑀 seçilebilir. 

Böylece, 

                                            𝑘0 ⊥ 𝑓(𝑘0)  ∨  𝑓(𝑘0) ⊥ 𝑘0  

                                       ⇒ 𝑘0 ⊥ 𝑘1 ∨ 𝑘1 ⊥ 𝑘0                                                                   (4.1) 

 

yazılabilir. Benzer yolla devam edersek, 

                   𝑘1 = 𝑓(𝑘0), 𝑘2 = 𝑓(𝑘1) = 𝑓2(𝑘0), … , 𝑘𝑛 = 𝑓(𝑘𝑛−1) = 𝑓𝑛(𝑘0)                     (4.2) 

yazılabileceğinden {𝑓𝑛(𝑘0)} bir iterasyon dizisidir. 𝑓 ortogonalliği koruduğundan, {𝑓𝑛(𝑘0)} 

ortogonal bir dizidir.  

𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 ve ⊑ ye göre 𝑓 nin azalmayan dönüşüm olduğunu kullanırsak,  

                  𝑘0 ⊑ 𝑓(𝑘0) ⊑ 𝑓2(𝑘0) ⊑ ⋯ ⊑ 𝑓𝑛(𝑘0) ⊑ ⋯                                                         (4.3) 

olduğunu elde ederiz. 

Bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için, 

                                                   𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘𝑛) = 𝑑(𝑓(𝑘𝑛), 𝑓(𝑘𝑛−1) 

                                                                                 ≼ 𝛾𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1)                                             

                                                                       ≼ ⋯                                                             (4.4) 

                                                                         ≼ 𝛾𝑛𝑑(𝑘1, 𝑘0)                                                                                                              

yazabiliriz. Herhangi bir 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑘𝑛 = 𝑘𝑛+1 iken 𝑘𝑛 = 𝑓(𝑘𝑛) olup 𝑓 nin bir sabit noktası 

olduğunu elde ederiz. Her 𝑛, 𝑛 + 1 ∈ ℕ için,  𝑘𝑛 ≠ 𝑘𝑛+1 olduğunu farz edelim. Bu durumda, 

her 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑛 > 𝑚 için, 
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        𝜃 ≼ 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) ≼ 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1) + 𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛−2) + ⋯ + 𝑑(𝑘𝑚, 𝑘𝑚+1) 

                                     ≼ 𝛾𝑛−1𝑑(𝑘1, 𝑘0) +  𝛾𝑛−2𝑑(𝑘1, 𝑘0) + ⋯ + 𝛾𝑚𝑑(𝑘1, 𝑘0)               

                                 ≼
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0)                                                                                  (4.5) 

olur.  

Devamında iki durum vardır. 

Durum 1: 𝐾, 𝐿 sabitiyle sabitiyle normal koni ise, (4.5) eşitsizliğinden 

‖𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚)‖ ≤ 𝐿 ‖
𝛾𝑚

1 − 𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0)‖ 

                                                                            ≤
𝛾𝑚

1−𝛾
𝐿‖𝑑(𝑘1, 𝑘0)‖                                              (4.6) 

 

olur. Yukarıdaki denklemi kullanırsak, 0 < 𝛾 < 1 olduğundan  𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) → 𝜃𝐺  (𝑚 → ∞) 

dir ve {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} bir ortogonal Cauchy dizisidir. 

Durum 2: 𝐾 normal koni değilse, 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. Bu durumda 𝑔 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑃 dir. 

Ayrıca 𝑁𝛿(𝜃𝐺) = {𝑥 ∈ 𝐺: ‖𝑥 − 𝜃𝐺‖ < 𝛿} olduğunda 𝑔 + 𝑁𝛿(𝜃𝐺) ⊂ 𝐾 olacak şekilde  

 𝛿 > 0 seçelim. 

0 < 𝛾 < 1 olduğundan, 

                       ‖
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0)‖ =

𝛾𝑚

1−𝛾
‖𝑑(𝑘1, 𝑘0)‖ → 0 (𝑚 → ∞)                                       (4.7) 

olur. 𝛿 nın seçilişinden, ‖
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0)‖ < 𝛿 dır ve  Lemma 3.1.2 yi kullanırsak, 

           𝑔 −
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 yani 𝑔 −

𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ≺≺ 𝑔 (𝑚 → ∞)                      (4.8) 

olur. O halde her 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑛 ≥ 𝑚 için  𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) ≼
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ≺≺ 𝑔 olup  

{𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} bir ortogonal Cauchy dizisidir.  

Her iki durumda da (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal tam metrik uzay olduğundan, 𝑘∗ ∈ 𝑀 var öyle 

ki {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisi bu noktaya yakınsar. Şimdi 𝑓 nin 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktasında ortogonal 

sürekli olduğunu farz edelim ve 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisi 𝑘∗ ∈ 𝑀 

noktasına yakınsadığından ve 𝑓, 𝑘∗ ∈ 𝑀 de ortogonal sürekli olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑛0 ∈ ℕ var öyle ki 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda, 

                         𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘∗) ≺≺
𝑔

2
  ve  𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑓𝑘∗) ≺≺

𝑔

2
                                                 (4.9) 

dir. 

Böylece 𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekildeki her 𝑛 ∈ ℕ için,  

                                         𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ≼ 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑓𝑘𝑛) + 𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑘∗) ≺≺ 𝑔  olur. 



17 
 

  

Diğer yandan 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 1 için 0 <
1

𝑚
≤ 1 olduğunu elde ederiz. 𝑔 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝐾 ve 

 𝛾𝑖𝑛𝑡𝐾 ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝐾 (𝛾 ∈ ℝ, 𝛾 > 0) olduğunu kullanırsak, 
𝑔

𝑚
∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 olduğu elde edilir. Böylece  

𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekildeki her 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 1 için 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ≺≺
𝑔

𝑚
 olduğu ele 

alınırsa 
𝑔

𝑚
− 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾 olur. 𝐾 konisinin kapalılığını kullanırsak 𝑚 → ∞ limit 

durumunda lim
𝑚→∞

(
𝑔

𝑚
− 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗)) = −𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾 dir. Ayrıca 𝜃𝐺 ≼ 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) 

olduğundan 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾 olur. 𝐾 nin koni olmasından 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) = 𝜃𝐺  olup 𝑓𝑘∗ = 𝑘∗ 

olur. Yani 𝑘∗ ∈ 𝑀, 𝑓 nin bir sabit noktasıdır. 

4.1. Uyarı Yukarıdaki teoremde,  (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme olduğundan; 

                        ∃𝑘0 ∈ 𝑀; (∀𝑘 ∈ 𝑀, 𝑘 ⊥ 𝑘0) ∨ (∀𝑘 ∈ 𝑀, 𝑘0  ⊥ 𝑘)                                       (4.10)                             

dır. Fakat 𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 durumu, 𝑀 in herhangi bir ortogonal elemanı için sağlanmayabilir. 

Bunun için alternatif olarak sıradaki teoremi verebiliriz [18]. 

4.2. Teorem (𝑀, ⊑) bir kısmi sıralı küme, (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay, 

  𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü " ⊑ "  ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir 

dönüşüm olsun. Her ortogonal bağlantılı 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 ve 𝑙 ⊑ 𝑘 için bir  𝛾 ∈ ℝ  ve 0 < 𝛾 < 1 

iken 𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛾𝑑(𝑘, 𝑙) olduğunu varsayalım. 𝑙0 ∈ 𝑀 için 𝑙0 ⊑ 𝑓𝑙0 olduğunu ve 𝑙0 ile 𝑓𝑙0 

ın ortogonal bağlantılı elemanlar olduğunu farz edelim. Bu durumda {𝑓𝑛(𝑙0)} iterasyon 

dizisi bir 𝑙∗ ∈ 𝑀 noktasına yakınsaktır. Ayrıca 𝑓 dönüşümü 𝑙∗ ∈ 𝑀 noktasında ortogonal 

sürekli ise, 𝑙∗ ∈ 𝑀 noktası 𝑓 nin bir sabit noktasıdır [18]. 

İspat. Varsayımımızdan 𝑙0 ⊑ 𝑓𝑙0 olacak şekilde bir 𝑙0 ∈ 𝑀 var ve 𝑙0 ile 𝑓𝑙0 ortogonal 

bağlantılı elemanlar olsun. 𝑓, 𝑀 de bir öz dönüşüm olduğundan 𝑙0 ∈ 𝑀 elemanı için      

 𝑙1 = 𝑓(𝑙0) olacak şekilde 𝑙1 ∈ 𝑀 seçilebilir. Böylece,  

                                                     𝑙0 ⊥ 𝑓(𝑙0) ∨  𝑓(𝑙0) ⊥ 𝑙0   

                                                ⇒ 𝑙0 ⊥ 𝑙1  ∨  𝑙1 ⊥ 𝑙0                                                                  (4.11)  

yazılabilir. Benzer yolla devam edersek, 

                  𝑙1 = 𝑓(𝑙0), 𝑙2 = 𝑓(𝑙1) = 𝑓2(𝑙0), … , 𝑙𝑛 = 𝑓(𝑙𝑛−1) = 𝑓𝑛(𝑙0)                         (4.12) 

yazılabileceğinden {𝑓𝑛(𝑙0)} bir iterasyon dizisidir. 𝑓 ortogonalliği koruduğundan, {𝑓𝑛(𝑙0)} 

ortogonal bir dizidir.  

𝑙0 ⊑ 𝑓𝑙0 ve ⊑ ye göre 𝑓 nin azalmayan dönüşüm olduğunu kullanırsak,  

                                            𝑙0 ⊑ 𝑓(𝑙0) ⊑ 𝑓2(𝑙0) ⊑ ⋯ ⊑ 𝑓𝑛(𝑙0) ⊑ ⋯                              (4.13) 

olduğunu elde ederiz. 
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Bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için, 

                                                   𝑑(𝑙𝑛+1, 𝑙𝑛) = 𝑑(𝑓(𝑙𝑛), 𝑓(𝑙𝑛−1) 

                                                                                 ≼ 𝛾𝑑(𝑙𝑛, 𝑙𝑛−1)                                         

                                                                       ≼ ⋯                                                            (4.14) 

                     ≼ 𝛾𝑛𝑑(𝑙1, 𝑙0) 

 

yazabiliriz. Herhangi bir 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑙𝑛 = 𝑙𝑛+1 iken 𝑙𝑛 = 𝑓(𝑙𝑛) olup 𝑓 nin bir sabit noktası 

olduğunu elde ederiz. Her 𝑛, 𝑛 + 1 ∈ ℕ için,  𝑙𝑛 ≠ 𝑙𝑛+1 olduğunu farz edelim. Bu durumda, 

her 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑛 > 𝑚 için, 

 

        𝜃𝐺≼𝑑(𝑙𝑛, 𝑙𝑚) ≼ 𝑑(𝑙𝑛, 𝑙𝑛−1) + 𝑑(𝑙𝑛−1, 𝑙𝑛−2) + ⋯ + 𝑑(𝑙𝑚, 𝑙𝑚+1) 

                                   ≼ 𝛾𝑛−1𝑑(𝑙1, 𝑙0) +  𝛾𝑛−2𝑑(𝑙1, 𝑙0) + ⋯ +  𝛾𝑚𝑑(𝑙1, 𝑙0)                         (4.15)      

                               ≼
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑙1, 𝑙0)                                                                      

olur.  

Devamında iki durum vardır. 

Durum 1: 𝐾, 𝐿 sabitiyle sabitiyle normal koni ise, (4.15) eşitsizliğinden, 

‖𝑑(𝑙𝑛, 𝑙𝑚)‖ ≤ 𝐿 ‖
𝛾𝑚

1 − 𝛾
𝑑(𝑙1, 𝑙0)‖ 

                                                                  ≤
𝛾𝑚

1−𝛾
𝐾‖𝑑(𝑙1, 𝑙0)‖                                           (4.16) 

olur. Yukarıdaki denklemi kullanırsak, 0 < 𝛾 < 1 olduğundan  𝑑(𝑙𝑛, 𝑙𝑚) → 𝜃𝐺  (𝑚 → ∞) ya 

yakınsar ve {𝑙𝑛} = {𝑓𝑛(𝑙0)} bir ortogonal Cauchy dizisidir.       

Durum 2: 𝐾 normal koni değilse, 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. Bu durumda 𝑔 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 dir. 

Ayrıca 𝑁𝛿(𝜃𝐺) = {𝑥 ∈ 𝐺: ‖𝑥 − 𝜃𝐺‖ < 𝛿} olduğunda 𝑔 + 𝑁𝛿(𝜃𝐺) ⊂ 𝐾 olacak şekilde  

 𝛿 > 0 seçelim. 

 

0 < 𝛾 < 1 olduğundan, 

                         ‖
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑙1, 𝑙0)‖ =

𝛾𝑚

1−𝛾
‖𝑑(𝑙1, 𝑙0)‖ → 0 (𝑚 → ∞)                                       (4.17) 

olur. 𝛿 nın seçilişinden, ‖
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑙1, 𝑙0)‖ < 𝛿 dır ve Lemma 3.1.2 yi kullanırsak, 

         𝑔 −
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑙1, 𝑙0) ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾  yani  

𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑙1, 𝑙0) ≺≺ 𝑔 (𝑚 → ∞)                                 (4.18) 

olur. O halde her 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑛 ≥ 𝑚 için  𝑑(𝑙𝑛, 𝑙𝑚) ≼
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑙1, 𝑙0) ≺≺ 𝑔 olup  

{𝑙𝑛} = {𝑓𝑛(𝑙0)} bir ortogonal Cauchy dizisidir.  
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Her iki durumda da (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal tam metrik uzay olduğundan, 𝑙∗ ∈ 𝑀 var öyle ki 

{𝑙𝑛} = {𝑓𝑛(𝑙0)} dizisi bu noktaya yakınsar. Şimdi 𝑓 nin 𝑙∗ ∈ 𝑀 noktasında ortogonal sürekli 

olduğunu farz edelim ve 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. {𝑙𝑛} = {𝑓𝑛(𝑙0)} dizisi 𝑙∗ ∈ 𝑀 noktasına 

yakınsadığından ve 𝑓, 𝑙∗ ∈ 𝑀 de ortogonal sürekli olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑛0 ∈ ℕ var 

öyle ki 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda, 

                                    𝑑(𝑙𝑛+1, 𝑙∗) ≺≺
𝑔

2
  ve  𝑑(𝑓𝑙𝑛, 𝑓𝑙∗) ≺≺

𝑔

2
                                          (4.19)  

dir. Böylece,  

𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekildeki her 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗) ≼ 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑓𝑙𝑛) + 𝑑(𝑓𝑙𝑛, 𝑙∗) ≺≺ 𝑔  olur. 

Diğer yandan 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 1 için 0 <
1

𝑚
≤ 1 olduğunu elde ederiz. 𝑔 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝐾 ve 

 𝛾𝑖𝑛𝑡𝐾 ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝐾 (𝛾 ∈ ℝ, 𝛾 > 0) olduğunu kullanırsak, 
𝑔

𝑚
∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 olduğu elde edilir. Böylece  

𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekildeki her 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 1 için 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗) ≺≺
𝑔

𝑚
 olduğu ele 

alınırsa 
𝑔

𝑚
− 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗) ∈ 𝐾 olur. 𝐾 konisinin kapalılığını kullanırsak 𝑚 → ∞ limit 

durumunda lim
𝑚→∞

(
𝑐

𝑚
− 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗)) = −𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗) ∈ 𝐾 dir. Bunun yanında 𝜃𝐺 ≤ 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗) 

olduğundan 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗) ∈ 𝐾 olur. 𝐾 nin koni olmasından 𝑑(𝑓𝑙∗, 𝑙∗) = 𝜃𝐺  olup 𝑓𝑙∗ = 𝑙∗ olur. 

Yani 𝑙∗ ∈ 𝑀, 𝑓 nin bir sabit noktasıdır. 

4.3. Teorem (𝑀, ⊑) kısmi sıralı bir küme, (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal tam koni metrik uzay, 

𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü " ⊑ " ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir 

dönüşüm olsun. Ayrıca aşağıdaki şartların geçerli olduğunu varsayalım.  

𝑖) 𝑙 ⊑ 𝑘 olacak şekildeki, ortogonal bağlantılı 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 0 < 𝛾 < 1 olacak şekilde bir 

  𝛾 ∈ ℝ var öyle ki 𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝜆𝑑(𝑘, 𝑙) dir. 

𝑖𝑖) 𝑘0 ∈ 𝑀 ortogonal elemanı var öyle ki 𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 dır. 

𝑖𝑖𝑖) Artan bir {𝑘𝑛} dizisi 𝑘 ∈ 𝑀 e yakınsak olduğunda her 𝑛 için 𝑘𝑛 ile 𝑘 ortogonal bağlantılı 

ve 𝑘𝑛 ⊑ 𝑘 olsun. 

Bu durumda {𝑓𝑛(𝑘0)} iterasyon dizisi bir 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktasına yakınsar ve 𝑘∗ ∈ 𝑀, 𝑓 nin bir 

sabit noktasıdır [18]. 

İspat. Teorem 4.1 in ispatından bir 𝑘∗ ∈ 𝑀 var öyle ki {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} bu noktaya 

yaknsaktır. Şimdi (𝑖𝑖𝑖) den 𝑓𝑛(𝑘0) ⊑ 𝑘∗ ve 𝑓𝑛(𝑘0) ile 𝑘∗ her 𝑛 için ortogonal bağlantılı 

elemanlardır. Böylece (𝑖) den; 

𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ≼ 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑓𝑛+1𝑘0) + 𝑑(𝑓𝑛+1𝑘0, 𝑘∗) 

                                                         ≼ 𝛾𝑑(𝑘∗, 𝑓𝑛𝑘0) + 𝑑(𝑓𝑛+1𝑘0, 𝑘∗)                                  (4.20) 

𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. O halde {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisi 𝑘∗ a yakınsadığından her 

𝑛 ∈ ℕ için 𝑛0 ∈ ℕ var öyle ki 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda,  
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                                       𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) ≺≺
𝑔

2
  ve  𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘∗) ≺≺

𝑔

2
                                      (4.21) 

olur. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ≺≺ 𝑔 dir. Diğer taraftan her   𝑚 ∈ ℕ ve 

𝑚 > 1 için 0 <
1

𝑚
≤ 1 olduğunu elde ederiz. 𝛾 ∈ ℝ ve 𝛾 > 0 için 𝑔 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 ve 

 𝛾𝑖𝑛𝑡𝐾 ≤ 𝑖𝑛𝑡𝐾 olduğunu kullanırsak, 
𝑔

𝑚
∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 olduğunu elde ederiz. Böylece her 𝑛 ∈ ℕ 

için 𝑛 ≥ 𝑛0 ve  𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 1 için 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ≺≺
𝑔

𝑚
  olup  

𝑔

𝑚
− 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) ∈ 𝐾  olduğunu 

elde ederiz. 

 𝑃 konisinin kapalı küme olmasını kullanırsak 𝑚 → ∞ limit durumunda, 

lim
𝑚→∞

(
𝑔

𝑚
− 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗)) = −𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾  olduğunu elde ederiz. 

Ayrıca 𝜃𝐺 ≼ 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) olmasından 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾 dir. 𝐾 koni olduğundan 

 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) = 𝜃𝐺   olup 𝑓𝑘∗ = 𝑘∗ dır. Yani 𝑘∗ ∈ 𝑀, 𝑓 nin bir sabit noktasıdır. 

4.4. Teorem (𝑀, ⊑) kısmi sıralı bir küme, (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal tam koni metrik uzay, 

𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü " ⊑ " ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir 

dönüşüm olsun. Ayrıca aşağıdaki şartların geçerli olduğunu varsayalım.  

𝑖) 𝑙 ⊑ 𝑘 olacak şekildeki, ortogonal bağlantılı 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 

 0 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐  ve  𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 < 1 şartını sağlayan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ var öyle ki 

       𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝑎𝑑(𝑘, 𝑙) + 𝑏[𝑑(𝑘, 𝑓𝑘) + 𝑑(𝑙, 𝑓𝑙)] + 𝑐[𝑑(𝑘, 𝑓𝑙) + 𝑑(𝑙, 𝑓𝑘)]                  (4.22) 

dır.  

𝑖𝑖) 𝑘0 ∈ 𝑀 ortogonal elemanı var öyle ki 𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 dır. 

Bu durumda {𝑓𝑛(𝑘0)} iterasyon dizisi bir 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktasına yakınsar ve 𝑓 ortogonal sürekli 

ise 𝑘∗ ∈ 𝑀, 𝑓 nin bir sabit noktasıdır [18]. 

İspat. (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme olduğundan 𝑘0 ∈ 𝑀 olacak şekilde bir ortogonal eleman 

vardır. Varsayımımızdan 𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 seçilmesi genelliği bozmaz. 𝑓 nin 𝑀 de öz dönüşüm 

olmasından 𝑘0 ∈ 𝑀 ortogonal elemanı için 𝑘1 = 𝑓(𝑘0) olacak şekilde 𝑘1 ∈ 𝑀 seçilebilir. 

Buradan, 

                         𝑘0 ⊥ 𝑓(𝑘0)  ∨  𝑓𝑘0 ⊥ 𝑘0    

                              ⇒ 𝑘0 ⊥ 𝑘1  ∨  𝑘1 ⊥ 𝑘0                                                                             (4.23) 

Ardından benzer yolla devam edersek, 

               𝑘1 = 𝑓(𝑘0), 𝑘0 = 𝑓(𝑘1) = 𝑓2(𝑘0), …, 𝑘𝑛 = 𝑓(𝑘𝑛−1) = 𝑓𝑛(𝑘0)                    (4.24) 

olduğundan {𝑓𝑛(𝑘0)} bir iterasyon dizisidir. 

𝑓 ortogonalliği koruduğundan, {𝑓𝑛(𝑘0)} bir ortogonal dizidir. 

 𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 ve 𝑓 nin " ⊑ " ile azalmayan dönüşüm olduğunu kullanırsak, 

                                     𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 ⊑ 𝑓2(𝑘0) ⊑ ⋯ ⊑ 𝑓𝑛(𝑘0) ⊑ ⋯                                    (4.25) 
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olduğunu elde ederiz. 

Bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘𝑛) = 𝑑(𝑓(𝑘𝑛), 𝑓(𝑘𝑛−1)) 

   ≼ 𝑎𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1) + 𝑏[𝑑(𝑘𝑛, 𝑓𝑘𝑛) + 𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑓𝑘𝑛−1)] + 𝑐[𝑑(𝑘𝑛, 𝑓𝑘𝑛−1) + 𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑓𝑘𝑛)] 

   = 𝑎𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1) + 𝑏[𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛)] + 𝑐[𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛) + 𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛+1)] 

   ≼ 𝑎𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1) + 𝑏[𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛)] + 𝑐[𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛) + 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛+1)]   

                                                                                                                                        (4.26)                                                                                                                           

olur. Böylece, 

                                           𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘𝑛) ≼
𝑎+𝑏+𝑐

1−𝑏−𝑐
𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1)                                         (4.27) 

olduğunu elde ederiz. 0 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐  ve  𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 < 1 şartını sağlayan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ için 

 𝛾 =
𝑎+𝑏+𝑐

1−𝑏−𝑐
 seçilirse 𝑡 ∈ (0,1) ve  

𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘𝑛) ≼ 𝛾𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1) 

                                                                       ≼ 𝛾2𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛−2)                     

                                                                         …                                                              (4.28)         

                                                                       ≼ 𝛾𝑛𝑑(𝑘1, 𝑘0)           

olur. 

Herhangi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝑘𝑛 = 𝑘𝑛+1 olduğunda  𝑘𝑛 = 𝑓(𝑘𝑛) olduğunu elde ederiz. Böylece 

𝑓 nin bir sabit noktası vardır. Farz edelim ki her 𝑛, 𝑛 + 1 ∈ ℕ için 𝑘𝑛 ≠ 𝑘𝑛+1 olsun. 

Bu durumda her 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑛 > 𝑚 için, 

𝜃𝐺 ≼ 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) ≼ 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑛−1) + 𝑑(𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛−2) + ⋯ + 𝑑(𝑘𝑚+1, 𝑘𝑚) 

                                           ≼ 𝛾𝑛−1𝑑(𝑘1, 𝑘0) + 𝛾𝑛−2𝑑(𝑘1, 𝑘0) + ⋯ + 𝛾𝑚𝑑(𝑘1, 𝑘0)      (4.29) 

                                           ≼
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0)                                                               

olur. 

Devamında iki durum vardır. 

Durum 1: Eğer 𝐾, 𝐿 normal sabitiyle normal koni ise (4.29) eşitsizliğinden,  

‖𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚)‖ ≤ 𝐿 ‖
𝛾𝑚

1 − 𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ‖ 

                                                                  ≤
𝛾𝑚

1−𝛾
𝐿‖𝑑(𝑘1, 𝑘0) ‖                                        (4.30) 

olur. Yukarıdaki denklemi kullanırsak; 0 < 𝛾 < 1 olduğundan 𝑛, 𝑚 → ∞ limit durumunda 

𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) → 𝜃𝐺  olur ve bu durumda {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisi bir ortogonal Cauchy dizisi 

olur. 
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Durum 2: Eğer 𝐾 normal koni değilse 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. Bu durumda 𝑔 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 

dir. Ayrıca  𝑁𝛿(𝜃𝐺) = {𝑥 ∈ 𝐺: ‖𝑥 − 𝜃𝐺‖ < 𝛿} olduğunda 𝑔 + 𝑁𝛿(𝜃𝐺) ⊂ 𝐾 olacak şekilde  

𝛿 > 0 seçelim. 0 < 𝛾 < 1 olduğundan, 

                        ‖
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ‖ =

𝛾𝑚

1−𝛾
‖𝑑(𝑘1, 𝑘0)‖ → 0 (𝑚 → ∞)                              (4.31) 

olur. 𝛿 nın seçilişinden  ‖
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ‖ < 𝛿 ve Lemma 3.1.2 yi kullanırsak, 

                  𝑔 −
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 yani 

𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ≺≺ 𝑔  (𝑚 → ∞)                   (4.32) 

olur. O halde her 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ için 𝑛 ≥ 𝑚 olduğunda 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘𝑚) ≼
𝛾𝑚

1−𝛾
𝑑(𝑘1, 𝑘0) ≺≺ 𝑔  olup 

{𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisinin bir ortogonal Cauchy dizisi olduğunu elde ederiz. 

Her iki durumda da (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal tam koni metrik uzay olduğundan 𝑘∗ ∈ 𝑀 var 

öyle ki {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisi bu noktaya yakınsar. Şimdi 𝑓 nin 𝑘∗ ∈ 𝑀 de ortogonal sürekli 

olduğunu kabul edelim. 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisi 𝑘∗ ∈ 𝑀 e 

yakınsadığından ve 𝑓, 𝑘∗ ∈ 𝑀 de ortogonal sürekli olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑛0 ∈ ℕ var 

öyle ki 𝑛 ≥ 𝑛0 için, 

                                𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘∗) ≺≺
𝑔

2
  ve  𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑓𝑘∗) ≺≺

𝑔

2
                                       (4.33) 

olur. Böylece 𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekildeki her 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ≼ 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑓𝑘𝑛) + 𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑘∗) ≺≺ 𝑔 

 olur. Diğer taraftan 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 1 için 0 <
1

𝑚
≤ 1 olduğunu elde ederiz.  

𝛾 ∈ ℝ ve 𝛾 > 0 için 𝑔 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 ve 𝛾𝑖𝑛𝑡𝐾 ⊂ 𝑖𝑛𝑡𝐾 olduğunu kullanırsak, 
𝑔

𝑚
∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 olduğunu 

elde ederiz. Böylece 𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekildeki her  𝑛, 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 1 için 

 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ≺≺
𝑔

𝑚
 olduğu göz önüne alınırsa;  

𝑔

𝑚
− 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾 olur. 𝐾 konisinin kapalı 

olmasını kullanırsak 𝑚 → ∞ limit durumunda lim
𝑚→∞

(
𝑔

𝑚
− 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗)) = −𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾 

elde edilir. Bunun yanında    𝜃𝐺 ≼ 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) olduğundan 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) ∈ 𝐾 dir. 𝐾 nin koni 

olmasından 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘∗) = 𝜃𝐺  olup 𝑓𝑘∗ = 𝑘∗ olur. Yani 𝑘∗ ∈ 𝑀, 𝑓 nin bir sabit noktasıdır. 

4.5. Teorem (𝑀, ⊑) kısmi sıralı bir küme, (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal tam koni metrik uzay, 

𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü " ⊑ " ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir 

dönüşüm olsun. Ayrıca aşağıdaki şartların geçerli olduğunu varsayalım.  

𝑖) 𝑙 ⊑ 𝑘 olacak şekildeki, ortogonal bağlantılı 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑀 için 

 0 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐  ve  𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 < 1 şartını sağlayan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ var öyle ki 

       𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝑎𝑑(𝑘, 𝑙) + 𝑏[𝑑(𝑘, 𝑓𝑘) + 𝑑(𝑙, 𝑓𝑙)] + 𝑐[𝑑(𝑘, 𝑓𝑙) + 𝑑(𝑙, 𝑓𝑘)]              (4.34) 

dir. 
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𝑖𝑖) 𝑘0 ∈ 𝑀 ortogonal elemanı var öyle ki 𝑘0 ⊑ 𝑓𝑘0 dır. 

𝑖𝑖𝑖) Artan bir {𝑘𝑛} dizisi 𝑘 ∈ 𝑀 e yakınsarsa o halde her 𝑛 için 𝑘𝑛 ile 𝑘 ortogonal bağlantılı 

ve 𝑘𝑛 ⊑ 𝑘 olsun. 

Bu durumda {𝑓𝑛(𝑘0)} iterasyon dizisi bir 𝑘∗ ∈ 𝑀 noktasına yakınsar ve 𝑘∗ ∈ 𝑀, 𝑓 nin bir 

sabit noktasıdır [18]. 

İspat. Teorem 4.4 ün ispatından bir 𝑘∗ ∈ 𝑀 var öyle ki {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} bu noktaya 

yakınsaktır. Şimdi (𝑖𝑖𝑖) den 𝑓𝑛(𝑘0) ⊑ 𝑘∗ ve 𝑓𝑛(𝑘0) ile 𝑘∗ her 𝑛 için ortogonal bağlantılı 

elemanlardır. Böylece (𝑖) den; 

𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑓 𝑘∗) ≼ 𝑎𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) + 𝑏[𝑑(𝑘𝑛, 𝑓𝑘𝑛) + 𝑑(𝑘∗, 𝑓𝑘∗)] + 𝑐[𝑑(𝑘𝑛, 𝑓𝑘∗) + 𝑑(𝑘∗, 𝑓𝑘𝑛)] 

                      ≼ 𝑎𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) + 𝑏[𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗ ) + 𝑑(𝑘∗, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑘∗, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑓𝑘∗)]

+ 𝑐[𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) + 𝑑(𝑘∗, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑓𝑘∗) + 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑘𝑛+1)] 

                  = 𝑎𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) + 𝑏[𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) + 𝑑(𝑘∗, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑘∗, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑓𝑘∗)]

+ 𝑐[𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) + 𝑑(𝑘∗, 𝑘𝑛+1) + 𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑓𝑘∗) + 𝑑(𝑓𝑘∗, 𝑓𝑘𝑛)] 

                                                                                                                                        (4.35) 

olur. Bu yüzden, 

                       𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑘∗) ≼
𝑎+𝑏+𝑐

1−𝑏−𝑐
𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) +

2𝑏+2𝑐

1−𝑏−𝑐
𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘∗)                                (4.36) 

olduğunu elde ederiz. 

𝑔 ∈ 𝐺 için 𝜃𝐺 ≺≺ 𝑔 olsun. O halde {𝑘𝑛} = {𝑓𝑛(𝑘0)} dizisi 𝑘∗ ∈ 𝑀 e yakınsadığından her  

𝑛 ∈ ℕ için 𝑛0 ∈ ℕ var öyle ki 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda,  

                 𝑑(𝑘𝑛, 𝑘∗) ≺≺
𝑔(1−𝑏−𝑐)

2(𝑎+𝑏+𝑐)
  ve  𝑑(𝑘𝑛+1, 𝑘∗) ≺≺

𝑔(1−𝑏−𝑐)

2(2𝑏+2𝑐)
                                   (4.37)  

olur. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda 𝑑(𝑓𝑘𝑛, 𝑘∗) ≺≺ 𝑔 dir. Böylece her 𝑛 → ∞ limit 

durumunda 𝑘𝑛+1 → 𝑓𝑘∗ olur. Limitin tekliğini kullanarak  𝑓𝑘∗ = 𝑘∗ olduğunu elde ederiz. 

 4.1. Örnek 𝐺 = ℝ2 yani Öklid düzlemi ve 𝐾 = {(𝑘, 𝑙) ∈ ℝ2: 𝑥, 𝑦 ≥ 0} da 𝐺 içinde bir 

normal koni olsun. 𝑀 = {(𝑘, 0): 0 ≤ 𝑘 ≤ 1}  ve 𝑀 üzerinde aşağıdaki " ⊑ "  bağıntısını, ℝ 

üzerinde  

                           (𝑘, 0) ⊑ (𝑙, 0) ⇔ (𝑘 = 𝑙) ˅ (𝑘 ≤ 𝑙, ∀𝑘, 𝑙 ∈ [0,1])                                 (4.38) 

şeklinde bir kısmi sıralama bağıntısı olarak tanımlayalım. Ayrıca 𝐺 üzerinde bir 

 " ⊥ " ikili bağıntısı,  

                                               (𝑘, 0) ⊥ (𝑙, 0) ⇔ 𝑘𝑙 ≤ min(𝑘, 𝑙)                                       (4.39) 

olarak verilsin.  

Bu durumda, (𝑀, ⊥) bir ortogonal kümedir. 

𝑑: 𝑀 ⨯ 𝑀 → 𝐺 dönüşümü, 
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                                         𝑑((𝑘, 0), (𝑙, 0)) = (
4

5
|𝑘 − 𝑙|, |𝑘 − 𝑙|)                                    (4.40)   

olarak tanımlansın. O halde, (𝑀, ⊥, 𝑑) bir ortogonal tam koni metrik uzaydır. 

𝑓: (𝑀, ⊥, 𝑑) → (𝑀, ⊥, 𝑑) dönüşümü,  

                                                𝑓((𝑘, 0)) = (
𝑘+1

2
, 0)                                                        (4.41)      

şeklinde tanımlı fonksiyon verilsin. 

O halde 𝑓, 𝑀 üzerinde " ⊑ " ile azalmayan, ortogonalliği koruyan ve ortogonal sürekli bir 

dönüşümdür.  

Ve ortogonal bağlantılı olan (𝑘, 0), (𝑙, 0) ∈ 𝑀 elemanları için (𝑙, 0) ⊑ (𝑘, 0) olduğunda 

𝑑(𝑓𝑘, 𝑓𝑙) ≼ 𝛾0𝑑(𝑘, 𝑙) şartını sağlayan  0 < 𝛾0 < 1 olacak şekilde 𝛾0 ∈  ℝ reel sayısı vardır.  

Ayrıca herhangi bir  (𝑘, 0) ∈ 𝑀 ortogonal elemanı için 𝑓((𝑘, 0)) = (
𝑘+1

2
, 0) olduğundan 

(𝑘, 0) ⊑ 𝑓(𝑘, 0) dır ve  (𝑓𝑛(𝑘, 0)) dizisi (1,0) ∈ 𝑀  elemanına yakınsar.  

Böylece, Teorem 4.1 gereğince (1,0) ∈ 𝑀 noktası 𝑓 dönüşümünün bir sabit noktasıdır [18]. 

Çözüm. 

A) Öncelikle 𝐾 nin bir koni olduğunu gösterelim: 

𝐾1) 𝐾 kapalı ve 𝜃 ∈ 𝐾 olduğundan, 𝐾 ≠ ∅ dir. 

(𝑘, 𝑙) = (1,0) ∈ 𝐾 alınırsa 𝐾 ≠ {𝜃𝐺} dır. 

𝐾2) 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼, 𝛽 ≥ 0 ve 𝑧 = (𝑘1, 𝑙1) ∈ 𝐾 ve 𝑡 = (𝑘2, 𝑙2) ∈ 𝐾 olsun. 

   𝑘1, 𝑙1 ≥ 0 ve 𝑘2, 𝑙2 ≥ 0 ⇒ 𝛼𝑘1 ≥ 0, 𝛼𝑙1 ≥ 0, 𝛽𝑙2 ≥ 0, 𝛽𝑙2 ≥ 0 

                                                  ⇒ 𝛼𝑘1 + 𝛽𝑘2 ≥ 0  ve  𝛼𝑙1 + 𝛽𝑙2 ≥ 0 

⇒ 𝛼𝑧 + 𝛽𝑡 = 𝛼(𝑘1, 𝑙1) + 𝛽(𝑘2, 𝑙2) 

                                                  ⇒ (𝛼𝑘1 + 𝛽𝑘2, 𝛼𝑙1 + 𝛽𝑙2) ∈ 𝐾    dır. 

𝐾3) 𝑧 = (𝑘, 𝑙) ∈ 𝐾 ve  −𝑧 = (−𝑘, −𝑙) ∈ 𝐾 olsun. 

Bu durumda, 

𝑘, 𝑙 ≥ 0 ve −𝑘, −𝑙 ≥ 0 ⇒ 𝑘 ≥ 0, −𝑘 ≥ 0, 𝑙 ≥ 0, −𝑙 ≥ 0 

                                        ⇒ 𝑘 = 0 ve 𝑙 = 0 

                                        ⇒ 𝑧 = (𝑘, 𝑙) = (0,0) ∈ 𝐾 

olup 𝐾, 𝐺 de bir konidir. 

 

B) 𝑑 nin 𝑀 üzerinde bir koni metrik olduğunu gösterelim: 

(𝑚1) ∀𝑘∗ = (𝑘, 0), 𝑙∗ = (𝑙, 0) ∈ 𝑀 için 𝜃𝐺 ≼ 𝑑(𝑘∗, 𝑙∗) ve 𝑑(𝑘∗, 𝑙∗) = 𝜃𝐺 ⇔ 𝑘∗ = 𝑙∗ olur. 

(𝑚2) ∀𝑘∗, 𝑙∗ ∈ 𝑀 için 𝑑(𝑘∗, 𝑙∗) = 𝑑(𝑙∗, 𝑘∗) olur. 
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(𝑚3) ∀𝑘∗, 𝑙∗, 𝑡∗ ∈ 𝑀 için; 

                        𝑘∗ = (𝑘, 0),  𝑙∗ = (𝑙, 0) ⇒ 𝑑(𝑘∗, 𝑙∗) = (
4

5
|𝑘 − 𝑙|, |𝑘 − 𝑙|)                      (4.42) 

  𝑡∗ = (𝑡, 0)  ∈ 𝑀 iken, 

𝑑(𝑘∗, 𝑡∗) = (
4

5
|𝑘 − 𝑡|, |𝑘 − 𝑡|)  

𝑑(𝑡∗, 𝑙∗) = (
4

5
|𝑡 − 𝑙|, |𝑡 − 𝑙|)  

olup 

             𝑑(𝑘∗, 𝑡∗) + 𝑑(𝑡∗, 𝑙∗) = (
4

5
(|𝑘 − 𝑡| + |𝑡 − 𝑙|), |𝑘 − 𝑡| + |𝑡 − 𝑙|)                       (4.43) 

bulunur.  (4.42) ve (4.43) den; 

                                                   𝑑(𝑘∗, 𝑙∗) ≼ 𝑑(𝑘∗, 𝑡∗) + 𝑑(𝑡∗, 𝑙∗). 

O halde 𝑑, 𝑀 üzerinde bir koni metrik olup, (𝑀, 𝑑) koni metrik uzaydır. 

 

C) (𝑀, ⊥) in ortogonal küme olduğunu, yani  

 ∃ 𝑘0
∗ = (𝑘0, 0) ∈ 𝑀, (∀ 𝑙∗ = (𝑙, 0) ∈ 𝑀, 𝑘0

∗ ⊥ 𝑙∗)  ∨  (∀ 𝑙∗ = (𝑙, 0) ∈ 𝑀, 𝑙∗ ⊥ 𝑘0
∗) 

olduğunu gösterelim:  

𝑘0𝑙 ≤ 𝑘0   ˄  𝑘0𝑙 ≤ 𝑙 

                                          𝑘0(1 − 𝑙) ≥ 0  ˄  𝑙(1 − 𝑘0) ≥ 0                                (4.44) 

O halde 0 ≤ 𝑘0 ≤ 1 olacak şekildeki her (𝑘0, 0) ∈ 𝑀 elemanı bir ortogonal elemandır. 

Böylece (𝑀, ⊥) bir ortogonal küme olup, (𝑀, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzaydır. 

 

D) (𝑀, ⊥, 𝑑) nin tam ortogonal koni metrik uzay olduğunu yani  

her (𝑘𝑛
∗ ) ⊆ 𝑀 ortogonal Cauchy dizisinin yakınsak olduğunu gösterelim: 

 (𝑘𝑛
∗ ) ortogonal Cauchy dizisi ise, her 𝑛 ∈ ℕ için,  

                                                  𝑘𝑛
∗ ⊥ 𝑘𝑛+1

∗    ∨   𝑘𝑛+1
∗ ⊥ 𝑘𝑛

∗                                        (4.45) 

      dir.  𝑘𝑛 ∈ [0,1] olup (𝑘𝑛
∗ ) = ((𝑘𝑛, 0)) formundadır. O halde  

                                        𝑘𝑛. 𝑘𝑛+1 ≤ 𝑘𝑛  ˄  𝑘𝑛+1. 𝑘𝑛 ≤ 𝑘𝑛+1                                          (4.46) 

olduğundan ((𝑘𝑛, 0)) ortogonal bir dizidir. 

(𝑘𝑛
∗ ) ortogonal dizisi Cauchy dizisi iken her 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 için en az bir 𝑛0 ∈ ℕ var 

öyle ki her 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ için 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0  olduğunda,   

𝑑((𝑘𝑛, 0), (𝑘𝑚, 0)) ≺≺ 𝑔  olup  (
4

5
|𝑘𝑛 − 𝑘𝑚|, |𝑘𝑛 − 𝑘𝑚| ≺≺ 𝑔) dir. 
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(𝑘𝑛) ⊆ (ℝ, | . |) bir Cauchy dizisi ve (ℝ, | . |) tam uzay olduğundan 𝑘 ∈ ℝ var öyle ki  

𝑘𝑛 → 𝑘 dir. 

Böylece her 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐾 için 𝑑((𝑘𝑛, 0), (𝑘, 0)) = (
4

5
|𝑘𝑛 − 𝑘|, |𝑘𝑛 − 𝑘|) ≺≺ 𝑔 dir. 

Sonuç olarak, (𝑀, ⊥, 𝑑) tam ortogonal koni metrik uzaydır. 

 

E) 𝑓 dönüşümünün ortogonalliği koruyan bir dönüşüm olduğunu gösterelim: 

(𝑘, 0) ⊥ (𝑙, 0) ⇒ 𝑓((𝑘, 0)) ⊥ 𝑓((𝑙, 0))  midir? 

(𝑘, 0) ⊥ (𝑙, 0) ⇒ 𝑘𝑙 ≤ 𝑘  ˄  𝑘𝑙 ≤ 𝑙 olup 0 ≤ 𝑘, 𝑙 ≤ 1 olduğundan, 

 𝑘(1 − 𝑙) ≥ 0  ˄  𝑙(1 − 𝑘) ≥ 0 dır. 

 𝑓((𝑘, 0)) ⊥ 𝑓((𝑙, 0)) = (
𝑘 + 1

2
, 0) ⊥ (

𝑙 + 1

2
, 0) 

⇒ (
𝑘 + 1

2
) . (

𝑙 + 1

2
) ≤ (

𝑘 + 1

2
)   ˄  (

𝑘 + 1

2
) . (

𝑙 + 1

2
) ≤ (

𝑙 + 1

2
) 

olup 0 ≤ 𝑘, 𝑙 ≤ 1 olduğundan 

(
𝑘 + 1

2
) (

1 − 𝑙

2
) ≥ 0  ˄  (

𝑙 + 1

2
) (

1 − 𝑘

2
) ≥ 0 

dır. Sonuç olarak, 𝑓 dönüşümü ortogonalliği koruyan bir dönüşümdür. 

 

F) 𝑓 dönüşümünün azalmayan bir dönüşüm olduğunu yani 

(𝑘, 0) ⊑ (𝑙, 0) ⇒ 𝑓((𝑘, 0)) ⊑ 𝑓((𝑙, 0)) olduğunu gösterelim: 

(𝑘, 0) ⊑ (𝑙, 0) ⇔ (𝑘 = 𝑙)   ∨   (𝑘 ≤ 𝑙, ∀𝑘, 𝑙 ∈ [0,1] ) olduğundan; 

𝑘 = 𝑙 ise  𝑓((𝑘, 0)) ⊑ 𝑓((𝑙, 0)) olduğu açıktır. 

Her 𝑘, 𝑙 ∈ [0,1] için 𝑘 ≤ 𝑙 ise  
𝑘+1

2
≤

𝑙+1

2
 olup 𝑓((𝑘, 0)) ⊑ 𝑓((𝑙, 0)) elde edilir. 

Sonuç olarak, 𝑓 dönüşümü azalmayan bir dönüşümdür. 

 

G) 𝑓 dönüşümünün ortogonal sürekli bir dönüşüm olduğunu yani 

(𝑘𝑛
∗ ) ortogonal bir dizi ve  𝑘𝑛

∗ → 𝑘∗ ise 𝑓(𝑘𝑛
∗ ) → 𝑓(𝑘∗)  olduğunu gösterelim: 

(𝑘𝑛
∗ ) = ((𝑘𝑛, 0)) formunda olup ortogonal iken, 𝑘𝑛. 𝑘𝑛+1 ≤ 𝑘𝑛  ˄  𝑘𝑛+1. 𝑘𝑛 ≤ 𝑘𝑛+1 

olduğundan (𝑘𝑛, 0) → (𝑘, 0) olacak şekilde (𝑘, 0) ∈ 𝑀 vardır. Yani 

                            𝑑((𝑘𝑛, 0), (𝑘, 0)) = (
4

5
|𝑘𝑛 − 𝑘|, |𝑘𝑛 − 𝑘|) ≺≺ 𝑔                                (4.47) 

dir. Buradan, 

𝑑 (𝑓((𝑘𝑛, 0)), 𝑓((𝑘, 0))) = 𝑑 ((
𝑘𝑛 + 1

2
, 0) , (

𝑘 + 1

2
)) 
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                                                   = (
4

5
|
𝑘𝑛 − 𝑘

2
| , |

𝑘𝑛 − 𝑘

2
|) ≺≺ 𝑔 

elde edilir. 

Sonuç olarak, 𝑓 dönüşümü ortogonal sürekli bir dönüşümdür. 

 

H) 𝑓 dönüşümü için (𝑙, 0) ⊑ (𝑘, 0)  ve  ((𝑙, 0) ⊥ (𝑘, 0)   ∨   (𝑘, 0) ⊥ (𝑙, 0)) iken  

𝑑(𝑓(𝑘, 0), 𝑓(𝑙, 0)) ≼ 𝛾0𝑑((𝑘, 0), (𝑙, 0)) olacak şekilde 𝛾0 ∈ (0,1) olduğunu gösterelim: 

                                       𝑑(𝑓(𝑘, 0), 𝑓(𝑙, 0)) ≼ 𝛾0𝑑((𝑘, 0), (𝑙, 0))                                   (4.48) 

  (
4

5
|
𝑘 − 𝑙

2
| , |

𝑘 − 𝑙

2
|) ≼ 𝛾0 (

4

5
|𝑘 − 𝑙|, |𝑘 − 𝑙|) 

Bu durumu 𝛾0 −
1

2
≥ 0 ⇒ 𝛾0 ≥

1

2
  olacak şekildeki her 𝛾0 reel sayısı sağlar. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Çalışmamızın ilk bölümünde, kapsamlı bir literatür taraması sonucu, sabit nokta teori 

çalışmalarının başlangıcından itibaren uygun büzülme şartlarını sağlayan dönüşümler için o 

sabit noktaların varlığının bulunması süreciyle ilgili gelişmelere değinilmiş, ardından da bu 

çalışmanın genel konusu vurgulanmıştır. İkinci ve üçüncü bölümlerde, dördüncü bölümde 

verilecek olan ana teoremlerin anlaşılmasını sağlamak için gerekli temel tanımlar, örnekler, 

lemmalar ve teoremler referanslarıyla verilmiştir. Dördüncü bölümde ise sıralı ortogonal 

koni metrik uzaylar üzerinde tanımlı öz dönüşümlerin öncelikle ortogonal sürekli iken farklı 

büzülme koşulları altında sabit noktalarının varlığı incelenmiştir. Ardından da ortogonal 

sürekli olmaması halinde hangi koşul altında sabit noktaya sahip olabileceği ifade ve ispat 

edilmiştir. Ayrıca bu teoremleri bütün detayları ile açıklayan bir örnek verilmiştir. Bu 

çalışmanın sonucunda koni metrik uzaylarda yapılan çalışmalar, bu çalışmadan esinlenerek 

sıralı ortogonal koni metrik uzaylara genelleştirilebilir. 
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