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1. GIRIS

Basit gibi goriinse de onemli bir konu olan suyun akisi ve ulasimi
kolaylastirmak i¢in tasarlanan wuc¢agin ucgusu gibi biitiin hareketler mekanik
prensiplerine gore gerceklestigi icin kismi diferensiyel denklemler ile yakindan

iligkilidir.

Kismi diferansiyel denklemler de degiskenlere ayirma yontemi kullanildiktan
sonra adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemleri ortaya c¢ikmustir.
Miihendislikteki ve fiziksel bilimlerdeki bircok problem igin sinir deger problemleri

¢ok onemlidir.

Sinir deger problemlerinin ¢éziimiine bir¢ok bilim dalinda oldukga sik olarak
rastlanilmaktadir. Cesitli ¢alismalarda uygulanan bazi yontemler, adi diferensiyel
denklemlerde, sinir deger problemlerinin spektral 6zelliklerinin ¢alisilmasin
ongdrmektedir. Ornegin; Kuantum mekaniginden bilinmektedir ki, dzdegerler ve
Ozvektorler, diferensiyel denklem iceren denklem sistemi ¢oziimlerinde, sinir deger
problemlerinde goriilmektedir. Bu tiir denklemlere, kuantum ve akigkanlar
mekaniginde, elektriksel bir potansiyel iginde bulunan bir pargacigin enerjisini
hesaplamada, elastik ¢arpisma problemlerinde, hizli salinim yapmakta olan cisimlerin

hareketlerinde sikca karsilasilmaktadir.

Smir deger problemleri sayilamayacak kadar ¢ok konu ile yakindan iligkilidir.
Kismi diferensiyel denklemlerdeki ¢alismalara bagli olarak fizikte ve miihendislikte
birgok konu ile i¢ i¢edir. Smir deger problemleri fizik alanindan jeofizik bilim dali ve
miihendislik alanindan su miihendisligi uygulamalar i¢in oldukca dnemlidir. Yer alti
madenlerinin ¢ikarilmasinda da sinir deger problemleri karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica

bilgisayar programlarinda yapay zekd ile ilgili ¢aligmalarda sinir deger


https://tr.wikipedia.org/wiki/U%C3%A7ak

problemlerinden faydalanilmaktadir. Ornegin; tanima ve yiizey tarama, siddete,
darbeye ya da bunun gibi etkili yiiklere maruz kalan yapilardaki kritik denge
durumlarinin belirlenmesinde sinir deger problemlerinin 6zdegerleri kullanilmaktadir.
Sinir deger problemlerinden 6zdegerler konusu sistemlerin stabiliteleri, karakteristik

titresimlerle iligkilidir.

Bunlarin disinda smir deger problemleri mekanikte de kullanilmaktadir.
Verilen dalga boylarma goére homojen olmayan yayda yogunluk dagiliminin
calisilmasinda karsimiza ¢ikmaktadir. Genel olarak agik bolge sagilma veya 1gima

problemleri elektromanyetik sinir deger problemlerinin ilgi alanina girmektedir.

Sinir deger problemleri giincel olarak yasamimizda énemli bir yere sahip olan
1s1 aligverisi ve hava sirkiilasyonu gibi konularda énemli bir yere sahiptir. Bu tiir
denklemlerin ¢dzlimleri sayesinde sivi veya gaz dinamiginde akigin parametrelerini ve

diger kisimlarla olan iliskilerini 6grenmek miimkiindiir.

Bunlarin yani sira yap:r miihendislik birimlerinde sinir deger problemlerine
ithtiya¢ duyulmaktadir. Sivi dinamiginin temel denklemleri de ayrica sinir deger

problemleriyle yakindan iliskilidir.



2. LITERATUR OZETi

Smir deger problemlerine, fiziksel bir¢ok alanda problemlerin ¢éziimii igin
ihtiyag duyulmustur. Ornegin klasik mekanik problemleri, elektro manyetik teori,
kuantum mekanigi, kuantum fizigi, termodinamik problemleri ve ozellikle dalga

denklemlerinde bu problemlere sik¢a rastlanmaktadir.

Sinir deger problemleri ayn1 zaman da farkl fiziksel ve mekanik 6zellikleri
bulunan cisimler arasindaki 1s1 ve madde iletiminde kullanilmaktadir [Kandemir ve

ark., 2009].

Is1 iletim probleminin ¢éziimiinde karsimiza ¢ikan 6zdeger parametresine bagh
adi diferensiyel denklemler i¢in sinir deger problemi ilk defa Charles Sturm ve Joseph
Liouville tarafindan arastirilmaya baslanmistir. C. Sturm ve J. Liouville ¢alismasinda
matematiksel fizik alaninda 1s1 iletimi tipinden problemlerle ilgili olarak Fourier

yontemini aragtirmistir.

G. D. Birkhoff 1908 yilinda 6zdeger parametresine bagli olarak adi diferensiyel
denklemleri incelemistir. Bu denklemlerin temel ¢6zlim sisteminde yer alan ¢ozlimler
i¢in, regiiler sinur sartlarini tanimlamistir. Elde ettigi regiiler sinir deger problemi igin
ozfonksiyonlar ve Ozfonksiyonlara bagli fonksiyonlar sisteminin tamligr ile ilgili

teoremi kanitlamistir.

Tamarkin tarafindan 1928 yilinda regiiler ve giiglii regiiler sinir sartlart
tanimlanmistir. Ayrica daha genis siniftan olan parametreye bagh lineer diferensiyel

denklemler icin temel ¢6ziim sistemleri iizerinde ¢aligilmistir.



Sinir deger problemlerinin kullanim alanlarindan biri de Elastisite teorisine ait
bazi problemlerdir. Bu tip problemler bazi sinir deger problemlerine doniistiiriilerek

incelenebilmektedir [Papkovich, 1941].

Matematiksel fizigin baz1 problemlerinde sinir deger problemleri
kullanilmaktadir. Bu tip problemler de zaman degiskenine gore kismi tiirev sadece
diferensiyel denklemde degil ayn1 zamanda sinir sartlarinda da ortaya ¢ikmaktadir.
Boyle problemlere uygun olan spektral problemlerde 6zdeger parametresi sadece
diferensiyel denklemde degil ayn1 zamanda sinir sartlarinda da bulunmaktadir [Lang,
1983].

Sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran sinir deger problemleri hem
teorik hem de uygulama agisindan bliylik O6nem tagimaktadir. Sinir deger
problemlerinin ¢6ziimii tek olabildigi gibi ¢oziimii olmayabilir veya sonsuz ¢éziimde

olabilir.

Sinir sartlarinda spektral parametre iceren sinir deger problemleri M. Poisson

tarafindan calisilmistir [Poisson, 1820].

J. Walter calismasinda hem ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemde
hemde smir sartlarinin her ikisinde 6zdeger parametre bulunduran smir deger
probleminin, uygun Hilbert uzayinda kendine eslenik lineer operatorle baglantisini

kurmus ve bu tipten problemlerin operator teorik yorumunu vermistir [Walter, 1973].

1975 yilinda yaptigr calismada Russakovskiy, smir sartlarinda polinom
biciminde 6zdeger parametresi igeren problemler i¢in operatdor teorik yorumunu

vermistir.

Daha sonraki yillarda fizik de somut problemlerin dogrultusunda diferensiyel
operatorlerin spektral teorisi hizli bir sekilde gelistirilmistir. Bu konuda bir¢ok makale
ve kitap yazilmistir [Likov, 1963; Schneider, 1974; Fulton, 1977; Hinton, 1979; Lang,
1983; Shkalikov 1983; Yakubov, 1994; Titeux ve Yakubov, 1997].



Sinir sartlarinda 6z deger parametresi bulunduran bazi kendine eslenik sinir

deger problemleri A. Schneider’in (Schneider, 1974) ¢alismasinda incelenmistir.

Fulton (1977) ¢alismasinda fonksiyonel analiz ve Titcmarh’in (1962) klasik
yontemlerinden yararlanarak 6zdeger parametresinin sinir sartlarindan sadece bir
tanesinde bulundugu durum icin ¢aligmalar yapmistir. Calismalarinda belirledigi
problem i¢in 6z fonksiyonlarin asimptotigini ve 6z degerlerini bulmus ve farkli agilim

teoremlerini ispatlamistir.

Shkalikov 1983 yilindaki ¢alismasinda, diferensiyel denklemin Kkatsay1
fonksiyonlarinda 6zdeger parametresine yer vermis ve de sinir sartlarinda polinom
tipinde kendine eslenik olmayan sinir deger problemlerinin arastirilmas: igin

lineerlestirme yontemi gelistirmistir [Aydemir, 2010].

S. Y. Yakubov’un kitabinda regiiler diferensiyel operatorlerin genel teorisi

kurulmustur ve bu teoride yeni yontemler gelistirilmistir [ Yakubov, 1994].

Mekanikte uygulamasi goriilen bazi smir deger problemleri ile ilgili
caligmalara I. Titeux ve Ya. Yakubov’un g¢alismalarinda rastlanmaktadir [Titeux ve

Yakubov, 1997].

Y. Yakubov’un son yillardaki g¢alismalarinda ise irregular sinir deger
problemlerinin spektral 6zellikleri arastirilarak elde edilen sonuglar birgok fiziksel

problemlere uygulanmistir [Yakubov, 1998].

S. Yakubov ve Ya. Yakubov sinir sartlarinda spektral parametre igeren sinir
deger problemlerinin soyut bir teorisini kurmuslardir. Bunun yani sira siirekli katsayili
sinir deger problemlerinin izomorfizm olma ve koersitivligi ile ilgili ¢ok sayida
calismasiyla 151k tutmustur. Fredholm operatorii ile ilgili de kitaplar1 bulunmaktadir

[Yakubov, 1999].



Sinir  deger problemlerinin 6nemli uygulamalarimin bircogu fiziksel
problemlerde ortaya g¢ikmaktadir. Pivovarchik’in, 1999 yilinda ki ¢aligmasinda
uclarinda agirlikli yiik asilmis telin (veya ¢ubugun) titresimi ile ilgili sinir deger
problemi ele alimmistir. Ayrica bu problemlerden bazilari homojen olmayan
ortamlarda 1s1 transfer problemleri, difraksiyon problemleri ve ¢esitli fiziksel transfer

problemleridir [Pivovarchik, 1999; Yakubov ve Aliev, 2006].

Siireksiz katsayili ve gecis sartlarina sahip sinir deger problemleri standart

olmayan problemler olarak adlandirilmaktadir [Yakubov ve ark., 2009].

Siireksizligin varlig1 operatorlerin incelenmesinde temel niteliksel gelismeler
saglamistir. Aralikta siireksizlige sahip sinir deger problemleri matematik, mekanik,
fizik ve jeofizik gibi bilim dallarinda siklikla karsimiza ¢ikmaktadir. Siireksizlige
sahip sinir deger problemleri i¢in diiz ve ters problemlerin ¢esitli formiilasyonlar1 diger

birgok ¢alismada ele alinmistir [Borg, 1946; Mclaughlin, 1986].

Oktay Sh. Mukhtarov danismanliginda siireksiz katsayili diferensiyel denklem,
sinir sartlar1 ve ek olarak gecis sartlarindan olusan smir deger gecis problemi,

Altimigik’in, Kadakal’in tezlerinde incelenmistir [Altimisik, 1998 ve Kadakal, 2000].

Mukhtarov ve ark. bir¢ok caligmasinda, siireksiz katsayili adi diferensiyel
denklem i¢in gegis sartlari igeren sinir deger problemlerini arastirmiglardir [Mukhtarov
ve Yakubov, 2002; Mukhtarov ve ark., 2004].

Smir deger problemleri giiniimiize kadar gilincelligini korumaktadir. Cok
sayida makale ve kitap da bu problemler incelenmis ve halen incelenmeye devam
etmektedir [Yakubov, 1994; Yakubov, 1998; Mukhtarov ve Demir, 1999; Mukhtarov
ve Yakubov, 2002; Mukhtarov ve Kandemir, 2002; Mukhtarov ve ark., 2004,
Kandemir ve Yakubov, 2010; Mukhtarov ve Aydemir, 2014; Mukhtarov, Olgar ve
Aydemir, 2015; Kandemir, 2015].



3. OLCULEBILIR UZAYLAR ve OLCULEBILIR FONKSIYONLAR

3.1. Olgiiler

3.1.1. Tanim X bir kiime olsun. X kiimesinin alt kiimelerinin bir A ailesi i¢in
asagidaki sartlar saglanirsa A smifina X kiimesi lizerinde bir cebirdir denir.
X €A
iiYHerE € Aicin E° = X \E € A
n
iii)k=1,2,..,nicinEy € A > UEk €A

k=1

verilen (iii) sart1 yerine her n € N i¢in
E,EA=> U E €A

n=1

sart1 saglanirsa A cebirine bir ¢ — cebiri ad1 verilir.

3.1.2. Tammm X bir kiime ve A, X tiizerinde bir o - cebir olsun. (X,A ) ikilisine

Olciilebilir uzay denir.

3.1.3. Tanim (X, A ) bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimli genisletilmis

reel degerli bir n fonksiyonu
i) n(@) =0,

ii) Her K € A i¢inn(K) = 0,

iii) Her ayrik (K,,) dizisi igin

()

sartlarin1 saglarsa bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca olg¢ii ad1 verilir.

oo

>,

n=1



3.1.4. Tanim Bir X kiimesi verilsin. A, X tizerinde bir o — cebiri ve A lzerinde

tanimli bir n 6l¢iistinden olusan (X, A, n) tgliisiine bir 6l¢ii uzay adi verilmektedir.

Ornek 1

°° 1 1
Ule o<
7 m+1 m

kiimesinin 6l¢timii 1 dir. m = 1,2,3, .. sayllarl igin

olsun. Buna gore,

1 1 1 1 1
11={a:ESa<1},12={a:§Sa<—},...,In={a: Sa<—}

olur. Dolayisiyla,

L)=1 1 I —1 (I —1
77(1)_ 2' r](Z)_z 3' N n)_n

yazilir. Biitiin [,,, araliklar1 ayrik oldugundan,

"I RN PR \ W 11
(U )= 2, nw = (1-3)+(G-3)++G-7573)
m=1 m=1
_ 1
B n+1
olur. Buradan,
0 n
o) = tma{Jm) = tim (1-757) =
m _nl—{go m _nl—r>r<>lo n+1 -
m=1 m=1

olarak bulunur.

3.1.5. Tamim Eger her K € A i¢in n(K) < oo ise n ye bir sonlu 6l¢ii ad1 verilir.

3.1.6. Tammm K < R alt kiimesi verilsin.

Ex = {Z £(1,) : 1, ler araliklar, K < U In}
n=1

n=1

olmak tizere, m*(K) = inf Ex sayisina K kiimesinin dis 6l¢iisti denir.



3.1.7. Tanmm 1- u*(E\A) sayis1, A kiimesinin i¢ 6l¢timii olarak adlandirilir ve bu i¢

olgtim w, (A) ile gosterilir. A kiimesinin i¢ 6l¢timii,

p(A) =sup D m(P)

AJUPy,

seklinde de ifade edilebilir. Buna gore bir kiimenin i¢ ve dis 6l¢iimii arasinda,

pi(A) =1 — p*(E\A)
bagintis1 vardir.

3.1.1. Onerme Bir kiimenin i¢ dl¢iimii, dis 6l¢iimiinden kiiciik ya da esittir. Yani her

zaman u,(A) < u*(A) dir.

3.1.8. Tammm X kiimesi her biri sonlu dl¢iiye sahip sayilabilir kiimelerin birlesimi
seklinde yazilabiliyorsa n 6l¢iisii 0 — sonludur denir. Eger n(X) = 1 olarak verilirse

bu dlgiiye olasihik olciisii ad1 verilir.

3.1.9. Tanim A bir kiime olmak iizere bir F o — cebiri, asagidaki sartlar1 saglayan

A kumesinin alt kiimelerinin bos kiimeden farkli bir sinifidir:

i) A kiimesi F cebirindedir.
ii) A kiimesi F cebirinde ise, A kiimesinin tiimleyeni de F cebirindedir.
iii) A,, F cebirinin elemanlarinin dizisi ise, A, kiimelerinin birlesimi F

cebirindedir.
3.2. Olciilebilir Fonksiyonlar

Fonksiyonlarin 6l¢iilebilir olmasinin, Lebesgue integrali kavraminda 6nemli
bir yeri vardir. Fonksiyonlarda 6l¢iilebilme 6zelligi, goriintii araliklarina iligkin ters

goriintiilerinin o - cebirine ait olup olmadig ile ilgili bir kavramdir.

3.2.1. Tanmm p,(A) = u*(A) ise, A kiimesine Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir

kime ad1 verilir.



10

3.2.2. Tammm E o6lgiilebilir bir kiime olmak tizere f : E — R fonksiyonunu gz dniine
alalm. Eger {x € E | f(x) > k, k € R} kiimesi 0lgiilebilir ise f(x) fonksiyonuna

ol¢iilebilir fonksiyon denir.

3.2.1. Teorem Bir A kiimesi verilmis olsun. Bu kiimenin 0l¢iilebilir olmasi igin

gerekli ve yeterli sart u*(A) + u*(E\A) = 1 olmasidir.

3.2.1. Sonu¢ A kiimesi Ol¢iilebilirse, A kiimesinin tiimleyeni olan E\A kiimesi de

Olciilebilirdir.

3.2.2. Teorem Bir f(x) fonksiyonunun bir E kiimesinde 6l¢iilebilir olmasi igin gerekli
ve yeterli sart, her K reel sayisi i¢in, {x € E : f(x) < K} kiimesinin 0lgiilebilir

olmasidir.

3.2.3. Teorem f(x) fonksiyonunun bir E kiimesinde 6lgiilebilir olmasi igin gerekli
ve yeterli sart, herhangi K; < K, gergel sayilart i¢in, {x € E | K; < f(x) < K,}

kiimesinin Ol¢iilebilir olmasidir.

Ornek 1 Rasyonel sayilarin herhangi bir alt kiimesi &l¢iilebilirdir. <4 € Q olsun.
p(A) <p(Q) =p(Q=0
dir. Olgiim negatif olamaz, dolayistyla u,(A4) = 0 olur. Ayrica,
0 < u.(A) < u*(A) =0 esitsizliklerinden,
i (A) = p(A) = p(A)
dir. Bu da A kiimesinin dlgiilebilir olmasinin tanimidir. Dolayisiyla, A kiimesinin

Ol¢timii de u(A) = 0 olarak bulunur.

Ornek 2 [0,1] kapali araligindaki irrasyonel sayilar kiimesi dl¢iilebilirdir ve dlgiimii
bir birimdir. [0,1] kapali araligindaki rasyonel sayilar kiimesi 6l¢iilebilir ve dl¢timii
sifirdir. [0,1] kapali araligindaki rasyonel sayilar kiimesinin bu araliga gore tiimleyeni
bu araliktaki irrasyonel sayilardir. Sonu¢ 3.2.1. e goére [0,1] kapali araligindaki
irrasyonel sayilar kiimesi 6l¢iilebilirdir. [0,1] kapali araligindaki rasyonel sayilar M

ve irrasyonel sayilar da V' kiimesi ile gosterilirse,
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1=u([01]) = u(M) +u@V) = u(V)
yazilir. u(M) = 0 oldugundan, u(N°) = 1 olarak bulunur.

3.2.4. Teorem Eger (f,,(x) ),
gijgofn(x) = f(x)

olacak sekilde, E kiimesinde 6lgiilebilir fonksiyonlarin monoton bir dizisi ise, f(x)

fonksiyonu da E kiimesinde 6l¢iilebilirdir.

3.2.5. Teorem Olgiilebilir bir E kiimesi iizerinde tanimli reel degerli biitiin dlciilebilir
fonksiyonlarm kiimesi bir vektor uzayidir ve ¢arpma islemi altinda kapalidir. Yani f

ve g olgiilebilir fonksiyonlar ise f + g ve f. g fonksiyonlarida 6lgiilebilirdir.

3.2.3. Tamm (X, A, ) olgiilebilir bir uzay ve 1 < p < oo olsun.

f FOIP dpt < oo
X

ozelligini saglayan
f:X->R
seklinde tanimli dlgiilebilir f fonksiyonlarinm siifina L, (X) uzay: denir. Buna gore

L, (X) uzay

L,(X) = {f | f olciilebilir fonksiyon, fX lf(20)|P du < 00}

seklinde gosterilir ve p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlarin sinifidir.

3.3. Lebesgue Uzay1

Bu bolimde Lebesgue integrali tanimi verilmistir ve bu integralden

yararlanilarak ortaya ¢ikan bazi dnemli teoremlere yer verilmistir.

3.3.1. Tamm f(x) fonksiyonu [a, b] kapal araliginda smirh ve 6lgiilebilir olsun.
a < f(x) < B olacak sekilde @ ve B gercel sayilart verilsin. [a, b] kapali araligini,

a=yo <Y1 <Y, < <Yp1<Yp=p olacak  sekilde  y;,¥7 .., ¥n-1
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noktalariyla n tane alt araliga boliinmek tizere bu noktalar, geometrik olarak y ekseni
lizerindedir. [a, b] kapal1 araligin1 bu bigimde bélerek elde edilen noktalarin kiimesine
bu araligin pargalanisi denir. Ej, kiimesi, k = 1,2, ..., n sayilar1 i¢gin

Ep ={x: yr-1 < f(x) <y}
seklinde tanimlansin. f (x) fonksiyonu 6l¢iilebilir oldugundan, Ej, kiimelerinin her biri

Olctilebilirdir ve ayriktir.

n n
S = Eyk.n(Ek), S = Eyk—l-n(Ek)
k=1 k=1

ifadeleri sirasiyla iist ve alt toplamlar olarak tanimlanirsa, S ve s nin farkli degerler
kiimesi pargalanma ¢esitlendirilerek tanimlanabilir. Miimkiin olan biitiin
parcalanmalar igin [ = inf(S) ve J = sup(s) dir

Her zaman mevcut olan bu degerler sirasiyla f(x) fonksiyonunun [a, b] kapali

araligindaki iist ve alt Lebesgue integralleri olarak tanimlanir ve

b b
I = jf(x)dx, ]=Jf(x)dx,

ile gosterilir. Eger I =] ise f(x) fonksiyonu [a,b] kapali araliginda Lebesgue

integrallenebilirdir denir ve bu deger

b
J f(x)dx

ile gosterilir.

Uygulamali matematik alaninda ki problemlerde genellestirmeler yapilmak
istendiginde genellikle diisiintilen ilk metot Riemann anlamindaki integralden
Lebesgue anlamindaki integrale gecmek seklindedir. Cilinkii Lebesgue anlamindaki
integral Riemann anlamindaki integrale gore daha geneldir ve Riemann anlaminda

mevcut olmayan bir integral Lebesgue anlaminda mevcut olabilir.

Riemann anlamindaki integralde fonksiyonun tanim araliinin uygun olarak
parcalanmas1 ve de fonksiyonlarin bu parcalar iizerinde siirli degerler almasi
onemlidir. Ancak Lebesgue integralinde fonksiyonun tanim kiimesinin bir kiimeler

sinifi olmasi ve bu kiimeler sinifinin o - cebir olmas1 gerekliligi 6n plandadir. Ayrica
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integrali alinacak fonksiyonun dSl¢iilebilir bir fonksiyon olmasi da bagka énemli bir
kosuldur. Tanim bolgesi degismedigi zaman Riemann anlamindaki integralin sonucu
fonksiyona bagli oldugu bilinmektedir. Ancak Lebesgue anlaminda integralde sonug
o - cebir lizerinde tanimlanan 6l¢iiye baglhdir. Ciinkii bir o - cebir lizerinde birden fazla
Olcli tamimlanabilir. Ayrica Riemann anlamindaki integralde sonug bolgenin pargalanis
seklinden bagimsizdir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylar1 niimerik analiz, nonlineer analiz, fonksiyonel
analiz, smir deger problemleri, kismi diferensiyel denklemler, matematiksel
modelleme ve integral denklemler, operator teorisi gibi matematigin birgok alanindaki

uygulamalarda kullanilmistir.

3.3.2. Tamm E <€ R alt kiimesi verilsin. Her V' € R ig¢in,
m*(N)=m* (W NE)+m*(W nE°)

ise, E kiimesine Lebesgue anlaminda oél¢iilebilirdir denir.

Ornek 1 R iizerinde acik kiimeler, sayilabilir sayida olmak iizere acik araliklarin
birlesimi olarak verilebilir. Buradan R iizerinde ki agik kiimeler, Lebesgue anlaminda

oOl¢iilebilirdir diyebiliriz.

3.3.1. Teorem
i) Her sifir kiimesi 6lgiilebilirdir.

ii) Her aralik dlgiilebilirdir.

3.3.2. Teorem Dis olgii sayilabilir alt toplamsaldir, herhangi bir {A,,} kiimeler dizisi
i¢in,

o

m* (0 An) < Z m*(4,)

n=1

dir.

3.3.3. Teorem f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli olmak iizere [a,b]
araliginda hemen hemen her yerde sonlu f'(x) tiirevi vardir ve f'(x) fonksiyonu bu

aralikta Lebesgue anlaminda integrallenebilirdir [Natanson, 1957].
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3.3.3. Tanim [x, y] kapali araliginda taniml1 f fonksiyonu verilsin. Eger V € > 0 i¢in

n
D -y <8
k=1

olacak sekilde Oyle & >0 sayis1 varsa ki her sonlu sayida ayrik

(x1,¥1), (x3,¥2), oo, (xp , ) araliklari i¢in

D)~ fl <&
k

olsun. O zaman bu f fonksiyonuna [x, y] araliginda mutlak siireklidir denir (burada

n€N; (xi,y) € [x,y], k=1,2,..,n).

3.3.1. Sonug¢: Her mutlak siirekli fonksiyonun hemen hemen her yerde sonlu f'(x)
tirevi mevcutsa, bu tiirev fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda

integrallenebilirdir [Lang, 1983].

3.3.1. Lemma (Riemann — Lebesgue Lemmasi) ¢ # 0 sabiti ve (a, b) araliginda
integrallenebilir y(z) fonksiyonu verilsin. O halde A kompleks sayist Re(cA) < 0

yarim diizleminde kalmak sart1 ile «, § € (a, b) sayilarina gore diizgiin olarak

b
limJ Y(2)e“dz =0
A—o0 a

esitligi saglanir [Rasulov, 1967].

Klasik analizden de bilindigi gibi bir fonksiyonun Riemann integralinin mevcut
olmasi igin f nin tanim araliginda siirekli olmasi1 ya da siireksiz oldugu noktalar
kiimesinin ¢ok genis olmamas1 gerekir. Bagka bir deyisle f, integrallenme bolgesinde

sinirl salinimli olmalidir.

Sinirli fonksiyonlarin Riemann anlaminda integrallenebilmesi i¢in siireksiz

oldugu noktalarin kiimesinin 6l¢limiiniin sifir olmas1 gerekir.
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3.3.2.Lemma f:[a, b] - R sinirh bir fonksiyon olsun.

i) f Riemann anlaminda integrallenebilir < f, [a,b] kapali araliginin hemen
hemen her noktasinda siireklidir.

ii) f Riemann anlaminda integrallenebiliyorsa Lebesgue anlaminda da

integrallenebilirdir ve her iki integral birbirine esittir.
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4. NORMLU UZAYLAR

4.1.  Normlu Uzay

4.1.1. Tamm ( X,@®) degismeli grup, (K, +,-) bir cisim olsun.
O: KxX-X,
O:(mx) > mOx
dis islemi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X e (K, +,-) cismi lizerinde vektor uzayi
denir.
i) VmeK ve Vx €X i¢cin mOx € X dir.
ii) VmmnekK ve Vx,y € X i¢in mOx @ y) = (mOx) & (mEy) dir.
iii) VYmmnekK ve Vx €X igin (m+n)Ox = (mOx) G (nOx) dir.
iv) VYmmnekK ve Vx €X icin (m-n)Ox = mOnEOx) dir.
v) 1€K ve Vx€X igin 1Ox = x dir.

(K,+,") cismi tizerindeki X vektor uzayi ((X D), (K,+,), @) seklinde
gosterilir. Burada, eger K = R ise X e reel vektor uzayi, K = C ise kompleks vektor

uzayi adi verilir.

4.1.2. Tamm X bir vektor uzayr olmak tizere @ # A c X olarak verilsin. 4, X
tizerindeki vektor uzay1 islemlerine gére bir vektor uzay:r belirtiyorsa A ya X in alt

vektor uzay: denir.

4.1.3. Tamm Bir X lineer uzay1 (vektor uzayi) iizerinde tanimlanan ||.||: X - R
fonksiyonu,

i) Herx; € Xigin ||x4]| = 0

i) llxll =0 x, =0

iii) Herx; € X ve A € R (veya C) i¢in [[Axq || = [A]|[x4]]

iv) Her x,y1 € X icin [y + yall < llxq |l + [yl
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ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona norm denir.

4.1.4. Tammm X lineer uzay1 iizerinde tanimlanan ||. || fonksiyonu normun 6zelliklerini
saglarsa (X, ||.||) ikilisine de normlu lineer uzay veya sadece normlu uzay adi verilir
[Kreyszig, 1989].

Ornek 1 a, B > 0ve X = C? olmak iizere x = (x;,x,) € C? igin
x|l = alxi| + Blx,]
ile taniml1 ||. || fonksiyonu C? iizerinde bir normdur.

i) a,fB > 0oldugundan x = (x;,x,) € C? icin ||x|| = a|x;| + Blx,| =0

olur.
ii) x = (xq,x,) € C?igin
x|l = 0 & alxi| + Blxz| = 0
& x| = x| =0, (o, >0)
©x=0
iii) x = (x1,x,) € C2ven € C igcin nx = (nxy, Nx,) dir. Dolayisiyla
| nxll = al nx1l + Bl nxz| = al nllx.| + Bl nllxz| = [ nlllx|l
dir.

iv) x = (x1,x,) € C?, y = (y1,¥,) € C? olmak iizere
x+y = (x; +y1,x, +y,) dir. Buradan
llx + yll = alx; + y1l + Blxz + y2l
< alxi| + alyi| + Blxz| + Bly.]
= lx|l + [yl

dir. ||.|| fonksiyonu norm 6zelliklerini saglar.
Ornek2 o= (ay,ayas,..,a,) € F* igin

n
lalls = ) latel = lal + ltz] + -+ tal
£=1

F™ vektor uzayi tizerinde bir normdur.
i) Hera = (aq,a,, a3, ..., a,) € F* igin
lally = |aq] + |ag| + -+ |a,| =20+0+--+0=0
dir.
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ii) a=0=(0,0,..,0)ise
llall; = [0] +10[ + -+ 0] =0

olmak tizere ve tersine a € X i¢in ||a||; = 0 ise

las| + lag| + -+ |ay| =0 & |ag| = |ay| = =|a,| =0
S ag=a,==a,=0
ca=0
dir.
iti) Her S €F vea € X icin
IBall, = 1Bas| + |Baz| + -+ |Banl
= |Bllasl + |Bllaz| + - + | Bllan]
= |Bl(lasl + laal + -+ + lan])
= |Blllelly
dir.

iv) (R, |-]) ve (C, ||) igindeki tiggen esitsizliginden
a = (ay,ay, as, ..., a,) € F*ve B = (B4, B2, B3, -, Pn) € F™ igin

n
la+ Bl = ) |ay + 5]
j=1

AN

> (el + 16

n

= Sl + Yl
=1

j=1
= llally + 11814

fonksiyonu iizerinde bir norm tanimlar.
Ornek 3 de yararlanacagimiz teorem ve uyarty1 verelim.

4.1.1. Teorem { ve § olgiilebilir fonksiyon olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir.
(Burada integraller sonsuz degerini alabilir).

Minkowski esitsizligi (1 < g < oo igin):

l/q 1/q 1/q
(f |z+6|qdu> s(f IZlqd#) +<f |5|qd#)
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4.1.1. Uyant g € C|a, B] olmak iizere bu durumda

B
f lg(x)|dx = 0 & her x € [a,B] icin g(x) = 0 (yani g = 0)

dir.

Ornek 3 1< q < « igin
B Y/a
g, = ( f Ig(x)lqu>
a

ile tantml1 |||l = C[a, f] = R fonksiyonu C[a, ] iizerinde bir normdur.
i) Her g € Cla,B]i¢in ||x[[; = 0;
ii) Uyar14.1.1. den
lgll; =0 g=0
oldugunu goriiriiz.

iii) g € Cla, ] ve A€ Ficin

B 1/q B 1/61
||Ag||q=<f Mg(x)de) =|A|<f |g(x)|qu)

olur.

iv) Minkowski esitsizliginden (Teorem 4.1.1.)

B 1/61
lg +6llg = (J lg(x) + 5(x)|qu>

B 1/q B 1/17
S(f Ig(x)lqu) +<f |6(x)|qu>

< llgllq +118llq

dir. |||l4 : Cla, B] = R fonksiyonu Ca, 8] iizerinde bir normdur.

Her norm, norm araciligryla bir metrik tiretir. Her metrik fonksiyonu bir normdan
iretilemeyebilir. Ayrik metrik bir norm tarafindan iiretilemez.

Ornek 4 V bir F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere, V iizerindeki

I.]l : V = F bigimindeki bir norm her aeF ve xeV igin ||ax|| = |a|||x|| homojenlik

sartin1 saglar. Boylece norm tarafindan tanimlanmis



d:VxV - F
d(x,y) = llx =yl
metrigi
d(ax,ay) = llax — ayll = lalllx =yl = |ald(x,y)
sartin1 saglar. Fakat
sn=ly 25
ayrik metrigi bir norm olamaz Gergekten ¢ = 2 alinirsa

X FYy {1, XF*Yy

1, _
6(2x,2y) = {O 2 0, x=y= 26(x,y)

, X=Yy

oldugundan (4.1) sartinin saglanmadig1 goriiliir.

4.1.5. Tamm (X, ||x;|| ) normlu lineer uzay: lizerinde tanimlanan

d:X xX - R*, d(xy,y1) = llxg — 4l

20

(4.1)

fonksiyon bir metriktir ve bu metrige ||. || normu tarafindan tiretilen metrik denir.

4.1.6. Tamm (X, ||-||) tam bir normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her ¢ > 0

ve her n,m > n, igin

”xn - xm” <¢

olacak sekilde € a bagli n, sayisi varsa (x,,) ye X de bir Cauchy dizisi denir.

4.1.1. Lemma (X, ||-||) normlu bir uzay x,y € X i¢in d(x,y) =||x —y||ve a €K

olsun. Bu durumda

i) Vx,y,z€X igin d(x+z,y+ z) = d(x,y) (dnin 6teleme 6zelligi),

ii) d(ax,ay) = |ald(x,y) (d nin mutlak homojenlik 6zelligi)

ozellikleri dogrudur.

412. Lemma (X,d) bir metrik vektor uzay, d metrigi teleme ve mutlak

homojenlik 6zelliklerine sahip olsun. x € X igin ||x|| = d(x, 8) olmak tizere (X, d)

ve (X, ||]l) uzaylarinin topolojik yapilari aynmidir. (X, d) iginde her yakinsak, sinirl ve

Cauchy dizisi (X, ||*|]) iginde sirasi ile yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisidir.
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4.1.1. Onerme

i)  Normlu uzayda yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.

ii) Normlu uzayda her Cauchy dizisi sinirhdir.

iii) Bir (X,||]l) normlu uzayinda bir (x,) cauchy dizisi, x € X noktasina
yakinsak bir (x,, ) alt dizisine sahip ise (x,,) dizisi de x e yakinsaktir.

iv) Bir (X, [|*]]) normluuzayinda (x,,) ve (y,,) iki Cauchy dizisi ise (x,, + y,)
dizisi de bir Cauchy dizisidir.

Ozel olarak X = R (veya X = C ) olmak iizere ||X]|| = |X| olarak tanimlanirsa R
veya C deki her Cauchy dizisi yakinsaktir. Ancak bu 6zellik herhangi bir norm i¢in
gecerli degildir.

ispat.
i) (X, |I-]) tam bir normlu uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun
X, — x olmak tizere her € > 0 sayisi igin, n > N ve
d(xp,,x) <g/f2
olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 vardir. Buna gore tiggen esitsizliginden m,n > N
i¢cin
Ad(xm, %) < d(xm,x) +d(x,x,) <e/2+ /2 =¢
elde edilir. Buradan x, dizisi bir cauchy dizisidir. Lemma 4.1.2 den 6nermenin
dogrulugu goriiliir.

i) Lemma 4.1.2 den agiktir.

iii) Vx,y€X i¢in d(x,y) = |lx —yl| tamm ile (X,d) nin bir metrik
vektor uzayr oldugunu biliyoruz. (X, ||-||) normlu uzayinda bir (x,) Cauchy dizisi
bir x € X noktasina yakisayan bir (x,, ) alt dizisine sahip olsun. O halde Lemma
4.1.2 den dolay1 (x,), (X,d) uzayinda bir Cauchy dizisidir ve

Jim d(xp,,%) = Jim [, — 2] = 0
dir. Demek ki (x,), (X,d) metrik uzayinda bir x € X noktasina yakinsayan bir

(xn, ) alt dizisine sahip olan bir Cauchy dizisidir. Bir (X, d) metrik uzaymda bir (x,,)
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Cauchy dizisi x € X noktasina yakimsak bir (x,, ) altdizisine sahip ise (x,,) dizisinin

kendisi de x e yakinsaktir. Dolayisiyla lim d(x,,x) =0 ve
n—->oo
lim |[x, —x|| =0
n—-oo
dir.

iv) () ve (vn), (X, |Ill) iginde iki Cauchy dizisi olsun. O halde Ve > 0
icin In, € N vardir oyle ki VYn,m > n, igin ||x,, — x| < % ve ||yn — Ymll < 2 olur.
Vx,y € X i¢in d(x,y) = ||x — y|| bigiminde tanimlanan d metrigi teleme 6zelligine
sahip oldugundan Lemma 4.1.1 den Vn,m > n, igin

d(xpn + Yo, Xm + Yim) < d0p + Yoy X + V) + d (X + Yoy X + Vi)

= d(xp, Xm) + d(n, Ym)
= ”xn - xm” + ”yn - ym”
- € N £
2727 °
olur. Buradan (x, + y,) dizisinin (X,d) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir.
O halde Lemma 4.1.2 den dolay1 (x, +y,) dizisi (X,[|']]) uzaymnda bir Cauchy

dizisidir.

4.1.7. Tamm X normlu lineer uzayinda d(x,y) = ||x — y|| metrigine gore verilen

her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzaymna tam lineer uzay adi verilir.

4.1.8. Taniom x; ve y;, (i =1,2,...,n) reel ya da kompleks sayilar ve 1 <p < o0
olsun. p ve q sayilari igin (1/p) + (1/q) = 1 sart1 saglansin.

n n 1/p , n
< Z|xi}’i| < (lei|p> (Zb’dq)
i=1 i=1 i=1

esitsizligine Holder Esitsizligi adi verilir. (1/p)+ (1/q) =1 esitliginde p = 2

n 1/q

z XiYi

i=1

yazilirsa q = 2 olur. Bu durumda Holder esitsizligi
n n 1/2 , n 1/
< Z|xi}’i| < (lei|2> (Zb’dz)
i=1 i=1 i=1

seklinde yazilir ve Cauchy-Schwarz esitsizligi adi verilir.

n 2

z XiYi

i=1
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4.1.3. Lemma (X, ||-|) normlu bir uzay olsun. Bu durumda x, y, x;, x5, ..., X, € X
icin

D HMxll =yl < llx =yl

i0)

esitsizlikleri saglanir.

ispat.
)
Ixll = llx =y +yll < llx =yl + Iyl
= lxll = llyll < llx = yli
ve
Iyl =lly —x+xll < lly —xIl + llxI|
= [lyll = lIxll < lly — x|l
dir.
ly —xll = lI-Cx = Il = [=1lllx =yl = llx = yll

olduguna dikkat edilirse son iki esitsizlikten (i) nin dogrulugu goriiliir.

i0)

n

< ) il
k

=1

n
k=1

dogrulugu normlu uzaylarda her x,y € X i¢in ||x + y|| < ||x|| + |ly]|

aksiyomundan yararlanilip tlimevarim yontemiyle ispatlanir.

n
< ) Il
k=1

[ + 220 < Nz + [lx2 ]l

n

3,

k=1

n = 2 i¢in



dogrulugu su sekilde gosterilir:
|2, + x2||2 = (X1 + %2, X1 +x3) = (x1,%x1) + (x1,x2) + (x2,x1) + (x2,%2)
= |lxq 1% + (g, x2) + (xq, %2) + |22 11
= ||x1||2 + 2Re (x1,x,) + ||x2||2
daima
< loeg I + 2 [(xq, x2) | + I, |12
dir.
Holder esitsizligi
< g 112 4 2 N [Nz I+l 112 = Cllea ]+ [z 1)?
karekok alinirsa
1 + 220 < x| + [l ]l
elde edilir.

n=m-—1 i¢in

m—1 m—1
xef < D Il
k=1 k=1
dogru olsun.
n=m igin
m m—1 m—1
IR I IR ETE P O
k=1 k=1 k=1

yukaridaki n = 2 igin yapilan ispat da ||y + x|l < |[¥]| + ||x, ]| oldugu gosterildi.

n=m-—1 i¢in

<

m m—1
k=1 k=1

m
+ ol = )l
k=1

m

< ) llxll
k=1

kabul oldugundan

m
k=1

elde edilir.

24
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4.2. Banach Uzaylan

Banach uzaylari fonksiyonel analizde incelenen temel analiz yapilardan biridir.
Fonksiyonel analizde arastirilan sonsuz boyutlu fonksiyon uzaylarinin énemli bir

kism1 Banach uzay1 6rnekleridir.

4.2.1. Tammm (X, ||.|]) bir normlu lineer uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi yakinsak

ise bu uzaya normlu tam uzay veya Banach uzayi denir.

4.2.2. Tammm X bir K cismi tizerinde bir lineer vektor uzay1 ve T da X kiimesi tizerinde

bir topoloji olsun.

Eger her x,y € X ve her 1 € K i¢in
P: X XXX,
(xy) »x ®y
O: KxX->X
(4x) » 10«x
seklinde tanimlanan vektorel toplama ve skalerle carpma islemleri t topolojisine gore

stirekli ise (X, 7, K) uzayma bir topolojik vektor uzay: denir.

4.2.1. Teorem Her normlu uzay bir topolojik vektdr uzayidir [Suhubi, 2001].

Bir vektor uzay ve lizerinde bir metrik tanimlandiginda 6nemli metrik uzaylar
elde edilmektedir. Elde edilen uzay bir normlu uzaydir. Norm vektor uzayi lizerinde
bir topoloji olusturdugundan, Banach uzay1 bir topolojik vektor uzayr 6rnegini verir

[Cakar, 2007].

Ornek 1 x = {x,,} € £, ve 1< q < o0 olmak iizere

o Yq
Ixlly = (Z |xm|q>
m=1

seklinde tanimli norma gore £, bir Banach uzayidur.

1< q <o ve {x,,}, ¢4 uzay: i¢inde bir Cauchy dizisi olsun. v j igin

o () = 5 (DIT < D [tm() = 1D
j=1
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| (J) = xk (D] < Nl — xkllq
olur. Boylece j = 1,2, ... i¢in {x,,(j)} skalerleri bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla
x(j) = lim x,,(j), Fig¢indedir. m,k = m, igin
m-—-00
2 — xillg <€

olsun. Dolayistyla VN > 1 i¢in ve m, k = m; i¢in
N 0o
D on() = 15D < Y on() = 1 (DI < &
j=1 j=1
dir. m, N yi sabit tutarak ve k — oo limitini alarak m > my ve N > 1 i¢in
N
D lim() = x (I < 4
j=1
elde edilir. m sabit ve N — oo limiti alinmak tizere m = m, igin
D b = x(I < (42)
j=1

dir. Dolayisiyla (4.2) den x,, — x € £, ve buradan x = x,,, — (x,,, — x) € £, olur.
Ayrica yine (4.2) den m > m, olmak tizere
lxm — xllg <&

dir. £, i¢inde x,, — x dir. Sonug olarak ¢, tamdir.

Ornek 2 K = Rveya K = C ve r > 0 bir tam say1 olmak iizere C" ([, B]; K) vektdr

uzayl
I leoep = D PNy FO@ = FO)
=0

normuna gore bir Banach uzayidir. Gergekten (f,,), C™[a, ] uzayinda bir Cauchy
dizisi olsun. Ve > 0 igin I3ng.eN 3 Vm,n > n, igin

Ifo = finllcorjap < €
ve buradan V;= 0,1,2, ..., olmak {izere

59 - 52

||C[a‘ <& (am>n)
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yazabiliriz. Dolayisiyla 7 + 1 sayida  (£,(£)), (£ (), ..., (£ ()  fonksiyon
dizileri C([a, B]; K) uzayinda birer Cauchy dizileridir. C([a, B]; K) vektor uzay: tam
oldugundan (f,(t)) dizisi [a,B] tzerinde bir f(t) € C([a,B]; K) fonksiyonuna
diizgiin  yakmsar. (£P©), ..., (£ () dizileri [a, B] iizerinde diizgiin
yakinsadigindan, f(t) limit fonksiyonu [a,fB] tlizerinde r. merteden siirekli
tiirevlenebilir ve V;= 0,1, ..., igin ( £, (¢)) dizisin — oo iken f/(t) fonksiyonuna
[a, B] tizerinde diizgilin yakinsar. Her j = 0,1, ..., r i¢in

lmify = fllcorja,p =0

olup, C(T)([a,ﬁ]; K) tamdir.

4.2.3. Tammm V, F skaler cismi iizerinde vektdr uzay1 olsun. Bir
K:V->F
fonksiyonu her a, f € F ve x,y € V igin
K(ax + By) = aK(x) + BK(y)
ozelligini saglarsa K ya bir lineer fonksiyonel denir.

4.2.4. Tanim K bir vektdr uzay:1 olsun. ¢ : K - R fonksiyonu asagidaki sartlar

saglarsa q ya K lizerinde bir altlineer fonksiyonel denir.

i) Va > 0vehern € K i¢in q(an) = aq(n);
i) vn,p €K igin q(n+p) < q(m) +qw).

Her norm, bir altlineer fonksiyoneldir. Bir reel vektor uzay: tizerindeki her

lineer fonksiyonel bir altlineer fonksiyoneldir.

4.2.5. Tammm 7, F iizerinde bir normlu vektor uzayi olsun. B(#, [F) uzayina # nin

dual uzayi adi verilir ve H' ile gosterilir.

4.2.2. Teorem § bir reel vektor uzay1 ve g, & lizerinde bir altlineer fonksiyonel
olarak verilsin. B, § nin bir altuzay1 ve g,, [ lizerinde Vy € B icin go(y) < q(¥) Vi
saglayan bir lineer fonksiyonel olsun. O zaman § nin tamamu tizerinde bir lineer g

fonksiyoneli vardir dyle ki g nin B ya kisitlanis1 g, dir ve Vx € § igin g(x) < q(x)
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dir. Yani g, lineer fonksiyoneli & tizerinde lineer bir fonksiyonele genisletilebilir ve
bu genisleme yine q ile stirlidir [Soykan, 2012].
Hahn — Banach teoremi, lineer fonksiyonellerde bir genigletme teoremi

niteligindedir. Sinirli lineer operatorlerle iliskili en 6nemli teoremlerden biridir.

4.2.3. Teorem (Hahn — Banach Teoremi) H bir normlu vektor uzayi ve Y, H nin
bir alt uzay1 olsun. g, Y iizerinde sinirli lineer bir fonksiyonel olsun. Bu durumda,
llgll = llgoll ve Y ye kisitlanist g, olacak sekilde H nin tamami tizerinde sinirli lineer
bir g fonksiyoneli vardir. Yani her x € Y igin g(x) = go(x) ve ||gll = llgoll olacak
sekilde bir g € B(H,F) = H' vardir [Soykan, 2012, 5.192].

Ispat. g, fonksiyonelinin, g, ile ayn1 norma sahip olacak sekilde H iizerinde sinirlt
lineer bir fonksiyonele genisletilebilecegini gésterecegiz. Bunu once bir reel normlu
uzay i¢in gosterecek ve bunun yardimiyla bir kompleks normlu uzay igin
ispatlayacagiz.

F bir reel normlu uzay olsun. Vx € H i¢in p(x) = ||goll||x|| olsun. O zaman
p, H tzerinde altlineer bir fonksiyoneldir ve Vy € Y igin g,(y) < p(y) dir. Teorem
4.2.2. den H iizerinde lineer bir g fonksiyoneli vardir 6yleki g nin'Y ye kisitlanist g,
dir ve her x € H igin g(x) < ||goll l|x|| dir. Aslinda her x € H igin

—g9(x) = g(=x) < llgollll=xII = llgollllxl
oldugundan |g(x)| < |lgollllx]| elde edilir. Boylece g siirhidir ve ||g]| < |lgol| dir.
gl = sup{lg(0) | : x € 7, Ixll <1} = sup{lgG)l:y €Y, Iyl <1} = ligoll
oldugundan ||g|| = |lgoll elde edilir. Boylece ||gll = llgoll bulunur yani; g, ve g
lineer fonksiyonelleri ayni norma sahiptir.

Simdi H nin bir kompleks normlu uzay oldugun kabul edelim. u,, g, 1n reel
kism1 olsun. Hemen {istte reel normlu uzaylar ic¢in verilen arglimanla, H iizerinde
siurli reel lineer bir u fonksiyoneli vardir dyle ki u nin Y ‘ye kisitlanist u, dir. (yani
her y € Y i¢in u(y) = uy(y) dir) ve ||u|l = [|lupll dir. Reel pargas1 u olan H tizerinde
tek bir bigimde tanimli olan kompleks lineer fonksiyonel g olsun. O zaman g ninY ye

kisitlanisi g, olan Y iizerindeki tek bir bi¢imde tanimli olan kompleks lineer
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fonksiyoneldir. Son olarak, u nun smirlilign g nin simirliligini  verir ve

llgll = llull = lluoll = llgoll elde edilir.

Banach uzayi ile ilgili cok 6nemli sonuglar ve uygulamalar s6z konusudur.
Ornegin X bir kompleks Banach uzay1 ve Y de X in reel bir alt uzayr oldugunda genel
olarak Hahn - Banach teoremi saglanmaktadir [Musayev, 2000].

4.2.4. Teorem X veY herhangi iki Banachuzayive A : D(A) - Y (D(A) € X) smurh
lineer bir operatdr olmak tizere A operatoriiniin kapali olmasi igin gerekli ve yeterli

sart D (A) nin kapal1 olmasidir.

4.3. I¢ Carpim Uzaylan

43.1. Tamm M = R (veya C) olmak ilizere X bir vektdr uzayi olsun.
(.,.): X x X > M doniisimii asagidaki 6zelliklere sahip ise bu doniisiim X tizerinde
bir i¢ ¢arpim, (X, (.,.)) ikilisine de i¢ carpim uzay denir.
i) Va€eXi¢in(a,a)=20ve(a,a)=0<a=0,
ii) Va,b € X i¢in (a,b) = (b, a),
iii) Va,b € Xvet € M i¢in (ta,b) = t(a, b),
iv) Va,b,c € X i¢in (a+ b,c) = (a,c) + (b, c).
M = R halinde (a, b) = (b,a) . (i) ve (iv) ifadelerinden Va,b,c € X ve Vt,n € M

i¢in
a) (ta+nb,c)=t(a,c)+n(b,c),
b) (a,tb) =t(a,b) = t(a,b),
c¢) (a,tb+nc)=t(ab)+n(ac)
esitliklerinin gegerli oldugu kolayca gosterilebilir. Burada " - " kompleks eslenigi

ifade etmektedir.

Ornek1 a = (a;,a,) € R? ve f = (B, 5,) € R? olmak iizere R? {izerinde
(@, B) = 2(a1f1 + az2)
bir i¢ ¢arpim tanimlar. Gergekten i¢ ¢arpim aksiyomlar1 kontrol edilmek {izere:

) (a,a) = 2(a? + a%) = 0 oldugu goriiliir.
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ii) (0,0) = 0 dir ve eger (a, @) = 0 ise 0 zaman a; = a, = 0 ve boylecea = 0
olur.
i) a =(a,az), B=B1P2), 6=1(5,0,), t€R olmak iizere
(a+B,8) =2((a; + B1) 61 + (az + B2) 85)
=2(a1 6, +ay 6, + B 6, + 2 572)
= (a,6) + (B,6)
ve
(ta,B) = 2(ta By + tayfr)
= t2(a1$1 + ayf53)
= t(a,p).
veya direkt olarak t,r € R i¢in

ta +1rf = (tag +rfBy, tay +1r03)

ve
(ta+7B,8) = ((tay + 1y, ta, + 1B,), (84, 63))
= 2(( tay +rBy) 6; + (tay +1py) 62)
=t(2(a; 61 + a, 6,5)) +r(2(B 61 + P2 52))
= t((ay, a2), (81, 8 2)) +7((B1, B2), (81, 62))
= t(a,8) +r(B,90)
bulunur.

w) (a,B) =2(a1p1 + azf;) = 2(Br1a1 + fraz) = (B, a)

olur ve R? {izerinde bir i¢ carpim tanimlar.

Ornek2 a = (a;,a;) € R? ve f = (B, B,) € R? olmak iizere R? {izerinde

(a,B) = a1 + (ay + a3)(By + B2)

bir i¢ carpim tanimlar.
D (q,a) =a?+ (a; +a,)* =0
ii) (0,0) = 0 dir ve eger (a, @) = 0 ise 0 zaman bu durumda
a? + (a;+ay)?=0
ve buradan a; = a; + @, = 0 yani a; = a, = 0 ve boylece @ = 0 oldugu goriiliir.
iii) (a,B) = a1f1 + (a1 + a3)(By + B2) ile tamimhdir.
a = (ay,az), B=(B1B2), 6=0(6,62), t,reR
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olmak iizere
ta +rp = (tay + 1Py, ta, +16;)
ve
(ta +7B,8) = ((tay + 1By, tay + 1), (61,87))
= (tay + 7181 + ((tay +1By) + (tay +1B2)) (61 + 85)
= ta;, 81 + t((ay + ) (61 + 65)) + 7816, + ((By + B2)(8; + 63))
= t((ay, a3), (81, 62)) + r((B1, B2), (61,62))
=t(a,6)+1r(B,9)
bulunur.
w) (&) =a1fy+ (a1 + az)(B1 + B2)
= iy + (B + B2)(ay + a2) = (B, ).

4.3.1. Teorem

Bir (X,]|. 1)) normlu uzayda ||. || normunun bir i¢ ¢arpim belirtebilmesi i¢in
gerekli ve yeterli sart her {,n € X i¢in;
I +nlI% + 11 = nll* = 2(lISNI* + lInll*) (Paralel kenar kanunu)
olmasidir.
Ispat. (=) agiktir.
(=) @) =1 U +nl2 = I =nl1?) dir. (¢,n) bir i¢ carpm belirtir ve
(¢,0) = |I€|I? olur [Kolmogorov, 1957].

Not: Teorem 4.3.1. den diyebiliriz ki, eger bir norm paralel kenar kanunu saglamryorsa
bu norm i¢ carpim normu degildir. Buradan, her normlu uzay bir Oklid uzay1 (ig

carpim uzay1) degildir sonucu ¢ikar.

4.3.1. Onerme (X, (.,.)) bir i¢ garpim uzayi iizerindeki ||x|| = (x, x)1/2 normu

her x,y € X i¢in
llx + 1> + llx = ylI* = 2lIx[I* + 2[lylI? (4.3)

1
Coy) =7 U+ yIP =l = yI* + illx + iyll* = illx = iyll*} - (44)

esitlikleri gecerlidir.
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Ornek 3 1< q < o ve q # 2 olmak iizere (R™,||-||;) normlu uzay1 i¢ ¢arpim uzay1
degildir. Gergekten

a=(1100,..,0, b=(1,-100,..,0)€R"
Vektorleri i¢in

a+b=(2000..0), a—b=(0200,..,0),
lall; = Iblly =24,  |la+bll, =lla—bll, =2

oldugundan bu vektorler igin (4.3) esitligi saglanmaz. O halde Teorem 4.3.1°e gore
1<qg<o ve g#2 durumunda (R™ [|‘|l;) normlu uzay: bir i¢ ¢arpim uzayi

degildir.
4.4. Hilbert Uzaylan

4.4.1. Tamm Bir (X, (.,.)) i¢ arpim uzay1 [|x|| = (x,x)*/? normuna gore tam ise,
yani (X , (e )) icinde bulunan her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu i¢ ¢carpim uzayina
Hilbert uzay1 denir [Naimark, 1968].

Verilen bir i¢ ¢arpim uzayi i¢ ¢arpimin indirgedigi metrige gore bir tam metrik
uzaydir. Hilbert uzayi; sayilabilir sayida, ortonormal sistemin bulundugu tam i¢

carpim uzay1 olarak da ifade edilir.

4.4.2. Tanim Bir X i¢ ¢arpim uzayinin, u ve { gibi iki elemani verildiginde

wd) =0

ise u elemani ¢ elemanina diktir denir.

Ornek 1 R" Uzay1, yu = (uj) = (U, -  Up) VEL = (Cj) = ({y, ..., {) olmak tizere,

(W) =y + -+ pnlyn (4.5)
ile tanimlanan i¢ ¢arpima gore, bir Hilbert uzayidir. Gergekten (4.5) esitliginden

Il = ()2 = (uf + -+ pi)'/?
ve buradan da,
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A ) =llu =<l =w=4u=" = [ = §)* + -+ (o = G)*1Y?
ile tanimlanan Euclid metrigini elde ederiz. Bu metrige gore, R™ uzay1 tamdir.

n = 3 olmasi halinde, (4.5) formiili u = (uq, Uy, U3) Ve { = ({4, {5, {3) nin bilinen

(1 ¢) = . § =y + P2y + usds
skaler carpimint verir ve

¢ =p.¢=0
dikligi, elemanter diklik kavramiyla uyusur.

Ornek 2 T skalerler cismi iizerinde [, uzaymnda bir x vektdriiniin normu

oo 1/2
I x ll,= (2|in2> < o
i=1

seklinde verilmektedir. Bu normun paralelkenar kuralin1 sagladigi kolayca goriiliir.

Buradan
1 2 2 . . 2 . g 2
(x,y)=z[llx+yll —Nx=yIP+illx+iyIP=illx =iy II*]
ile i¢ carpim
(x,y) = inf’i
i=1

seklinde  belirlenir. Her x,y €l, i¢in Schwarz esitsizligi nedeniyle
|(x, ¥)| < llx|l2|[y]l, < oo olur. I, bir Banach uzay1 olduguna gére bu i¢ garpimla
donatildiginda bir Hilbert uzayina doéniisiir [Suhubi, 2001, s. 464].

4.4.1. Teorem H bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. Her § € H vektoriiigcin || § 1= +/(6,d)

fonksiyonu H {izerinde bir dogal normdur.
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Ispat.

Her 6 vektoriii¢in [ § =0 ve || § I= 0 & § = 0 oldugu tanimdan hemen

goriilir. « € C alirsak || ad = +/ (a8, ad) = /|a|2(5,8) = |a| 1 & | cikar.
I6+n1P=(+nd8+n)=(538+(n+(n)+mn)

=1 & 12+ 7 17+ 2R (6,71)

yazabiliriz. R (8,17) < |R (8,1)| < |(8,n)| oldugu igin Schwarz esitsizligine gore de
R (6,17) <Il § lll n Il bulunur. Dolayisiyla

NS+n 1208 12+0n12+208 M n =8I+ 7 l)?
veya
NS+nl<N&Il+Inl
tiggen esitsizligi elde edilir [Suhubi, 2001].

Ornek 3 Bir X olgiim uzayr iizerinde L,(X) Lebesgue uzaymda bir & € L,(X)

vektdriiniin normu || § |l,= (fx |6(x)|? du)/? < oo ile tanimlanir ve bu uzay tamdir.

6,m € Ly(X) icin

1% 0 13= [ [ + Inol? F [5GG + 5] du

yazabildigimizden L,(X) uzayina ait normun paralelkenar kuralin1 sagladigi hemen

gortliir. Ayrica

i6Fin 3= f ({1817 + i) F [6GNG) - 5G] | du

X

oldugundan

1
@m =Z[ N6+n I —NS—n WP+ i1 +inIP=ill6—inl? ]

bagintisi i¢ carpimi
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@,m) = f 5T du

seklinde belirler. [(6,7) <l § 1l n ;< o oldugu Holder, ya da Schwarz
esitsizliginden ¢ikar. Dogal olarak reel degerli fonksiyonlar goz oniine alindiginda
kompleks eslenik s6z konusu olmaz. L, (X) uzaymin bir Hilbert uzay1 oldugu aciktir.
L,(X), p # 2 uzaylarmin normu paralelkenar kuralim saglamadigindan dolay: bu
uzaylar |I.ll, normunu bir dogal norm kabul edebilen bir i¢ ¢arpimla donatilamaz

[Suhubi, 2001, s. 464].

I¢c carpim ve Hilbert uzaylar teorisinin, genel normlu uzaylar ve Banach

uzaylar teorisinden daha zengin oldugunu belirtebiliriz [Cakar, 2007].

Hilbert uzaylarinin en énemli 6zelliklerinden birisi, bu uzaya ait herhangi bir
eleman, sayilabilir sayidaki ortonormal fonksiyonlarin agirlikli bir toplami olarak

yazilabilir. Hilbert uzay1 sonsuz boyutlu ve sayilabilir bir uzaydir [Ramsay, 1982].
Ornek 4

)Xl 2K W) =) mé
k=1

dontistimii [, (C) tizerinde bir i¢ carpimdir ve bu i¢ carpima gére [, (C) bir Hilbert uzay1

belirtir.

Bir i¢ ¢arpim uzayi, lizerinde bir i¢ ¢carpim tanimlanmis bir X vektor uzayi
belirtir. Bir Hilbert uzayi ise, lizerindeki i¢ ¢arpimla tanimlanmis metrige gore, tam
olan bir i¢ ¢arpim uzayidir. Dolayisiyla burada s6zii edilen i¢ garpim, X X X den X in
bir k skaler cismi i¢ine yapilan bir dontisiimdiir. Yani X in her a ve b vektor ¢ifti igin
a ve b nin vektorel ¢arpimi olarak adlandirilan, (a, b) ile gosterilen ve her a, b ve ¢
vektorleri ve de m skaleri igin asagidaki Ozellikleri gergekleyen skalerle

eslenmektedir:
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i) (a+b,c) = (a,c) +(b,c)
ii) (ma,b) =m(a,b)

iit) (a,b) = (b,a)

iv) (a,a) =20

(a,a) =0 a=0.

I¢ carpim uzaylari birer normlu uzay ve Hilbert uzaylari ise birer Banach uzayi

belirtir.

4.4.3. Tamim X ve Y bos olmayan kiimeler ve D € X olsun. D deki her bir elemana Y
de bir tek eleman karsilik getiren kurala D den Y ye bir doniisiim denir. X ve Y den
en az biri vektor uzay1 ise bu doniisiime genellikle operator denir. Eger A, D denY ye
bir operator ise

AADcC X —>Y

yazilir.

4.4.4. Tanim H Hilbert uzaymnin D € H lineer alt uzay1 ve bir A:D € H > H
doniistimii verilsin. Eger her a,, a, € C ve her x;,x, € D igin

A(ayxq + ayxy) = a1Ax, + a,Ax,
esitligi saglaniyorsa A doniistimii lineer operatdr ve D ye ise A operatOriinlin tanim
bolgesi (kiimesi) denir ve D (A) ile gosterilir. A operatoriiniin deger kiimesi de /m(A)
veya R(A) sembolleriyle ifade edilir [Naimark, 1968].

4.4.5. Tamm H Hilbert uzayini belirtmek tizere, A: D(A) — H lineer bir operator ve
D(A) = H olmak tizere her f, g € D(A) igin,
(Af,g) = (f,Ag)

esitligi gecerli olursa A operatdriine simetrik operator denir.

4.4.6. Tamm H Hilbert uzayinda tanim kiimesi D(A) olmak iizere bir A lineer
operatorii i¢in f, g € D(A) olmak iizere,

(Af'g) = (f'Ag)

esitligi gecerli olursa A operatoriine Hermityen operator denir.
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4.4.7. Tammm H Hilbert uzay1r olmak tiizere bu uzayda doniisim yapan L lineer
operatorii i¢in L nin tanim kiimesi D(L), H uzayinda yogun olmak tizere n € D(L)
igin,

(Ln,g) =, L"g)
esitligini saglayan L* operatoriine L nin adjoint (eslenik) operatorii denir. Bu esitligi
saglayan n € H vektorler kiimesine L* in tanim kiimesi denir ve D (L") ile gosterilir

[Naimark, 1968].

4.4.8. Tamm Eger L = L* olmak iizere L operatoriine self adjoint (kendine es)

operator denir [Kreyszing, 1989].

4.4.9. Tammm H Hilbert uzayi tizerinde tanimlanan L lineer operatoriiniin tanim bolgesi
D(L) olmak iizere, Lg = Ag esitligini saglayan g # 0, g € D(L) vektorii varsa A
sayisina L operatoriiniin 6z degeri ve g vektorine de 6z vektorii denir

[Kostyuchenko ve Sargsyan, 1979].

4.4.2. Teorem C[a,b] uzayi, bir i¢ ¢arpim uzay1 degildir, sonug olarak bir Hilbert
uzayi da degildir.

ispat.
IC+nll? + 15— nll? = 2(IZlI* + Inll*)

paralelkenar esitligini saglamamasi nedeniyle, ||| = rlrclgjxli(k)l, (J =[ab]) ile

tanimlanan normun, bir i¢ carpimdan bulunamayacagini géstermemiz gerekmektedir.

Gergekten, {(k) = 1ven(k) = (k—a) /(b —a) alirsak, |[C|| =1, |In]| =1 ve

k —
306 + (k) = 1+7—
k —
300 = (k) = 1-7—

elde ederiz. Buna gore,
IS+l =2, [[g—nll=1ve
Ig+nl? + g —nll> =5
fakat,
2(lIgl* + ) = 4
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bulunur ki, bu da ispatimizi tamamlamaktadir [Cakar, 2007].
4.4.3. Teorem Bir Hilbert uzay1 bir Banach uzayidir [Kolmogorov, 1957].

Ornek5 C|a, b] siirekli fonksiyonlar uzayindaki her {(x) ve n(x) fonksiyonu igin bir

i¢ carpimi

b —_—
@n = j ONGdx

1/2
seklinde tamimlayabiliriz. || T ll,= (f:l((x)lz dx) normuyla tam olmadigini
bildigimize goére bu uzayin bir Hilbert uzay1 olamayacagi aciktir. Ancak Hilbert uzayi
oldugunu bildigimiz L,(a,b) Lebesgue uzaymin yogun bir alt uzayr oldugu

gosterilebilir.

4.4.4. Teorem L,(a,b) ile tamimlanan uzay bir Hilbert uzayidir. L,(a, b) uzayi, bu

uzayda verilen her ¢(x) ve n(x) fonksiyonu i¢in
& n)= z $im;j
j=1

ile tanimlanan i¢ carpima gore bir Hilbert uzayidir [Naimark,1968].

£, Uzay: Hilbert uzaylarinin ilk 6rnegi olarak gosterilir. Tk kez, D. Hilbert
(1912) tarafindan integral denklemlere iliskin bir arastirmasinda tanimlanmis ve
arastirilmistir. Bununla birlikte, Hilbert uzaymin aksiyomatik tanimi, daha sonralari,
J. Von Neumann (1927) tarafindan kuantum mekaniginin matematiksel temellerine

iliskin bir ¢alismasinda yer verilmistir.

4.4.10. Tamm ¢, Uzay1, p # 2 olmak lizere bir i¢ ¢carpim uzay1 degildir, dolayisiyla
bir Hilbert uzay1 da olamaz. Buna gore p # 2 olmak iizere £, dizi uzay1, Hilbert uzay:

degildir fakat bir Banach uzayidir [Cakar, 2007].

4.4.11. Tamim Verilmis [a, b] araliginda tanimli ve Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir

olan f(x) fonksiyonu i¢in |f(x)|? fonksiyonu bu aralikta integrallenebilir ise f(x)
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fonksiyonuna [a, b] arah@inda Karesi integrallenebilir fonksiyon denir.a <t <b

olmak lizere

b
L,(a,b) = {x(t) : f lx(t)|? dt < 00}

a

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

b
(F00,9() = j FGOgGdx

seklinde gosterilir. Bu i¢ ¢arpim uzay1 bir Hilbert uzayidir [Kreyzing, 1989].

L, — fonksiyonlari, L, — uzaym genellestirmektedir. Kare integrallenebilirlik
yerine, f Olgilebilir fonksiyonunun Lp wuzayinda mevcut olmasi ig¢in p —
integrallenebilir olmasi gereklidir. Bir X 6l¢iim uzayinda yer alan bir f fonksiyonunun

Lp —normu

11, = [ 177,
X

seklinde verilir. Lp - fonksiyonlari verilen bu integralin yakinsadigi fonksiyonlardir.
p # 2 olmak {izere Lp - fonksiyonlarinin uzay: Hilbert uzay: degildir fakat bir Banach
uzayidir. R™ oklidyen uzayinda veya diger durumlarda, Lp - uzay1r Lp normunun

kullanilmastyla elde edilen kompakt destekli siirekli fonksiyonlarin tamlanigidir.

4.5. Interpolasyon Uzaylari

4.5.1. Tammm X ve Y Banach uzaylar1 olmak tizere J : X — Y doniisiimii, bire — bir
ve cebirsel islemleri koruyor ise X, Y ye gomiilmiistiir denir. / operatoriine ise
gomiilme operatorii denir. Bu durumda J(X) ile X ayn1 uzaylar olarak kabul edilir

ve X c Y olarak gosterilir [Kreyszig, 1989].

Eger ] : X - Y gOmiilme operatorii siirekli ise X € Y gomiilmesine siirekli

gomiilme denir [Triebel, 1978].

4.5.2. Tammm Bir topolojik uzaya ait farkli iki elemanin ayrik komsuluklart mevcut ise

bu uzaya Hausdorff uzay ad1 verilir.
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45.3. Tamm K (K = Rveya K = C) iizerinde, E, ve E; Banach uzaylari verilsin.

Burada E, E; c Z goémiilmeleri siirekli olacak sekilde bir Z Hausdorff topolojik

vektor uzay1 varsa (EOJEl) ciftine bir interpolasyon cifti ad1 verilir.

4.5.1. Lemma (EgE,), Banach uzaylarin bir interpolasyon gifti olmak iizere EoN E,

kiimesi
lxllgon e, = max(llxllg, llxllg,),  x € E,NE;
normuyla birlikte ve E, + E; kiimesi de

X = inf x + [|x
Ielegre, =, b (lolle, + llxle,)

normuyla birlikte bir Banach uzayidir.

45.4. Tamm (Ey, E;) ve (Y,, Y;) Banach uzaylarin bir interpolasyon cifti ve E, Y
Banach uzaylar1 olsun.
i) Eger EjNE; € X c Ey + E; gomiilmeleri siirekli ise X e (E,, E;) e gore

ara (intermediate) uzay denir.

ii) XveY sirasiyla (Ey, E;) ve (Y, Y1) e gore birer ara uzay1 iseler, X ve Y

uzaylarma (Eq, E;) ve (Yy, Y;) e gore interpolasyon uzaylari ad1 verilir.

iii) X =Y ve (Ey E1) = (Y, Y1) esitligi i¢in onceki sartlar saglanirsa X

uzayma (Eg, E;) interpolasyon ¢iftine gore bir interpolasyon uzayi denir.

455 Tanm (K —metot) E, + E; uzayinda her t € (0,0) i¢in K(t,u) ile
gosterecegimiz (0, oo ) {lizerinde siirekli olan fonksiyoneli,
K(t,u) = inf { luollg, + tlluglle, :u= up+uy }
seklinde tanimlayalim. Burada K (t, u) igin
min {1, t}ullgy+p, < K(t,w) < max {1, t} |[ullgy+e,
esitsizligi gegerlidir. Her 0 < 8 < 1, 1 < p < oo sayilar1 ve (E,, E;) interpolasyon

cifti icin Ey + E; uzayida
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1
o P
el £y = | | €777 K2 (60

0

normuyla birlikte bir normlu uzay olup, bu uzay (E,, E;)g, ile gosterilir. Bu uzaya
(E,, E;) interpolasyon cifti i¢cin K — metot ile tammlanmis interpolasyon uzayi

denir.

45.2. Lemma (E,, E;) interpolasyon gifti verilsin. 0 <8 <1vel<p <o
sayilar1 i¢in,

i) (Eo, El)e,p = (E;, EO)l—B,p )

i) lullgy, £y, < C llullgy® lullg,, w€EonEy,

iii) (Ey, E1)pp uzayinda E, N E; yogundur.

iv) E, = E; ise (Ey, Ey1)gp = Eo = E; dir [Yakubov, 1999].

45.1. Teorem (E,, E;) ve (Yp, Y;) birer interpolasyon ¢ifti olsun. Eger,
T € L(Ey, E{)NL(Yy, Y1) ise bu durumda, her 8 € (0,1) ve p € [1,) igin,
Te L((Eo,Yo)a,p.L(E1,Y1)6,p)nL((Eo,Yo)9'L(El'Yl)e) dir. Ayrica,

1-6 2]
IT Lo vo)optErirep) < ITNieoye) (T luce,vp)

esitsizligi gecerlidir.

Bu teoremin 6nemli bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.

4.5.1. Sonu¢ (E,, E;) bir interpolasyon ¢ifti olsun. 0 < 8§ < 1ve 1 < p < o igin
171l (Eo, E)gp < €O PIIYIENYIE, . Vy EENE;

olacak sekilde c(8, p) sayis1 vardir.
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4.6. Zayif Tiirevler ve Sobolev Uzaylar:

4.6.1. Tamm Q c R" olmak iizere f: ) — R siirekli bir fonksiyon olsun.

{xeQ | f(x) # 0}

kiimesine f nin supportu (destegi) denir ve supp f seklinde gosterilir. Eger f nin
support kiimesi Q da kompakt ise bu fonksiyona supportu kompakt olan fonksiyon

denir.

4.6.2. Tamm Q da supportu kompakt olan ve her mertebeden tiirevlenebilen
fonksiyonlara test fonksiyonu denir ve Q da ki test fonksiyonlarinin uzayr D(Q) ile

gosterilir. Buna gore D (L) uzay1
Co° () =D(Q) = {f € C*(Q) | supp(f) kompakt}
seklinde yazilabilir.

4.6.3. Tamm Bir G c R" kiimesinin kapanis1 G ve Q, R" de bir bolge olmak
izere G € Q ve G kiimesi R™ in kompakt bir alt kiimesi ise bu durum G cc Q

seklinde gosterilir. f, G de tanimli bir fonksiyon olmak iizere, f fonksiyonunun

destegi supp f = {x € G: f(x) # 0} seklinde tammlanir. Eger supp f cc Q ise f
fonksiyonu Q da kompakt destege sahiptir denir.

46.1. Lemma 1<p<o i¢in D(Q) test fonksiyonlarinin uzayr LP(Q)) da

yogundur. Yani, (D(Q)) = LP(Q) dir.

4.6.4. Tanmim D (Q) lizerinde tanimlanan siirekli lineer fonksiyonellerin uzayma D (1)

uzayinin dual uzayi denir ve
D'(Q) ={fI|f:D(Q) - F, stirekli ve lineer }

seklinde gosterilir. D'(Q2) dual uzayinin elemanlarma da distribution veya

genellestirilmis fonksiyon adi verilir.
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4.6.5. Tamm Q, R™’de bir bolge ve 1 < p < oo olmak lizere, 0 bdlgesinin her bir

kompakt alt kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen Q bolgesindeki biitiin

P
loc

olciilebilir fonksiyonlar uzayr LY (Q) ile gosterilir. Buuzay p = 1i¢in Ll .(Q)

seklinde gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifin1 gosterir.

4.6.6. Tamm () iizerinde hemen hemen her yerde tanimlanmis ve Q da her u c Q
icin u € LY(U) seklinde bir u fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve
u € L, .(Q) yazilir. Her u € L},.(Q) fonksiyonuna karsilik gelen burada bir

T, = D'(Q)) genellestirilmis fonksiyonu vardir ve

T, (%) = j wGP@dx,  Y(x) € D)

Q

seklinde tanimlanir. Agik bir sekilde, boyle tanimlanmis bir T, genellestirilmis

fonksiyonu, D () tizerinde bir lineer fonksiyoneldir.

4.6.1. Teorem Eger 1 < p < oo ise herhangi bir Q bdlgesi igin LP(Q) c L,.(Q) dir
[Adams, 1975].

Her 1< p < o i¢in
LP(Q) c L}, .(Q) c L}, () (4.6)

dir.

4.6.7. Tamm Lj,.(Q) uzaymdaki fonksiyonlara karsilk gelen distribiisyonlara

diizenli distribiisyonlar (genellestirilmis fonksiyon) denir.

4.6.8. Tamm (), R™ de bir bolge olsun. Negatif olmayan herhangi m tamsayisi i¢in
Q bolgesinde |a| < m mertebesine kadar tim D®f kismi tiirevleri siirekli olan

fonksiyonlardan olusan vektor uzayr C™(Q) ile gosterilir.

o

C(Q) = CO(Q) ve C=(Q) = ﬂ cm(Q)

m=0
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olmak iizere C°(Q) ve C*(Q) alt uzaylar sirasiyla Q bolgesinde kompakt destege
sahip olan C(Q)ve C*(Q) wuzaylarindaki tiim fonksiyonlardan olusur. C*(Q)
uzayimin elemanlarina test fonksiyonu veya diizgiin (smooth) fonksiyon denir. C* ()
uzaymin () bdlgesindeki kompakt destege sahip fonksiyonlarindan olusan uzay ise

Cy° (Q) ile gosterilir.

4.6.9. Tamm u € L},.(Q) ve a ¢oklu - indisi verilsin. Her ¢ € C5°(Q) igin

f vpdx = (—1)'“'[ uD%@pdx
Q Q

esitligi saglaniyorsa, v € LF (Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun a. zayif tiirevi

denir.

4.6.10. Tamm f € L],.(Q) fonksiyonu verilmis olsun. Bu takdirde, her
U € C°(Q) (kompakt destekli siirekli fonksiyon uzayi) igin

[ 9@ kdx = =0 [ feoR@ @
Q Q

sartin1 saglayacak sekilde bir g € L} .(Q) fonksiyonu var ise bu fonksiyona f nin

zayif tiirevi (genellestirilmis tiirevi) denir ve D*f = g seklinde gosterilir.

Ornek1 n=1, Q=[-1,1]ve f(x) = 1 — |x| olsun. Bu durumda D'f zayif tiirevi
vardir ve

__{1, x<0
97121, x>0

olarak bulunur. Bunu gostermek i¢in, [—1,1] arahigim1 f nin diizgiin oldugu iki

araliga boliiniir ve kismi integrasyon kullanilir ise:

1 0 1
j FOOR (X)dx = j FOOM (X)dx + j FOOM (X)dx
-1 -1 0

0 1
—ul’, = [rouedx+ i [§ - [ -DrCOd
-1 0
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1
_ f FOORG)dx + £(0 —)u(0 =) — £(0 +)u(0 +)
1

1
= [ geonGax
-1
dir. Cinkii f, 0 da siireklidir [Biiyiik, 2015].

4.6.11. Tamm Q CR" bir acik kiime, k € NU {0} ve 1<p <o olsun. L,(Q)

uzayinda alinan ve k — yinct mertebeden kismi tiirevlere sahip fonksiyonlarin
Wk(Q) = {u e L,(Q) ID%u € L,(Q), lal <k}
uzayina Sobolev uzay denir.
Burada,
i) u:Q - R lokal integrallenebilen fonksiyon,
i) a birmulti - indeksolup |a| = a; + a, + -+ ay,

alaly

iii) D%u = 0%u = 0%190%2 ...0%u =
) 0x1%10x,%2...0x, %1

seklinde tanimlidir.
iv) D%u, unun a — ymci mertebeden genellestirilmis tiirevidir.

v) Wy (Q) uzay

1/p
lull s = (Z ||D“u||§p(m> . 1sp<w, p=ow
|la|<k

— a
el oy = |ror}|21)§”D UL, @)

normuna gore bir Banach uzayidir.

vi) p =2 i¢in Wy(Q) uzay
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1
/s
(wu) = (Z ||D“u||i,,<m)
|a|<k

i¢ carpimina gore bir hilbert uzayidir.
vii)
Wy (Q) = L,y(Q)
dir.
4.6.12. Tammm C.° (L) uzaymnin ka (©2) normuna gore kapanisi I/_Vpk Q) = €2 (Q)
ile gosterilir. C;° () uzay1 genellikle Q nin dQ sinirinda k — 1 inci mertebeye kadar

tiirevleri sifir olan ka (Q2) fonksiyonlarinin uzay1 olarak tanimlanir.

4.6.2. Teorem C°(R™) uzayt W,(R™) uzayinda yogundur. Q, R™ nin agik bir alt
kiimesi ise C°(R™) uzayr W;(R™) uzaymnda yogundur. Ayrica Q diizgiin bir bolge
ise C*(Q) uzay1 W,f(Q) uzayinda yogundur.

4.6.3. Teorem W,(Q) Sobolev uzay1 bir Banach uzayidur.

Ispat. {u;} € W,f(Q) bir Cauchy dizisi olsun. Buna gére Ve > 0 i¢in £,j = N (&)
oldugunda |l up —u; llx,< € olacak sekilde bir N pozitif tamsayisi vardir.
0<|r[<k olmasi sarti ile || D"u ll,<Ilully, esitsizligi gecerli oldugundan
£,j =N icin | D"up—D"u; ll,<e& buluruz. Dolayisiyla {D"u,} c L,(Q),

0 < |r| < k dizileri de Cauchy dizisi olur. Buna gore L,(Q) nin tamlig1 nedeniyle

1}im up, =u c L,(Q) ve }im D"up = u, € L,(Q), 1< |r| < k bulunur.

L,(Q) c L1(Q) oldugundan wu, fonksiyonlart D(Q)" uzayinda T,, diizenli
distribiisyonlar dizisini belirler. Herhangi bir @ € D(Q) fonksiyonu i¢in Holder

esitsizliginden yararlanarak

T, () = T, (0)] < fn g () — uGOIBCONd < 1l @ gl g — w I,

yazabiliriz. ¢ = p/(p — 1) dir. Dolayistyla her @ € D(Q) i¢in £ — oo alinirsa
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Ty, (@) - T, (@) ve de benzer sekilde Tpr,, (@) - T, (@) bulunur.

T, (8) = Jim Tpry, (8) = Jim (-1, (D"®) = (-)"'T, (D"0)
veyaher @ € D(Q) icin T,, (@) = D"T, (@) oldugundan T;, _ D"T,, ¢ikar. Buna gore
de distribiisyon anlaminda u,, = D"u elde ederiz. Yani 0 < |r| < k i¢in D"u € L, ()

ve bu sonuca gore de u € ka (Q) cikar. [lim Il up — u llx = 0 olacagindan %k Q)

uzayinda da {u,} dizisinin uzaym bir u vektoriine yakinsadigi anlasilir. Buna gore

W (Q) tamdir [Suhubi, 2001, s. 400].

4.6.4. Teorem £, R™ de diizgiin, sinirl, agik bir bolge, p < n ve p*, p nin Sobolev
eslenigi yani, — == — = olsun
slenigi yani, — =~ — = olsun.

i) u € W(R™) ise u € LP"(R™) olur. Yani,

lullz, -y < ClIVUlly, ®my

olacak sekilde C = C(p,n) vardir.
i) u e W(Q) vel< g <p*ise u € Li(Q) olur. Yani,

lullLay < CliVullwz )

olacak sekilde C = C(p,n, Q) vardir.

4.6.5. Teorem Q, R™ de diizgiin, smirl1, agik bir bolge ve n < p < oo olsun.
i) u € Wy (R") ise u € Co(R™) olur. Yani,
llull o mry < ClIVUll 2 gy

olacak sekilde C = C(p,n) vardir.
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i) u € W, () vel< q <p*ise u € Ly(Q) olur. Yani,
llullieo@) < Cllullwg )
olacak sekilde C = C(p, Q1) vardur.
iii) kp > n iken u € W (Q) ise u € C"(Q) olur.

Sobolev uzayi, [ mertebeye kadar tiim tiirevleri p mertebeden integrallenebilen
fonksiyonlardan olusur. Ilk gémme teoremleri Sobolev tarafindan ispatlanmistir.
Gomme teoremlerini ispat ederken Sobolev, yiiksek mertebeli tiirevlerin yardimi ile

fonksiyonlari integral ile ifade yontemini kullanmistir.

4.6.6. Teorem v € W, (Q) N C(Q) ise pv = v|yq olacak sekilde

0: W (Q) - W, P (90)

tizerine siirl lineer doniisiimii vardir.

Sobolev ve ilgili esitsizlikler matematik ve fizik dallarinda, 6zellikle kuantum
alan teorisinde olduk¢a 6nemli bir uygulama alan1 olmustur. Son zamanlarda ise
genellestirilmis Sobolev esitsizlikleri lizerine yapilmis ¢alismalar géze ¢arpmaktadir.
Bunlar arasinda Lions, Pacella, Tricarico tarafindan c¢esitli fonksiyon siniflari igin

gelistirilen baz1 Sobolev esitsizlikleri sayilabilir [Lions ve ark., 1988].
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5. BAZI LINEER OPERATORLER

5.1. Kompakt Operatorler, Kompakt Gomiilmeler

Bu boliimde operator kavramiyla lineer operatdr, K — vektor uzayr (K €
Rveya K € C) ve B(X), X uzayindan kendisine smirli operatorler uzayi olarak

kastedilecektir.

5.1.1. Tammm X sonsuz boyutlu banach uzayi1 olmak lizere T, X normlu uzayinda
tanimli lineer bir doniisiim olsun. X uzayina ait sinirli herhangi bir x,, dizisi i¢in Tx,,
dizisinin yakinsak bir alt dizisi mevcutsa bu durumda T doniisiimiine kompakttir
olarak ifade edilir. X normlu uzayindan Y normlu uzayina kompakt operatérlerin ailesi

K(X,Y) ile ifade edilmektedir. Kompakt operatorlere ait bazi bilgiler su sekildedir
X,Y,Z normlu uzaylar olmak iizere,
T € K(X,Y) ise T sinirlidir ve dolayisiyla K(X,Y) € B(X,Y) elde edilir,
P, TeK(X,Y)vea,p € Cise aP + BT kompakt operatoriidiir.

P e B(X,Y) veT € B(X,Y) operatorlerinden en az biri kompakt operator
olarak verilirse TP € B(X,Y) operatorii de kompakt operatordiir.
5.1.2. Tamm X Banach uzayi olmak iizere E © X kiimesi verilsin. E kiimesi i¢indeki
her dizinin E de yakinsak bir alt dizisi varsa E ye X de 6n kompakt kiime denir
[Triebel, 1978].

5.1.3. Tammm E igindeki her dizinin E de bir limit noktas1 mevcutsa E kiimesine X de

kompakt kiime denir.

Ornek1 a = {a(n)} € £? ve n=12,.. igin

S@m) =~ {a(D) + a@) +- +a(w)}
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olmak {izere
a(l) a(l) +a(2) a(1l)+a(2) + a(3) }

S(an}) = {S(@)(n)} = { 3 : 3

olsun. ¢y, sadece sonlu sayida sifirdan farkli terimlere sahip dizileri igeren £° nin

lineer (vektor) alt uzayi olsun. Bu durumda
i) S:#? - £2? siirh lineer bir operatordiir ve ||S|| < 4 tiir.

it) S Kompakt degildir.

Coziim
a = {a(n)} € £? i¢in
> lam? < oo
n=1
dir.

i) a ={a(m)} € £*icin S(a) € £ ve |ISall; < 4llall, oldugunu

gosterecegiz. Bunun i¢in a = {a(n)} € £? igin |a| = {|a(n)|} gosterimini
kullanacagiz. a = {a(n)} € cyo Ve b(n) = M olmak tizere

{|a(1>| la(1) + a(2)| la(D) + a(@) + a(3)| }

olsun. Bu durumda b = {b(n)} = S(la|) ve
nb(n) = a(1)| ++ +]a(n)]

olur. Bu nedenle h(0) = 0 olmak ilizere n = 1,2, ... igin

n?(b(n))* — (n— D2(b(n — 1))’

fnb(n) —(n—1b(n—-1}-{nb(n) + (n— 1)b(n— 1)}

< |la(n)|2nb(n)

bulunur. Buna gore

n(b(n))” - (b(n—l)) < 2la()|b(n)

ve

Zn(b( ) —Z(n (b( —1) <2 Zla(n)lb(n)

n=1
dir. Boylece toplamlar i¢in Schwarz esitsizliginden
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1
2

N-1 5 N % N
> (be)’ (n - %) +N(bV) <2 <Z|a<n>|2> (Zlb(n)F) (5.1)
n=1 n=1 n=1

bulunur.

a € cyo oldugundan her j > m ve a(j) = 0 olacak sekilde m vardir. Bu nedenle
hern >m i¢in t, n den bagimsiz olmak iizere

1

—t

n

b(m) =¥ la())| =
j=1

dir. Bu

o)

D b < oo

n=1
ve N - o igin N (b(N))2 - 0 oldugunu gosterir. (5.1) iginde N — oo alindiginda

n n 1
n-— = ==
n+1 n+1" 2

oldugundan

[0e]

32, (0)" < Y g ()’

n=1
1

< 2lall, (Z(b(m)z )7

bulunur. Buradan ||b||, < 4|lall, elde edilir. Bdylece her a € cqq icin S(lal|) € £?

dir ve
ISI(@)Ilz < 4llalls, a € coo (5.2)
dir.
Simdi a = {a(n)} € £? ve
a, = Z a(De; = (a(D), ..., a(m), 0,0, ..)
=1
ve

bm = S(lawl), b= S(lal)

olsun. Bu durumda a,, € cy, dir.
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2

m
lamllz = D la®) | < llall,
j=1

ve (5.2) den

bl = ISUam DIl < 4llanll; < 4llall, (5.3)
olur.

Her m = j i¢in a,,(j) = a(j) oldugundan m > k igin

k k
1N o CIN
b (k) = E;mmon = E;'“(’)' = b(k)

olur. Bu nedenle eger m > N ise (5.3) den
N N

Y 6®) =Y (b))’ < bl < 161lall
i=1

k=1

bulunur. Bu herhangi bir N i¢in dogrudur. Bu nedenle b € £2 dir ve

> (600’ < 16llal3
k=1

1 n
IS@mI <Y la()l = b
j=1

oldugundan S(a) € £% ve ||Sall, < 4l||all, oldugunu gériiriiz. Buna gore
IS < 4 (5.4)
tiir. Agik¢a S lineerdir. Dolayisiyla S € B(#2) dir.

i) S nin kompakt olmadigin1 géstermek i¢in, n = 1,2, ...

an(j)z{‘/(Hl)_ﬁ , 4" < j < 4ntt
0

, j<4‘n, j24‘n+1

olsun.

(\/(j+1)+\/7)2=j+1+2w/(j+1)j+j>4j

oldugundan

(VG+D Vi) =

1 1 1 1
2<—_<—ln(1 )
WGFD+y7) Yot

bulunur. Bu durumda
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i(an(]))z = 42_1(\/(j+1 —\/]_)
n=1 j=4m
<%;;1m@il)

1 4n+1_1
=ZIn|{——=
4n<4n—1>

.1 4ntl_g 1
llm—ln( )=—ln4
n-oo 4 4m—1 4

bulunur.

dir. Dolayisiyla her n igin a,, € £ dir ve {||a,||} siirhdur.

b, = S(a,) olsun. Eger k > 4™*1 ise bu durumda

k 4n¥1_q
kb =Y an(D= . (VGFD =)= /i - Vam
Jj=1 j=4m

ve
by (k) = 2™ —2™)/k =2"/k
olur. n > m olsun. O zaman

1 = bl = ) 160 (0 = bu(OP = )
k=1

k=4n+1

on 2n12

k k

dir. Bu nedenle

b~ bully = 21272 > (=)
moomiz = k k+1

k=4n+1

= @2 =
4n+1 - 4_

bulunur. Bu {b,} nin higbir alt dizisinin yakinsak olmadigin1 gosterir. Dolayisiyla
{a,,}, £ i¢inde smirh bir dizi olmasina ragmen {S(a,,)} yakinsak hicbir alt diziye sahip

degildir. Bu nedenle S kompakt degildir

5.1.1. Teorem Bir E ¢ R™ kiimesinin kompakt olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart E
kiimesinin sinirli ve de kapali olmasidir. Verilen teorem Heine - Borel Teoremi olarak

adlandirilir.
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5.1.2. Teorem Her lineer A operatoriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli
olmasidir [Naimark, 1968].

5.1.4. Tammm X ,Y Banachuzaylarive A : X — Y operatorii verilsin. Eger A operatorii
X uzaymin her smirl kiimesini Y uzaymin bir 6n kompakt kiimesine ¢eviriyorsa A
operatoriine kompakt lineer operator (tamamen siirekli lineer operator) denir

[Musayev, 2000].

5.1.5. Tammm X ve Y Banach uzaylari olsun ve J : X — Y doniisiimii, bire — bir ve
cebirsel islemleri koruyor ise X, Y ye gomiilmiistiir denir. / operatoriine ise gomiilme
operatorii denir. Bu durumda J(X) ile X ayn1 uzaylar olarak kabul edilir ve X c Y

olarak gosterilir [Kreyszig, 1989].

i)Eger ] : X - Y gOmiilme operatorii siirekli ise X € Y gomiilmesine
siirekli gomiilme denir [Triebel, 1978].

ii) Eger | : X - Y gOmiilme operatorii kompakt ise X € Y gomiilmesine
kompakt gomiilme denir [Triebel, 1978].

iii) Eger J(X) goriintii kiimesi, Y de her yerde yogun ise X € Y gdmiilmesi

de her yerde yogundur denir [Triebel, 1978].
5.1.1. Lemma Asagida verilen sartlar saglansin.

i) X veY birer Banach uzayidirlar ve X yansimalidir.
ii) X ¢ Y gomiilmesi her yerde yogun ve siireklidir.

iii) B : X » Y Operatorii kompakttir.
O halde Ve > 0 i¢in 6yle C(€) > 0 sayis1 bulunabilir ki biitiin u € X i¢in,
IBully < ellullx + C()llully
esitsizligi saglanir [Yakubov, 1994].

5.1.6. Tamm U bir kompleks Banach uzay1 ve L : U = U bir sinirlt lineer operator

olsun. Eger (A —I)71:U - U bir sinirli lineer operatérii varsa bu durumda AeC nin
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L operatoriiniin rezolventine ait oldugu soylenir. Bu kiime p(L) ile gosterilir ve

(2 — )71 operatorii rezolvent operatér olarak adlandirilir.

5.1.7. Tanim X veY fonksiyon uzaylart olmak iizere L: X — Y doniisiimiine
operatdr denir. Her f > 0 fonksiyonu igin L(f) = 0 ise L operatoriine pozitif

operator denir [Kreyzing, 1989].

5.2. Fredholm Operatorii

Siirekli katsayili smir deger problemlerinin Fredholm operatorii ile ilgili
S. Yakubov ve Ya. Yakubov’ un ¢ok sayida calismasi ve kitaplari bulunmaktadir
[Yakubov, 1999].

Bir operatdriin Fredholm operatorii olma 6zellikleri arastirilirken genellikle

S.G. Krein, H. Triebel, I. Titeux ve Ya. Yakubov’un ¢alismalar1 goz oniine alinmistir.

5.2.1. Tamm M ve N birer Banach uzaylar1 olsun. D (4) tanim kiimesi, R(A) deger
kiimesi, N’, N nin eslenik uzay1 ve D(A) € M olmak lizere A : M — N operatorii
verilsin.
Au=0
homojen denkleminin ¢6ziimlerinin kiimesi, A operatoriiniin cekirdegi olarak
adlandirilir ve Ker (A) ile gosterilir. O halde,
Ker (A) = {ulu € D(4), Au = 0}
dir. R(A) iizerinde N den 0 a esit gelen fonksiyonlarin kiimesi ise A operatoriiniin es
cekirdegi olarak adlandirilir ve Coker(A) ile gosterilir. Bu nedenle,
Coker (A) :=={v' | v'eF', (Au,v') =0, ueD(A)}

dir. Bu tanimlamalardan sonra, eger M den N ye bir A operatorii,

i) R(A), N de kapahdir,

ii) Ker (A) ve Coker (A) sirastyla M ve N' niin sonlu boyutlu alt
uzaylaridir,

iii) dim(Ker (A)) = dim(Coker (A))

sartlarin1 saglarsa bu A operatoriine Fredholm Operatorii denir.
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5.3. izomorfizm

5.3.1. Tammm M cismi iizerinde X ve Y lineer uzaylar1 ve D(T) = X, R(T) =Y olan
X den Y ye siirekli lineer bir T operatorii verilsin. Bu operatoriin tersi olan
T~ operatérii var ve de siirekli ise X ve Y ye izomorfik denir. T ye ise X ve Y arasinda

izomorfik doniisim veya izomorfizm denir.

5.3.2. Tamm (X, p) ve (Y, o) birer metrik uzay olarak verilsin ve Vx, y € X cifti igin
D(T) =X, R(T) =Y ve

lu —vilx = ITu = Tvlly

olacak sekilde T lineer operatorii mevcutsa X, Y ye izometrik olarak izomorfik
denir. izometrik olarak izomorfik iki uzay izometriktir. Izomorfizm, X den Y ye
yapiyl koruyan birebir ve de tizerine bir doniisiimdiir. Uzaylarin cinslerine gore

izomorfizmler 6zel adlar alabilir.

X ve'Y ayn cisim iizerinde iki lineer uzay olmasi durumunda X den Y ye bir T
izomorfizmi x,y € X igin
Tx+y)=Tx)+T»)
T(ax) = aT(x)

sartlarini saglayan birebir ve iizerine bir doniisiimdiir.

5.3.3. Tanim X ve Y uzaylar1 arasinda bir izomorfizm varsa bu uzaylara izomorfik

uzaylar denir ve X =Y ile gosterilir.
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6. SINIR DEGER PROBLEMLERI

6.1. Simir Deger Problemi

6.1.1. Tamm a4, a,, ..., a, (a, # 0) sabit reel sayilar olmak tiizere bir [a,b]

araliginda tanimli
I(y) = a,y™ + -+ a,y" +a;y +ayy=0 (6.1)

sabit katsayili lineer homojen diferensiyel denklemini gz oniine alalim. Burada, y
fonksiyonu [a, b] araliginda n — yinci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen bir
fonksiyondur. yy,y,, ..., ), fonksiyonlari

[(y) = any™ + -+ azy" + a1y +agy =0
denkleminin lineer bagimsiz ¢ozlimleri ve ¢y, ¢y, ...,c, Keyfi sabitler olmak tizere
genel ¢cozlimiin y = ¢,y + ¢y, + -+ + ¢, ¥, seklinde yazildigini biliyoruz.
Bu y fonksiyonu ve (n — 1) inci mertebeye kadar tiirevlerinin a < x < b araliginin

sinir noktalarinda ki degerleri

y(a),yr(a), ...,y(n—l)(a); }’(b),y’(b), ..”y(n—l)(b)

olmak {iizere bu ifadelerin lineer bilesimlerinden olusan

Vi(y) =ag1y(@) + -+ ay® (@) + Byiy(b) + -+ By P(b) =0
Vo(y) = apy(a) + -+ azny® V(@) + Bay(d) + -+ B2y V(b)) =0 (6.1)

Vm(Y) = ale(a) + -t amny(n_l)(a) + Bmﬂ’(b) + -+ any(n_l)(b) =0

sistemini goz Oniine alalim ve bu sistemi daha sade olarak
V(@)=0, k=12,...,m

seklinde gosterelim. Bu sisteme
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1Y) = apy™ + -+ ayy” +a;y" +agy =0
denkleminin sinir sartlari denir.

6.1.2. Tamim
() = any™ + -+ ay" + a1y’ +agy =0
homojen denklemi ile bu denkleme ait
Ve(y) =0, k=12,..,m
sinir sartlart birlikte diistiniildiiginde

{ [(y)=0
V@)=0, k=12,...m

seklinde ifade edilen bir probleme de homojen sinir deger problemi ad verilir.

6.1.3. Tamm g(x), [a, b] kapal1 araliginda siirekli bir fonksiyon ve g, sabit sayilar

olmak lizere

{ l(y) =g(x)
V@) =9, k=12,...,m

sistemine homojen olmayan sinir deger problemi denir. Homojen smir deger
probleminin daima bir y = 0 ¢6ziimii vardir. Bu ¢dziime problemin asikar (trivial)
¢Oziimii denir. Problemin sifirdan farkli ¢oziimlerine de asikar olmayan coziimleri
ad1 verilir [Kandemir, 2015].
Genel ¢oziimii

V()=0, k=12,..,m
sinir sartlarinda yerine yazilirsa, ¢4, ¢, ..., ¢, bulunmasi gereken sabitler olmak {izere

m - tane denklemden olusan

ciVi(y1) + coVi(ye) + -+ ¢, Vi(y) =0
c1Vo(y1) + Vo (y2) + -+ cpVo(yn) = 0

C1 V(1) + Vi (v2) + -+ ) Vn () = 0

homojen denklem sistemi elde edilir. Bu sisteminin katsayilar matrisinin
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Vi) Vi(y2) . Vi(m)
Vz(_}’l) Vz(_)’z) Vz(lyn)
V =

V(1) Vi (y2) oo Vi)
oldugu goriilmektedir.

6.1.4. Tanim V matrisinin rankina

{ l(y)=0

Ve(y) =0, k=12,...m (6.2)

sinir deger probleminin ranki adi verilir [Naimark,1967].
6.1.5. Tanim rank V = r ve I(y) diferensiyel ifadesinin mertebesi n olmak iizere;

i) (6.2) sinir deger probleminin (n — r) tane lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir.

Yani ¢6ziim uzaymin boyutu (n — r) dir.

ii) (6.2) smir deger probleminin asikar olmayan (sifirdan farkli) ¢6ziimiiniin

olmasi icin gerek ve yeter sart 7 < n (n —r > 0) olmasidir.

iii) m < n ise (6.2) smir deger probleminin daima agikar olmayan ¢6ziimii
vardir. O halde denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan az olmasi durumunda

problem daima asikar olmayan ¢oézlimlere sahiptir.

iv) m > n ise (6.2) smir deger probleminin agikar olmayan ¢dziimiiniin olmast

icin gerek ve yeter sart r < n olmasidir.

v) m = n olmasi halinde problemin sifirdan farkli bir ¢éziimiiniin olmasi i¢in

gerek ve yeter sart det V = 0 olmasidir.

Eger det V # 0 ise sistemin sadece asikar ¢6ziimii vardir. Ciinkii det V # 0 ise
V matrisinin V1 tersi vardir ve bu nedenle VY = 0 denkleminden Y = 0 ¢6ziimii elde

edilir.

Buna gore m = n olmasi halinde (6.2) sinir deger probleminin ya asikar ¢ézimii

vardir. Ya da sonsuz sayida asikar olmayan ¢6ziimii vardir.



60

Ornek 1
y'+y' =2y=0,
Vi(y) =y(0) =0
) =y'1)=0
sinir deger probleminin ¢dziimiinii bulalim.
y'+y' —2y=0
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
y1=evey, =e*
oldugundan genel ¢oziimii
Y =ciy1 + 6y, = cie” ¥ + cet
ve tiirevi
y' = c1y1 + cyh = —2c.e7%F + ce*
seklinde bulunur ve sinir sartlarinda yerine yazarsak
c1+c; =0
—2ce?+ce=0

olacagindan c; ve c, sabitlerine gore
_| 1 1] _ -2
V=l jee | =et+2e?#0

oldugu i¢in sinir deger probleminin sadece y = 0 asikar ¢oziimii vardir.

Ornek 2
y"'+4y =0,
Vi) =y (0)=0
V@) =y (m)=0

simir deger probleminin ¢éziimiini inceleyelim. y" + 4y = 0 denkleminin lineer
bagimsiz ¢oziimleri

Y1 = Cc0S2x Ve y, = sin2x
oldugundan genel ¢oziimii

Y = C1Y1 + €Yy = €1€0S2x + C,Sin2x



ve tlirevi
y' =c1y; + ¢y, = —2¢1Sin2x + 2¢,c052x
seklinde bulunur. Genel ¢6ziim ve tiirev fonksiyonlarini
Vi(y) =y (0)=0
V() =y (m)=0
sinir sartlarinda yerine yazarsak
c1Vi(y1) + Vi (y2) =0
c1Vo(y1) + Vo (y2) =0
sistemi bulunur. Bu sistemin birinci denklemine gore
—2¢18in0 + 2¢,c050 = 0
oldugundan ¢, = 0 dir. Bu sistemin ikinci denklemine gore ise
—2¢18in2m + 2c,c082m = ¢;0 =0
olacagindan c; ne olursa olsun bu denklem saglanir. Buna goére verilen problemin
Y = €1€0S2Xx
seklinde sonsuz sayida asikar olmayan ¢6ziimii vardir. Diger taraftan
c0=0
c, =0
sisteminin katsayilar determinanti i¢in

-p 2

olmasi sistemin sifirdan farkli bir ¢dziime sahip oldugunu gosterir.

6.1.6. Tanim Eger [ = [* ise [(y) diferensiyel ifadesine kendine eslenik ifade adi
verilir.
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6.1.7. Tanim Eger sinir sartlari, eslenik sinir sartlarina es deger ise bu sinir sartlarina

kendine eslenik (self adjoint) sinir sartlari denir.
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6.1.8. Tanim
I(y)=0, a<x<b
U(y)=0 k=12,..,m

sinir deger probleminde verilen [(y) = 0 denkleminin eslenigi [*(¢) = 0 denklemi ve
yine smir deger probleminde verilen Uy (y) =0, k =1,2,..,m sinir sartlarinin
eslenigi Vi, (¢) =0, k =1,2,...,2n — 2m smr deger problemine (1) sinir deger

probleminin eslenik sinir deger problemi denir.

6.2. Simir Deger Probleminin Urettigi Diferensiyel Operator

6.2.1. Tammm X ve Y normlu lineer uzaylar ve a,f € R (veya C) olmak iizere her

x,y € X i¢in
A: X->Y
fonksiyonu
A(ax + By) = aA(x) + BA(Y)

sartin1 sagliyorsa A ya lineer doniisiim veya lineer operator adi verilir [Kandemir,
2015, s. 546].

6.2.1 Teorem X ve Y normlu lineer uzaylar ve
A:X->Y
bir lineer operator olmak iizere asagidakiler denktir.
i) A stireklidir,

it) A smurhdir.
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6.2.2. Tanim
I[(y)=0,a<x<bh

U.(y) =0, k=12, ..,m

sinir deger problemi verilsin. Bu sinir deger probleminin {irettigi diferensiyel operator
L ve
F(p)=0
V(@) =0, k=12,..2n—-2m
smir deger probleminin trettigi diferensiyel operator L* olsun. L* operatoriine L
operatoriiniin eslenik diferensiyel operatorii denir. Eslenik diferensiyel operator
tanimina gore L* operatoriiniin eslenigi de L operatoriidiir.

Bir diferensiyel ifade farkli sinir sartlar1 altinda farkli diferensiyel operator
retir. L(y) diferensiyel ifadesinin iirettigi en genis lineer diferensiyel operator sinir
sartlarinin olmadig1 durumdur. O halde bu operatér L, ile gosterilen ve

L,:C"a,b] = C"[a,b], D(L,) = C"[a,b], L1y =1(y)
seklinde tanimlanan operatordiir. L(y) diferensiyel ifadesinin iirettigi en dar lineer
diferensiyel operator sinir ifadelerinin hepsinin sifir oldugu yani

y(@=y'(@==y"(a)=yb)=y' ()= =y"(b)=0
durumda iirettigi operatordiir. O halde bu operator de L ile gosterilen ve
Ly:C™a, b] = C"[a,b] + C™,
D(Lo) = {y € C"[a,b] | y(@) =y'(@) = - =y" V(@) =y(b) = y'(b) = -~
= y"(b) = 0}

seklinde tanimlanan bir operatordiir. Buna gore

{ Il(y) =0, a<x<b
Ur(y) =0, k=12,..,m

siir deger probleminin tirettigi diger tiim diferensiyel operatorler L, ve L, operatorleri

arasindadir yani Ly C L C L; olmaktadir.

6.2.3. Tamm (X, [I.lly) ve (X, II.lly) normlu lineer uzaylar ve A: X — Y lineer bir

operator olsun. Eger her x € X i¢in
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I Ax lly< Kl x llx

olacak sekilde bir K>0 sayis1 varsa A ya sinirh operator denir [Kandemir, 2015, s.
546].

6.2.4. Tammm Eger L* = L ise L operatoriine kendine eslenik diferensiyel operator

ad1 verilir.

6.2.2. Teorem L operatoriiniin kendine eslenik olmasi igin gerek ve yeter sart bu
operatorii tireten sinir deger probleminde ki diferensiyel ifadenin ve sinir sartlarinin

kendine eslenik olmasidir.

6.2.5. Tanim (X, [l.llx) ve (X, . lly) normlu lineer uzaylar ve A: X — Y lineer bir
operator olsun. Her € > 0 sayisi igin || x — x( [I< § oldugunda || Ax — Ax, I< S
olacak sekilde bir 6 = 6(g,x,) > 0 sayis1 varsa A operatoriine x, noktasinda
stireklidir denir. X ve Y normlu lineer uzaylar olmak iizere X ve Y ye tanimlanan biitiin
stirekli lineer operatorlerin kiimesi B(X,Y) seklinde gosterilir [Kandemir, 2015

s. 546].

6.2.3. Teorem Kendine eslenik lineer diferensiyel operatoriin biitiin 6z degerleri

reeldir.

Ispat. Ly = Ay olsun. L Operatorii kendine eslenik ise
(Ly, @) = (v, Lo)
oldugunu biliyoruz. y = ¢ i¢in bu esitlik
(Ly,y) = (v, Ly)
Ay, y) = (¥, 1y)
A, y) =1(,y)
A-DG.y») =0
seklini alir. (y.y) > 0 oldugundan A = A olur. Ayrica
Ly,y) = ,Ly) = Ly,y)
olup (Ly, y) bir reel sayidir ve
(Ly,y) = (A4y,y) = A(y,y)

oldugundan
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Ly, y)
A= )

sayis1 da bir reel sayidir.

6.2.4. Teorem Kendine eslenik lineer diferensiyel operatoriin farkli 6z degerlerine

karsilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonaldir.

Ispat. L kendine eslenik bir operator A ve u farkli iki 6z degeri ve bu 6z degerlere
karsilik gelen 6z fonksiyonlar sirasiyla y ve ¢ olsun. Ly = Ay ve Lo= u¢ olup
(Ly,p) = (¥, Lo) esitligi
Ay, @) = (v, uo)
A, @) = Ay, )
A=)y, 9) =0
seklini alir. A # u = i oldugundan (y, ) = 0 oldugu goriiliir.
Lineer operatorler i¢in siireklilik ve smirlilik kavramlart birbirlerinin yerine

kullanilabilir.
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7. SUREKSIZ KATSAYILI SINIR DEGER PROBLEMIi

7.1. Siireksiz Katsayihh Simir Deger Problemi

Adi diferensiyel denklemler i¢in smir deger probleminin klasik teorisinde
genellikle siirekli katsayili ve sinir sartlarinda sadece tanim arali§inin ug¢ noktalarinda
sinir deger ifadeleri igeren problemler ele alinir. Ancak, bu boliimde stireksiz katsayili
adi diferensiyel denklemler igin tanim araliginin siireksizlik noktasi olan bir i¢

noktasinda sinir deger ifadeleri bulunduran problemler géz 6niine alinmaktadir.

Klasik sinir deger problemlerine ait literatiirde oldukga fazla calisma

bulunmaktadir [Titchmars, 1962; Fulton, 1977; Hinton, 1979].

Stirekli problemlerin spektral 6zellikleri, koersitivlik, izomorfizm ve Fredholm
olma sartlar1 6zellikle S. Yakubov, Ya. Yakubov’un ¢aligmalarinda goriilmektedir.
Ayrica V. B. Shakmurov, B. A. Aliev gibi yazarlarinda bu konular {izerinde ¢aligmalar
yaptig1 goriilmektedir [Shakmurov, 2013 ve Aliev, 2006].

Siireksiz katsayil1 diferensiyel denklemler i¢in bazi sinir deger problemleri M.
L. Rasulov ve A. A. Shkalikov gibi yazarlar tarafindan incelenmistir [Rasulov, 1967
ve Shkalikov, 1983].

Ancak son yillarda yogun bir sekilde O. Sh. Mukhtarov ve arkadaslar
tarafindan siireksiz Sturm — Liouville problemleri ve Eliptik operatoér bulunduran

problemler ¢alisilmis ve diferensiyel operatore ait farkli 6zellikler elde edilmistir.
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7.2. Yardimci Tanimlar Ve Teoremler

Bu boliimde bazi tanimlar, teoremler ve kullanacagimiz yardimci sonuglar

verilmisgtir.

7.2.1. Tamm (Direkt Toplam) W,;™(—1,0) + W,"(0,1) banach uzayi ve m > 0 bir
tamsay1, p > 1 bir reel say1 olmak iizere W;"(—1,0) ve W,™(0,1) uzaylarmin direkt

toplami

u,(x), x€(-1,0)

m(__
G, xe@n | “EWELD,

W (=1,0) + W(0,1) = {u _ {

up € WPOD, lull = I lwpcae + Iallugon |
seklinde tanimlanmaktadir.
7.2.2. Tamm H;, H, Hilbert uzaylar1 verilsin. Bir Hilbert uzayinda ki

1
I Wl en, := (lullE, + lIvliE,)? normuna gore
H;®H, := {(u,v)|u €H,,vEH,}
H, ve H, Hilbert uzaylarinin direkt toplami olarak adlandirilir.

7.2.1. Teorem H, , H, Hilbertuzaylari ve D(A) bolgesinde A: H; = H, kapali lineer
operatorii verilsin. D(A) € R(B) ve R(B) iizerinde bire-bir B : H, - H; smirh

operatdr olsun.

AB : H; — H, operatoriinin D(AB) = {x € H, : Bx € D(A)} bolgesinde bir
Fredholm operatorii oldugunu kabul edelim. Buna gore A : H; = H, operatorii bir

Fredholmdur ve ind A = ind AB [Skubachevskii, 1997, Teorem A 1.].

7.2.2. Teorem Bir smirli bolgede Q CR™ ve k >s =0 verilsin. Bu durumda

W*(Q) » W*3(Q) seklinde tanimlanan déniisiim bir kompakt operatordiir.

7.2.1.Lemma H,, H, Hilbertuzaylarve L, L, : H; = H, lineer sinirli operatorleri
verilsin. L, operatorii herhangi 0 <t <1 igin Ly"': H, » H; smrh ters

operatoriine sahip oldugunu ve L, = Ly + t(L — Ly), C;,C, > 0 olmak tizere
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CillLzully, < llully, < GllLzullq,, u€H,

oldugunu kabul edelim. Bu durumda L operatdrii, bir L™t : H, - H; sl ters

operatore sahiptir.
7.2.2. Lemma Asagidaki sartlar saglansin.
i) Bir E Banach uzayindan, bir G banach uzayina kompakt gémiilme olsun;

ii) Herhangi bir € > 0i¢in E Banach uzayindan, F banach uzayina bir B

operatori sinirhidir ve

IBullr < ellulls + COllullg, u€eE
esitsizligi gecerlidir. Buna gore B operatorii E den F ye kompakttir.
7.2.3. Teorem Bir E banach uzayinda bir pozitif A operatorii verilsin.

i) Eger a >0 ise A* , D(A%) dan E' ye, D(A%**) dan D(A%) ya ve
(E,D(Am))mp den (E,D(Am))ﬂ’p ye bir izomorfizmdir. Burada u > 0,

1<p<ovea+u<m m=1,2,..dmr.

ii)0<a<f <o isel<p<oovel<O<1 igin
(E,D(A™)gp = (E,D(4F))a,
6

esitligi gecerlidir.
7.2.4. Teorem Her a € A, N A; igin,

lalliay, 10 < collalll®llalll,

olacak sekilde 0 < 6 < 1 aralifinda bir pozitif cg sayis1 vardir.
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7.3. Siireksiz Katsayih ve Gegis Sarth Problem Ifadesi
Bu kisimda
L(D)u:= —p()u""(x) — Au(x) = f(x), xe[—1,0) U (0,1] (7.1)

Lyu = apu(—=1) + Bru(=0) + §u(+0) + yu(1) + (Br,w)(—1) +
(Brow)(—0) + (C1uw)(+0) + (Crow) (1) = g, , k=1,2,3,4 (7.2)

problemini gz Oniine alacagiz. Burada ay, By, Ok, Yk, gx kompleks sayilar
x € [-1,0) i¢in p(x) = py, f(x):= fi(x)
x € (0,1] icin p(x) = py, f(x) = f(x)

olup p; ve p, reel degerli fonksiyonlar, f € L,(—1, 1) kompleks reel degerli fonksiyon

ve x;, herhangi bir i¢ noktadir.
A, By, Cipy (k=1,2,3,4; v=1,2) icin asagidaki sartlar saglansin:
Sart 1

Byt La(=1,1) = L(=1,1), Gy L2(=1,1) = L2(=1,1)
lineer sinirlt operatorlerdir ve Herhangi u, € W™(—1,0,1),

(u=uy +uy; m=0,2) i¢in o > 0 vardir.
”Bkvuv”Wm(—l,O,l) < €||uv||wm(—1+a,—a) +w™(g,1-0)

ICkpunllwm-101) < Elluyllwmci4o,-0) swm(o,1-0)

k=1,234 v=12 (7.3)

Sart 2
i) E ve F banach uzaylari i¢in E C F gomiilmesi kompakttir.

it) Herhangi bir € > 0 i¢in ve tiim x,, € [ 0,1 ] i¢in asagidaki esitsizlikler

saglansin:
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Brovun) )l < € lluy(x)lle + CCuy ()l
I(Cvun) )lls < elluy(x)lle + CClluy (x)llr,
k=1,234 v=1,2
Gosterim:

i) G, ={A€C| |largd | = ¢, |Al=1],
i) ¢ru = au(=1) + Bru(=0) + §,u(+0) + y,u(1),
iii) Ly(D)u := —p()u" (x).

W?(-1,0,1) ve L,(—1,1) x C* H hilbert uzaylarinda A ya bagl olarak

asagidaki normlar1 géz Oniine alacagiz.

1
2

2 2

2 2
Dlsllymeron = | D (illmrom + 122005 )]
j=1

j=1

2 2 3 4 2

2 2 2
ZuhuLz(_mx@ < Z||fj||L2(_L1) + 142 ZIg,-I ,
j=1 j=1 j=1

h’ = (ﬁ} '91192;93,94), v = 1, 2

7.4. Simir Deger Probleminin Coziimii Ve Spektrumu
L, Ly, L: W2(—1,0,1) - Ly(—1,1) X C* smurli lineer operatdrler ve
Lu := (L(D)u,Ly,L,,L3,Ly),
Lou := (Lo(D)u —Au, ¢y, P2, 3, ¢4),
Lu:=Lou+t(L-—Lyu 0<t<1

diferensiyel denklemlerini goz oniine alalim.
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7.4.1. Lemma (1) sartinin saglandigini kabul edelim.

2 2 2
a D Tl e < D Mllyeion S D Il v OB
j=1 j=1 j=1

burada c;, c, sabitleri A, t, ve u ya bagh degildir.
Ispat. Tu = h olmak iizere
Lou=h+Tu, (7.5)
operatoriinii goz Oniine alalim. Burada
Tu :=(Thyu,Tou,Tsu,Tyu,Tsu) = (—tAu,
—t[(B1aw)(=1) + (B12w)(=0) + (C13u) (+0) + (Cr,w)(D)],
—t[(B21u)(=1) + (B2w)(=0) + (C21w) (+0) + (Caw) (D],
—t[(B3;w)(—1) + (B3ou)(=0) + (C5,w)(+0) + (C3,w)(D)],
—t[(Byw)(=1) + (Byow)(=0) + (C41u) (+0) + (Coow)(D]),
h= (f,,91,92,93,94), v=12
Simdi, (Triebel,1978, Teorem 2, formiil: 2.4.2./16)den 0 < s <k, 1 <p < o
olmak iizere
Wy (=1,0,1) = (Lp,(—1,1), Wy (=1,0,1) )%p

esitligi bulunur. Dolayisiyla Teorem 7.2.4. den

S S

LS s
T x
lullye—1,01) < C”u”Lz(—l,l)”u”Wk(—l,O,l)

oldugu goriiliir. Young esitsizligi kullanilarak

|)l|k_s||u||ws(—1,0,1) <C (|A|k||u||L2(—1,1))1_E||u||’;1,k(_1’0’1)
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<C (lllk”u”Lz(—l,l) + ”ullwk(_l‘o‘l)); AeC (76)

esitsizligini elde ederiz. Ayrica, (Krein,1982, 1. Boliim, 1. Kisim) dan

1
M|2||u||L2(—1,1) < C(M|”u”L2(—1,1) + ”u”Wl(_Lo,l) ), AeC (7.7)

esitsizligini elde ederiz. (Skubachevskii, 1984) kaynaginda ki Teorem C.7 yardimiyla
AeGg, i¢in Iy = [y(€) > 1 olacak sekilde bir [ sayis1 vardir ve (7.5) probleminin u

¢Ozimii i¢in

”uj”WZ(—l,O,l) < €1 ”h' + Tu”Lz(—l,l)X(C4' (78)
1

2
] =
esitsizligi elde edilir.

Sart 1 ve (7.6) gbz Oniine alinirsa,

2 2 2
3 3 1
Z|,1|Z|tckuj| < s |l leujlle(_M) <c |/1|_ZZ||uj”W2(_101)’
= =1 ' j=1 ;

k=1,23,4 (7.9)

esitsizligi bulunur. (7.3), (7.6) ve (7.7) esitsizliklerinden asagidaki esitsizligi yazariz:

2
3
1A1%|¢[ Byt (= 1) + Crequ; (+0)]|
j=1

(-1,0,1)

2
1
< 2| Y Nl[Biay (-1 + G O],
j=1

Ly(—-1,1)

2
1
A Y (B (=D + Gty (+O)]|
j=1

w2(-1,0,1)

2
< o5 Y [I[Baty (=D + Gy (+0)]|
j=1
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2
Y (I[Biay (=D + Gy GO,
j=1

J

2
< Cs Z”uj(_l) + uj(+0)”W2(—1+a,—a) +W2(o,1-0)
j=1

)

Ly(—1+0,—-0) + Ly(0,1-0)

+Z||u,-(—1) +u;(+0)||
=1

k=1,23,4. (7.10)

1, x€[-1+0,—0]U]o,1—0]
§(x) = . a B o
0, x€|-1, 1+2]u g ,2]u[1—§,1]
olacak sekilde her x € [-1,1] i¢in 0 < &(x) <1 ve é&(x) € C*[—1,1] seklinde
belirlenen bir & (x) fonksiyonunu goz oniine alalim.

Byiu(—1) ve Cyqu;(+0) i¢in (7.10) ve (7.6) esitsizliklerinden

2
3
D e[ B (=1 + Gy (+0)]|
j=1

2
< Cs Z”uj(_l) + Y (+0)”W2(—1+a,—a) +w?(o,1-0)
j=1

W?(-1,0,1)

2
<6 ) ¢ (D +u )]
j=1

<c Z”(Loj - 0§ (-1 +w ),

J

< cg ;”(Loj - MED +y ),
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2
D+
=1

2
< ¢ (Z”(Loj - MED +y ),

J=1

2
1
+|A|§Z||uj(—1) T uf(+0)”W2(‘1’°’1)>
J=1

(7.11)

elde edilir ve By,u(—0) ve Cy,u(1) igin, benzer sekilde

J

=© <Z ” (LOj - /1[) (u]-(—l) + u]-(+0)) ||L2(—1 1))
=1 |

2
3
|A1%|¢[Brawj (—0) + Crouj (1]
=1

2
1
+u|zZ||uf<—1>+uf<+°)“wz<-l'°'”>
j=1

(7.12)

bulunur. (7.8) ve (7.12) esitsizliklerinden

2 2 2
Z||uj||wz(_1,0,1) < o Z”zuj”Lz(_Lnxc‘* +C(A) Z”uj”WZ(—l,O,l)
j=1 j=1 j=1

oldugu goriiliir. Boylece 1; > [, segersek, C(l;) < % icin

2 2
Z”uj”WZ(_Lo‘l) = Czllzujlle(—l,l)xC4
j=1 Jj=1
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esitsizligi elde edilir. Boylece (7.4) esitsizliginin sag tarafinin dogru oldugu goriiliir.

Ayni sekilde sol tarafi ise sart (1) ve (7.9) — (7.11) esitsizliklerinden elde edilir.
7.4.1. Teorem (1) sartinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

i) Herhangie > 0ve A € G, i¢in l; vardir. IL(A) operatdriiniin bir sinirli tersi

L71(A) : L,(—1,1) x C* - W?(—1,0,1) vardr.

ii) Her 1eC igin ind L (1) =0ve L (1) : W2(-1,0,1) > L,(—-1,1) x C*

bir Fredholm operatordiir.
ispat.

i) Lemma 7.2.1 den dolay1, Lemma 7.4.1 ve (Krein, 1982, bélim 1) A € G,

icin IL (A) nin bir sinirli tersi vardir.

it) I, L,(=1,1) x C* de birim operator olmak iizere A € G.;, ve AeC igin
LMWL () =1+ (L) —L @)L t(w esitligini elde ederiz. Sart 1 gz oniine
almrsa L(A)—L(u): W1(-1,0,1) — L,(—1,1) x C* operatérii smirhdir.
W?(-1,0,1) den W1(—1,0,1) ye kompakt gomiilmesi ve teorem 7.2.2 den dolay1
(L) —L@)L YW : L,(-1,1) x €* — L,(—1,1) x C* operatorii
kompakttir. Béylece I + (L (1) — L (1)L~ (u) operatorii bir Fredholm operatordiir
ve ind|[I+ (L(A)—L )L (w)]=0. Boylece L(AL*(w) bir Fredholm
operatordiir. L (1) operatdrii L~1(A) smirl ters operatdriine sahip oldugundan bir

Fredholm operatordiir. O halde teorem 7.2.1. den,

ind (L (ML (W) = ind (L (1)) =0

oldugu gortiliir.

7.5. Homojen Simir Sartlar1 i¢in Diferensiyel Operatér

Asagidaki sinir deger problemini

Loy (D)u = —p()u”"(x) = f(x), x€[-1,0)U (0,1]
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Lyu = apu(—1) + Bru(—0) + & u(+0) + y,u(1)

+(Braw) (=1) + (Biaw) (=0) + (Cru) (+0) + (Caw) (1) = 0,
k=1,23,4

ve sinirli olmayan £ : L,(—1,1) = L,(—1,1) operatdriinii g6z 6niine alalim.

Burada
Lu := Ly;(D)u,
D(L) := W3 (-1,01) = {u€e W3(-1,01) | Lyiu=0, k=1,2,3,4}
seklinde verilmektedir.
7.5.1. Teorem (1) Sartinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda
i) L bir Fredholm operatordiir ve ind£ = 0,

ii)A¢o(L) igin R(A4, L) : L,(—1,1) = L,(—1,1) rezolventi bir kompakt

operatordiir,
iii) o (L) spektrumu ayriktir,

iv) Her 0 < € < m i¢in, a(£) spektrumunun belki sonlu tanesi hari¢ diger

biitiin noktalar1 |arg 1| < ¢ ile tanimli kompleks diizlemin bir sektoriine aittir.

ispat.
i) Teorem (7.2.1) den elde edilebilir.
ii) Teorem (7.4.1) den
(L—AD71: L,(—1,1) > W?2(-1,0,1)
olan smirh bir operatér vardir. Bu nedenle W2(—1,0,1) nin L,(—1,1) igine olan
gémiilmesinin kompakt olmasindan dolay1
(L—2aD71: L,(—1,1) - L,(—1,1)

operatorii kompakttir.
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iii) (Kato, 1966, Teorem 6.29) dan R(A,£) kompakt oldugundan o (L)
spektrumu sonlu yigilma noktasi hari¢ tamamen cebirsel kati sonlu olan izole 6z
degerlerden olusur.

iv) (Dunford, 1963, boliim 15, kisim 6) ve (iii) den her A >0 igin o(£)
spektrumunun, bu noktalarin belki sonlu tanesi harig, diger tim noktalar1 |argd| < &

sektoriine aittir.
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8. MATERYAL VE METOT

Bu tez calismasinda kaynaklar kisminda bulunan asagidaki materyal ve
metotlardan yararlanilmistir. Fonksiyonel analizden ve reel analizden bazi temel
tanimlara ve teoremlere yer verilmistir. Siireksiz katsayili sinir deger probleminin
¢Oziimii ile ilgili tanim ve teoremleri icermektedir. Adi diferensiyel denklemler icin
siir deger probleminin klasik teorisi genellikle siirekli katsayili ve sinir sartlarinda
sadece tanim araliginin u¢ noktalarindaki degerlerini igeren problemler ele alinir.
Siirekli katsayili problemler i¢in tavsiye edilen materyal ve metotlari, inceledigimiz
siireksiz katsayili problemlere uygulayabilmek icin bazi yontemler daha da
gelistirilmistir. Sinir sartlarina gecis sartlarinin da eklendigi durumda temel ¢6ziim
sisteminin segilmesi ve probleme uygun Hilbert uzayinin ingasi1 yapilmistir. (Walter,

1973; Fulton, 1977; Mukhtarov ve ark., 2004).
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9. SONUC VE ONERILER

Bu tezde g6z 6niine alinan problemin, modern teknolojiler ve fizik temelli olan
teorik ve pratik uygulama alanlarinin yeteri kadar genis oldugu soylenebilir. Tezde
uyguladigimiz yontemlerle daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler ve daha
farkli sinir sartlarinin olusturulmasi (i¢ noktali ve fonksiyonel sartlar gibi) yoluyla

farkli sinir deger problemleri incelenebilir.
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