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1. GIRIS

Bu tezde, Sobolev uzaylarmin direkt toplaminda siireksiz katsayili, siireksizlik
noktasinda gecis sartlari bulunduran sinir sartlarina sahip olan bir smnir deger
probleminin {rettigi diferensiyel operatdrii tanima ve bu operatére ait bazi
Ozelliklerin arastirilmasi, 6zellikle diferensiyel operatoriin Fredholm ve izomorfizm

olma sartlarinin incelenmesi amaclanmistir.

Genel olarak, adi diferensiyel denklemler icin kurulan klasik siir deger
problemlerinde, katsayilar siirekli olup sinir sartlar1 tanim araliginin sadece sinir
noktalarinda verilmektedir. Bu tip sinir deger problemleri (eliptik, hiperbolik ve
parabolik operatorler bulunduran problemler) ve diferensiyel operatore ait
Ozelliklerin teorik yapist ve sonuglart S. Yakubov ve Ya. Yakubov’ un [45-48]
caligmalarinda goriilmektedir. Ancak bu tezde goz Oniine alinan problem, sinir
sartlarinda sadece araligin sinir noktalarini degil ayni zamanda aralifin bir i¢
noktasinda gegis sartlar1 igeren klasik olmayan bir problemdir. Sinir sartlar1 tanim
araliginin u¢ noktalarmin disinda da sartlar (Gegis sartlari, ¢ok noktali sartlar,
fonksiyoneller vs.) igeriyorsa bu tip problemler lokal olmayan sinir deger problemi
olarak adlandirilmaktadir. Bizim c¢alismamiz ayni zamanda gegis sartlari
bulundurdugundan lokal olmayan bir smir deger problemidir. Bu sekildeki
problemlerin son yillarda o6zellikle O. Sh. Mukhtarov ve c¢alisma arkadaslar

tarafindan ¢alisildigr goriilmektedir [17, 18, 20, 21, 27, 28, 29].

Gegis sartli sinir deger problemlerinin 6nemli uygulamalarinin bir¢ogu fiziksel
problemlerde ortaya c¢ikmaktadir. Bu problemlerden bazilari, homojen olmayan
ortamlarda 1s1 transfer problemleri, difraksiyon problemleri ve ¢esitli fiziksel transfer
problemleridir. Lokal olmayan problemler, A. Bitsadze, A. Samarskii ve A. L.

Skubachevskii’ nin ¢alismalarinda da goriilmektedir ([10],[37]).



Gegis sartli problemler fizik alaninda ve teknik alanlarda, 6rnegin elektrostatik ve

manyetizma alanlarinda 1s1 transferleri i¢in kurulan model problemlerdir.

G0z oOniine aldigimiz problem ikinci merteben siireksiz katsayili
L(Au=—r(xXu"(x)+u(x) = f(x), xe[-10)u(0,1] (1.2)
diferensiyel denklemi ve siireksizlik noktasinda gegis sartlarin1 bulunduran
Lu = o u™ (=1) + Bu™ (=0) + 77,u™ (+0) 12)
+7u™ @) = f,, (k=12,3,4)

siir sartlarindan olusan standart olmayan sinir deger problemidir. Burada,

_|n, xe[-1,0)
r(x)_{rz, X € (0,1]

L0, r,20 (r#r,) seklinde tanimli sabit bir fonksiyon; A bir kompleks
parametre; o, B, ., 7% (k=1,234) kompleks Kkatsayilar;

|ak | + |ﬁ’k | +|77k|+|7/k| #0; m  (k=12,34) herhangi tamsayilardur.



2. FONKSIYON UZAYLARI

2.1 Ol¢iim Teorisi

Olgiim kavrami matematigin temel konularindan biridir. Onceleri ekim yapilan tarla
alani, sutagima sistemleri i¢in kiiplin hacmi, mevsimsel afetleri engellemek i¢in sel
ve kuraklik grafikleri gibi basit ve sonlu kiimelerle ifade edilebilen kavramlar icin
Olctim kurallar1 bulunmustur. Zamanla matematigin gelismesiyle birlikte sonsuz
kiimeler olarak ifade edilen daha karmagsik yapilarin veya olaylarin 6l¢iimii i¢in

Ol¢ctim teorisi kullanilmaya baglanmustir.

Olciim teorisi matematikte ve istatistikte reel analizin konusu olarak
tanimlanmaktadir. Konu ile ilgili arastirma yapildiginda teori daha ¢ok Lebesgue
Olglimii olarak anlatilmakta ve verilen fonksiyonlar, Lebesgue’ in teoremleri altinda
verilmektedir. Olgiim teorisinin tiim analiz ve fonksiyon teoremlerinde Lebesgue
integralleriyle karsilasilir. Lebesgue integralleri Slglim teorisi teoremleri 1s1ginda
Riemann anlaminda integrallenemeyen fonksiyonlarin integrallerini hesaplamada
yardimer olur. Fakat klasik Ol¢iim teorisi daha cok reel basit analizde kullanilir.
Ornegin reel dogru iizerinde 0 ile 1 arasindaki reel sayilarm kiimesi dl¢iimiiniin ne
olacagi, bu kiimeden 0 ve 1’in ¢ikarilmasiyla olusan kiimenin dl¢iimiiniin ne olacagi
veya bu kiimeden biitiin rasyonel sayilarin ¢ikarilmasiyla olusan kiimenin 6l¢limiiniin

ne olacag gibi sorular tizerinde durulmustur ([7], [8], [33]).

2.1.1 Olgiiler

2.1. Tamm X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir .4 smifi igin asagidaki

ozellikler saglanirsa bu .4 smifina X iizerinde bir cebirdir denir.



i) X e A

ii)Her Ec .4 igin E°=X/Ee A

n
i) k=12,...,n i¢in E, e 4 = U E, A
k=1
o0
Eger, iii) yerine her ne N i¢in E, e 4 = U E,eA
n=1

sart1 alinirsa .4 sinifina bir o — cebir adi verilir. Eger .4, X iizerinde bir & —

cebiri ise, yukaridaki 6zelliklerden,

) Ded

i) k=12,..,n i¢in E, .4 :>ﬂEk e A

k=1

iii) keN i¢in E, e 4 =(\E, A4

k=1
iv) Her A Be.4 igin A/Be A
onermelerinin dogrulugu gosterilebilir.

2.2. Tamm X bir kiime ve .4 da X iizerinde bir & —cebir ise (X,.4) ikilisine bir

olgiilebilir uzay denir. .4 daki her bir kiimeye de o6l¢iilebilir kiime ad1 verilir.

2.3. Tamm (X,.4) bir dlciilebilir uzay olsun. R* =R"U{oo} olmak iizere .4

uzerinde tanimli
w:A—>R"

genigletilmis reel degerli bir & fonksiyonu,



) (2)=0

ii) Her Ae A i¢in u(A)>0

iii) Her ayrik (A) dizisi igin y([oj A) = i 1(A)
n=1 n=1

Ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona ol¢ii fonksiyonu veya kisaca olgii denir.

Eger her Ae .4 igin u(A)<oo iSe u Yye bir sonlu 6l¢ii adi verilir. X kiimesi her

biri sonlu 6l¢iiye sahip sayilabilir sayida kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa

4 Olgiisii & —sonludur denir. Eger 1(X) =1 ise bu dlgiiye olasihik olgiisii denir.

2.1.2 Olcii Uzay1

2.4. Tanim X herhangi bir kiime, .4, X iizerinde bir o —cebiri ve u, A

tizerinde bir 6l¢ii fonksiyonu olmak tlizere (X,.4, ) tgliisiine bir 6l¢ii uzay denir.
Simdi 6l¢ii uzayinin 6zelliklerini gosteren bazi teoremler verelim.
2.1. Teorem (X,.4, ) bir 6l¢ii uzayi olsun.
Eger ABe.4 ve AcB ise u(A) < u(B) dir. Ayrica u(A) <o ise
u(B\A) = 1(B) — (A
dir.

2.2. Teorem (X,.4, ) bir 6l¢ii uzayi olsun.

a) (A,), A daki elemanlarin bir artan dizisi ise

(L) Aw) = lim su(An)

N—»o0o
n=1



dir.
b) (B,), .4 daki elemanlarim bir azalan dizisi ve u(B,) <o ise
%
() Br) = Jim, By)
dir.
2.1. Sonu¢ (X,.4, 1) bir dl¢ii uzayi olsun.
a) (A,), A daki elemanlarin bir artan dizisi ise
pClim Ay) = Tim 2(Ay)
dir.
b) (B,), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B)) <o ise
u(lim By) = lim w(B,)
n—>0 N—>0
dir.
2.3. Teorem (X,.4, ) bir dl¢ii uzay1 olsun. (A ), .4 ya ait kiimelerin herhangi bir

dizisi ise

w(JA) <> u(A)

k=1 k=1

dir.



2.1.3 Dis Olgiiler

2.5. Tanim X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) tizerinde

tanimli, genigletilmis reel degerli bir z* fonksiyonu,
Q) u*()=0
b) Her E e P(X) igin x*(E)>0

c) AcBc X igin u*(A) < u*(B)

d) Her bir neN i¢in A, e P(X) ise ﬂ*(G &)Siﬂ*(ﬁh)

n=1 n=1
sartlarini saglarsa y* fonksiyonuna X {izerinde bir dis 6l¢iidiir denir.

2.1. Ornek X herhangi bir kiime ve x* da P(X) iizerinde

0, A=Uise

*(A) =
#EA) {1, A=Jise

seklinde tanimlanan g * fonksiyonu bir 6l¢ii olmayip dis 6l¢tidiir.

2.1.4 Lebesgue Dis Olciisii ve Lebesgue Olciisii

Bilindigi gibi bir | araliginin I1(l1) uzunlugu o araligin ug¢ noktalarmin fark:i olarak

tanimlanir. Yani, | =[a,b] (veya (a,b),(a,b][a,b) ) araligmin boyu
I(1)=b-a

dir. Uzunluk kiime fonksiyonuna bir 6rnektir. Bu durumda, uzunlugun tanim kiimesi

araliklar koleksiyonu, deger kiimesi de genisletilmis reel sayilar kiimesidir. Simdi



uzunluk kavramin araliklardan daha karisik kiimeler igin tanimlayalim. Ornegin, bir
acik kiimenin uzunlugunu, bu kiimeyi olusturan acik, ayrik araliklarin uzunluklari

toplami olarak tanimlayalim.

Oyle bir A fonksiyonu tanmimlamak istiyoruz ki, R nin alt kiimelerinin bir 9t smifi

tizerinde taniml1 olsun ve asagidaki 6zellikleri saglasin:

1) 4, R nin her bir E altkiimesi iizerinde taniml1 yani,
M =P(R),

i) Her bir | araligiicin A(1)=1(l),

iii) Eger (E,) bir ayrik dizi ve 4 bunlarin her biri iizerinde taniml1 ise

Z(U En) = Zﬂ(En) ,
n=1 n=1

iv) 4 6teleme altinda invaryant yani, 1 fonksiyonu, E ve
E+y={x+y:xeE}
kiimeleri tizerinde tanimli oldugunda
AE+y)=AE)
olsun.

Bu dort 6zelligi saglayan bir kiime fonksiyonu tanimlamak miimkiin degildir. Bu
gline kadar ilk li¢ sart1 saglayan bir kiime fonksiyonu bilinmemektedir. Bu nedenle

bunlardan birinden vazge¢cmek gerekmektedir.

Son ii¢ sart1 birakip ilk sarti degistirmek olduk¢a faydalidir. Burada yapilacak
degisiklik A fonksiyonunu tiim alt kiimeler tizerinde tanimlamayip daha dar bir & —

cebiri lizerinde tamimlamaktir. Yani, 91 olarak P(R) kuvvet kiimesini degil,



tizerinde A fonksiyonunu tanimlayabilecegimiz uygun bir & — cebiri almaktir. Simdi

bu fonksiyonu insa etmeye baglayalim.

2.2. Ornek (l,), R nin smirh ve agik alt araliklarinin bir dizisi,

o ={():Ac 1}

olsun. P(R) iizerinde

o0
A*=inf {ZI(IK): I erA}
k=1
biciminde tanimlanan A* bir dis Ol¢lidiir. Bu dis Olcliye Lebesgue dis ol¢iisii ad1
verilir.
Simdi, Lebesgue dis dlgiisiiniin baz1 6zelliklerini verelim.

2.4. Teorem Lebesgue dis olgiisi R nin her bir alt araligima onun uzunlugunu

karsilik getirir. Yani, | R bir aralik ise
A*(1)=1(1)
dir.
R" deki bir I araligi, 1;,1,,...,1, ler R nin alt araliklar1 olmak iizere,
F=1yxyx by ={(%, %o, %) 1% € 13,1 =1,2,..,n}

tipindedir. Bu | araliginin hacmi bu n araligin uzunluklar1 g¢arpimi olarak

tanimlanir ve V(1) ile gosterilir. |, araliklarinin hepsi agik ise | ya bir agik aralik,

hepsi kapali ise | ya bir kapal1 aralik denir.

(1,), R" nin agik ve sinirl alt araliklarinin bir dizisi ve

N :{(Ik):AcG |k}
k=1
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olsun.

A"(A) =inf {ivuk): I, erA”}

k=1

seklinde tanimlanan A* fonksiyonu (boyut gerekli oldugunda A" ile gosterilir) R"

tizerinde bir dis 6l¢li olup R" tizerindeki Lebesgue dis 6l¢iisii adini alir.

2.5. Teorem R" iizerindeki Lebesgue dis Ol¢iisii her bir araliga onun hacmini

karsilik getirir.

2.2. Sonu¢ A sayilabilir bir kiime ise 2*(A) =0 dur.
2.3. Sonu¢ [0,1] kiimesi sayillamayan bir kiimedir.

Lebesgue olgiisii P(X) kuvvet kiimesi tizerinde tanimlandiginda sayilabilirdir ancak

toplanabilir degildir. Dis Sl¢iiniin tanimli oldugu kiimelerin sinifi daraltilarak bu

saglanabilir.

2.6. Tamm X bir kiime ve g * da X iizerinde bir dis 6l¢i olsun. Eger, X in her

bir A alt kiimesi i¢in
H*(A) = u*(ANE) +u*(ANE®)
ise X in E alt kiimesi p *-ol¢iilebilir ( z* ye gore 6l¢iilebilir) denir.

u* fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelligi de denilen p*(UA)< Z u*(A)

ozelliginden X in biitiin E ve A alt kiimeleri i¢in
p*(A) < pu*(ANE) +u*(ANE®)

olacagindan bir E kiimesinin g *-0l¢iilebilir olup olmadigini anlamak icin her bir

Ac X igin,

H*(A) z p*(ANE) + u*(ANE®)
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esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir.

Bir u* dis Olgiisiine gore oOlgiilebilen Ac X kiimelerinin sinifi 991(X, &%) ile
gosterilir. A* Lebesgue dig Ol¢iisiine gore Olgiilebilen, R nin alt kiimelerinin bir

smifi kisaca 901 ile gosterilir. YT nin bir cebir ve & — cebiri oldugu agiktir.

Lebesgue dis oOl¢iisii olan A* m, 9M(R,A*) smifina da B(R) smifina da olan

kisitlanmasina Lebesgue olciisii denir ve 1 ile gosterilir.
2.6. Teorem Her bir Borel kiimesi A* 0Olg¢iilebilirdir.

Ispat. M bir & — cebiri ve (a,+o) € M oldugundan

(—o0,a] =(a,+x)° e M

dir. Boylece her bir (—o,b) = U(—oo,b—l) aralig1 olgiilebilirdir. Su halde, her bir
n

n=1
(a,b) = (—o0,b) N (a,+0) acik aralignt 9 ye aittir. (a,b) araliklarini kapsayan o —
cebirlerinin en kii¢tigi B(R) oldugundan

B(R) = M(R, A*)

bulunur.

2.1.5 Olgiilebilir Fonksiyonlar

2.7. Tanmm (X,.4) bir dlgiilebilir uzay olsun.

f : X = R fonksiyonu dlgiilebilirdir <& Va eR igin

fi((a,+0) ={xe X f(X)>a}eA.
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2.2. Lemma (X,.4) bir 6l¢iilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu i¢in asagidaki

onermeler denktir.

a) Her a eR i¢in A, ={xe X : f(X)>a}eA4
b) Her ¢ eR igin B, ={xe X : f(X)<a}e .4
c)Her aeR i¢in C, ={xe X : f(X)>a}e A4
d)Her a eR i¢in D, ={xe X : f(X)<a}e.4

Ispat. A, ile B, birbirlerinin tiimleyeni oldugundan kiimelerden biri .4 ya ait

oldugunda digeri de olur. Dolayisiyla, a) ile b) dektir. Benzer sekilde c) ile d) de
denktir.

Simdi, a) ile ¢) dnermelerinin denk oldugunu goésterelim:

a) dogru olsun. Bu durumda, her bir ne N igin
1
A Z{XE X: f(x)>a——}e/1
@ n
olur.

ﬁA 1Zﬁf_l(]a—l,mD:f‘l(ﬁ]a—l,mD
n=1 “n n n=1 n

= f*(Ja,+o) ={xe X : f(x)2a}=C,

oldugundan C, €.4 olur. Bu durumda, a) = c) dir.

Benzer sekilde, A, = JC , olacagindan c)= a) olur. O halde, a)=c) dir.

n=1 n
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2.3. Ornek Bir E kiimesi i¢in

_ 1l xeE
Xe = 0, xegE

biciminde tanmimlanan y. fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. E olgiilebilir oldugunda y. fonksiyonu 6l¢iilebilirdir. Gergekten,
a<0

X1
{(xeX:ze()>a}=1E, 0<a<l
Jd, 1<a

oldugundan Va R igin {xe X: z.(X) >a}e A4 dur.
2.8. Tanim (X,.4) bir dlgiilebilir uzay ve Ae.4 olsun.
f : A—[—o0,+0] fonksiyonu Ol¢iilebilirdir < Va eR igin
f((a,+0])={xeA: f(X)>a}e A

X iizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli .4 —odlgiilebilir biitiin fonksiyonlarin
kiimesi M(X,.4) ile gosterilir. Eger, f e M(X,.4) ise

A={xe X :f(x)=+0}=(){xeX:f(x)>n}
n=1

B={xeX: f(X)=—OO}=ﬁ{XEX : f(X)Sn}:(G{XEX ; f(x)>—n}]

n=1 n=1
olacagindan A ve B dlgiilebilirdir.

2.7. Teorem Genisletilmis reel degerli bir f fonksiyonunun o6lgiilebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart

A={xe X :f(x)=+0}, B={xeX:f(x)=—x}
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kiimelerinin Slgiilebilir ve

f(x), xgAuUB
fl(X) :{ 0
, xe AUB

bi¢ciminde tanimlanan f; fonksiyonunun dlgiilebilir olmasidir.

2.9. Tamim %(Rk) Borel cebirine gore dlgiilebilen bir fonksiyona Borel dl¢iilebilir

fonksiyon veya Borel fonksiyonu adi verilir.

M(R,A*) o —cebirine gore Olciilebilen bir fonksiyona Lebesgue olgiilebilir

fonksiyon denir.

R nin Borel kiimesi olmayan fakat Lebesgue oOlgiilebilir alt kiimeleri mevcut

oldugundan, R de her bir Borel dl¢iilebilir fonksiyon Lebesgue olgiilebilirdir.

2.10. Tamm f, X den R ye bir fonksiyon olsun.
f* =max{ f (x),0}
f~ =max{-f(x),0}

bigiminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlar1 da X iizerinde tanimli ve negatif
olmayan fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f nin pozitif pargasi, f~ fonksiyonuna

da f nin negatif parcasi ad1 verilir.
Bu tanim g6z oniine alindiginda,

fefrof,|fl=f +f

olacag1 aciktir.
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2.8. Teorem f:X —R fonksiyonunun olgiilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

f* ve f~ fonksiyonlarinin dlgiilebilir olmasidir.

2.1.6 integral
A) Basit Fonksiyonlarin Integrali

2.11. Tanim Goriintii kiimesi sonlu sayida ve farkli elemanlardan olusan
p:X->R

fonksiyonuna bir basit fonksiyon adi verilir. Burada goriintii kiimesinin bu degerleri

sonlu olmak zorundadir.

Bir reel degerli basit ¢ fonksiyonu a, eRR ve Xe, E, kiimesinin karakteristik

fonksiyonu olmak tizere

n
€0=ZakZEk = xE THXE, Tt A XE, (2.1)
k=1

n
bigiminde yazilabilir. Eger, ¢ fonksiyonu X iizerinde tanimli ise U E, =X dir. Bu
k=1

E, kiimelerinin se¢imi tek olmadigindan ¢ nin (2.1) tipindeki gosterimi tek degildir.

Eger, a,,8,,...,a, sayilart ¢ nin X iizerinde aldig1 farkli degerler ve
E ={xeX: f(x)=a}

secilirse E, kiimeleri ayrik olur. Bu durumda,

m
Q= z A XE,
k=1
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gosterimine ¢ fonksiyonunun standart gosterimi denir. X iizerinde tanimli, reel
degerli, .4 Oolgiilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi S=S(X,.4), S deki negatif

olmayan fonksiyonlarin kiimesi S* ile gosterilir.

2.12. Tamm (X,.4, ) bir dl¢ii uzay: olsun. a, lar negatif olmayan reel sayilar,

A, A, ... A, ler A yaait ayrik kiimeler olmak tizere,

n

A =X

k=1
n
(DZZakZEk (2.2)
k=1
gosterimine sahip bir ¢ € S™ fonksiyonunun g 6lgiisiine gore integrali
n
[odu=>"au(A) (2:3)
X k=1

genisletilmis reel sayisidir.

Bu tanima gore ¢ nin g olgiisiine gore integrali, ya negatif olmayan bir say1 ya da

1 Olciistinlin sonlu olmayan bir 6l¢ii olmasi haline karsilik gelen -+ degeridir.

B) Pozitif Fonksiyonlarn Integrali

2.13. Tamm (X,.4, ) bir 6l¢ii uzay1 ve f e M7(X,.4) olsun. f fonksiyonunun

u Olgiisiine gore integrali

IfdyzSUp{IqﬂuigpeS+ ve goéf} (2.4)
X X

genisletilmis reel sayisidir. E € .4 olsun. f nin g ye gore E tizerindeki integrali,
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[fdu=[fredu (2.5)
X X

sayisidir.

2.9. Teorem f,geM(X,.4) ve E,Fe.4 olsun.

a) Her xe X i¢in f(x)<g(x) ise [ fdu<[gdu dir.
X X

b) EcF ise Ifdysjfdy dir.
E F

2.10. Teorem (Monoton Yakinsakhk Teoremi) (X,.4,u ) bir 6l¢ii uzay ve (f))

de M*(X,.4) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. (f ) dizisi f

fonksiyonuna yakinsak ise
[ fdu=lim [ f.du (2.6)
X n—o0 X

dir.

Ispat. (f,) olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi oldugundan f de olgiilebilirdir.

f, < f olacagindan Teorem 2.9 (a) dan
[ fadp<lim [ fdu
X n—o0 X

yazilabilir. Buradan da

lim [ fdu< | fdu (2.7)
X X

Nn—oo

bulunur. Simdi bu esitsizligin tersini elde etmeye g¢alisacagiz. « <(0,1) ve ¢ de

0< @< f bagmtisini saglayan bir 6l¢iilebilir basit fonksiyon olsun.

A, ={xe X :f (X)=ap(x)}
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denirse A, .4 dir. (f,) monoton artan oldugundan

o0

Avc A ve [JA =X

n=1

dir. Teorem 2.9 ‘a gore

jaﬂmsjfpysjgml
A A X

yazilabilir.

nm&=0&=x
k=1

n—o0
olacagindan
lim [apdu<lim [ fdu = a[edu<lim [ fdu
n—o0 n—o0 N—
A X X X
bulunur. Her « € (0,1) i¢in bu esitsizlik saglandigindan
jgmsnmjfmu
X n—oo X

olur. Bu kiimenin tiim elemanlar1 bir sayidan biiylik degilse, onun supremumu da o

sayidan biiylik olamaz. O halde,

[fdu<lim [ f.du (2.8)
X n—o0 X

dir. (2.7) ve (2.8) den (2.6) elde edilir.

2.1. Not Monoton yakinsaklik teoremindeki dizinin artan olmasi sart1 kaldirilamaz.

(f,) dizisinin monoton olmamasi halinde ise nasil bir bagintinin mevcut oldugunu

asagidaki teorem ortaya koymaktadir.
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2.11. Teorem (Fatou Lemmas1) (X,.4,z) bir dl¢ii uzayr ve (f,) de M7(X,.4)

daki fonksiyonlarin bir dizisi ise

n—o0 n—oo

J.Iim inf f.du < liminf j f du (2.9)
X X

dir.

2.12. Teorem (Beppo-Levi Teoremi) (X,.4,x) bir dl¢ii uzayr ve z f, da X

tizerinde tanimli [0,+00] degerli, Olglilebilir fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu

takdirde,

I(i fk]dﬂzglu fkdu} (2.10)

X \ k=1

dir.

2.1.7 integrallenebilen Fonksiyonlar

2.14. Tanim (X,.4, ) bir 6l¢ii uzayr ve f e M(X,.4) olsun. Eger J. frdu ve
X

J. f ~du integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X fizerinde u ye gore
X

integrallenebilirdir denir ve bu integral

[fdu=[trdu-[fdu (2.11)
X X X

reel sayisidir. Eger, E € .4 ise f nin u ye gore E fiizerindeki integrali

[fdu=[trdu—[tdu (2.12)
E E E
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bi¢ciminde tanimlanir. X {izerinde u Olgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin

smifi L=L X, A, ile gosterilir.

Bu integral taniminda X =R" , 4 =B(R") ve x=A Lebesgue 6lgiisii alinirsa elde

edilen integrale Lebesgue integrali denir.
2.13. Teorem (Lebesgue Integralinin Mutlak integrallenebilme Ozelligi)

(X,.A4, 1) bir dlgli uzay1 ve f e M olsun. Bu takdirde,
fel < |f|e£

dir ve bunlarin biri saglandiginda

£I|f|dy
X

Ifd,u
X

olur.

Ispat. Integrallenebilme tammindan f e £ olmasi igin gerek ve yeter sart f* ve
f~ fonksiyonlarmin sonlu integrale sahip olmasidir. |f|: f*+f" oldugundan |f|

nin integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart f* ve f~ nin integrallenebilir
olmasidir. Dolayistyla, f nin integrallenebilmesi |f| nin integrallenebilir olmasina

denktir. f integrallenebilir oldugunda

[ fdu
X

[frdu—[fdu
X X

<[frdu-[fdu=|fldu
X X X

bulunur.

2.15. Tammm (X, .4, 1) bir 6l¢li uzay1 olsun. Eger, bir 6nerme, dl¢iisii sifir olan bir
kiime veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan kapsanan
bir kiimenin tiimleyeni iizerinde dogru ise o 6nerme hemen hemen her yerde

dogrudur denir. Hemen hemen her yerde deyimi kisaca h.h.y. biciminde yazilir.
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Bir p(x) onermesinin dogru olmadigr x noktalarinin kiimesi, sifir dl¢iili bir kiime
veya sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, p(x) onermesi hemen hemen her

x i¢in dogrudur denir.

2.4. Sonug¢ (X,.4, ) bir dlgii uzayr1 ve f:X —R fonksiyonu .4 —olgiilebilir

olsun.

I|f|dﬂ =0 < hemen hemen her yerde f =0 dur. (2.13)
X

2.5. Sonu¢ (X,.4, 1) bir 8lgii uzayr ve f: X —[—o0,+00] fonksiyonu X iizerinde

integrallenebilir olsun. Bu takdirde hemen her xe X igin |f(X)| <+ dur.
2.14. Teorem (X, .4, 1) bir 6lgii uzay1 f e £ ve g €M olsun.

la|<|f| = g integrallenebilirdir
ve

[loldse< [|f/d (2.14)
X X

dir.

2.6. Sonug (X,.4, z2) bir dlii uzay1 ve f ile g, X iizerinde dlgiilebilir, [0, +o0]-

degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger hemen hemen her x igin f (x)=g(x) ise I fdu
X

ve J gd i integrallerinden birinin mevcut olmasi halinde digeri de mevcuttur ve
X

J fdu=[gdu
X X

dir.
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2.7. Sonug (X, .4, 1) bir 6l¢li uzay1 ve f e M olsun. f nin integrallenebilir olmasi
icin gerek ve yeter sart £ de reel degerli ve hemen hemen her yerde f ye esit bir

fonksiyonun var olmasidir.

2.15. Teorem (Lebesgue Yakinsakhk Teoremi) (X,.4,4) bir ol¢ii uzayi,

g : X — [—o0,+0] integrallenebilen bir fonksiyon ve f, f, f, ... de X iizerinde .4 -

Slgiilebilir [0, +o0]- degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger, hemen hemen her x i¢in

a) lim f,(x)= f(x) (2.15)

b) VneN igin | f,(X)| < g(x) (2.16)
ise f ve f, fonksiyonlari integrallenebilirdir ve

IimJ'fndu:J'fdu
X X

nN—o0

dir.

2.8. Sonuc (Smirh Yakinsakhk Teoremi) (X,.4, «) bir 6l¢li uzay: ve her bir ne N

icin f e L(X,.4, ) olsun. (f,) dizisi bir f fonksiyonuna hemen hemen yakinsak,

hemen hemen her yerde |f,|< K ve x sonluise f integrallenebilirdir ve
[ fdu=1lim [ f.du .
X n—>oox

2.9. Sonug (f,) olgiilebilir fonksiyonlarin monoton artan ve negatif olmayan bir
dizisi olsun. Eger, (f,) hemen hemen her yerde siirli bir f fonksiyonuna yakinsak

ve u sonluise f integrallenebilirdir ve

N—o0

[ fdu=1im [ f,du
X X

dir.
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2.2 VEKTOR UZAYLARI

2.16. Tamim (X,®) degismeli grup, (K,+,-) bir cisim olsun.
O:KxX—>X,
O:(a,x)>a0ox

dis islemi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X e (K,+,-) cismi iizerinde vektor uzayi

denir.

V1) VaeK ve Vxe X igin a@xe X dir.

V2) va,beK ve Vx,ye X i¢cin a0 (x®y)=(a0x)®(a0y) dir.
V3) va,beK ve Vxe X i¢in (a+b)Ox=(a0x)®(bOx) dir.
V4) va,beK ve Vxe X icin (a-b)Ox=a0(box) dir.

V5) 1e K ve Vxe X i¢in 10 X=X dir.

(K,+,-) cismi iistindeki X vektor uzayr ((X,®),(K,+,-),0) seklinde gdsterilir.
Burada, eger K =R ise X ’e reel vektor uzayl, K =C ise kompleks vektor uzayi

ad1 verilir.

2.17. Tammm X bir vektor uzay ve =Y < X olsun. Y, X {izerindeki vektor
uzay1 islemlerine gore bir vektor uzayi oluyorsa Y ye X in alt vektor uzay denir.

2.16. Teorem X bir vektdr uzay ve J#Y < X olsun. Sayet, her y,,y, €Y ve
a,beKigin, Y nin alt vektdr uzay olmas: igin gerek ve yeter sart ay,+by, €Y

olmasidir. {49} ve X, X vektor uzaymin asikar alt uzaylaridir.
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2.18. Tammm X bir vektor uzay ve X, X,,..,X, € X olsun. a,a,,...,a, € K olmak
lizere,

n
X, + 8%y o+ B X, = DA X,
k=1

toplamma X, X,,...,X, € X vektorlerinin lineer birlesimi denir. M c X ise M

den alinan her sonlu sayidaki vektorlerin lineer birlesimlerinin kiimesine M nin

gereni denir ve SpanM ile gosterilir. SpanM, X in bir alt vektor uzayidir ve bu

uzaya M nin irettigi alt uzay denir.

Ornek 2.4 i) [a,b] arahi@ iizerinde siirekli, reel degerli fonksiyonlarn C[a,b]

kiimesi iizerinde her f, f, €C[a,b] ve a € R i¢in,

(f,+5,) ()= 00+ £, ve (af,)()=af(x)

islemlerine gére IR tizerinde bir vektor uzayidir.

ii) r =0 bir dogal say1 olmak iizere [a,b] aralig1 iizerinde taniml1 I -inci mertebeye

kadar siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi C"”[a,b], i) sikkindaki vektor

uzayi islemlerine gore (ki bu islemlere fonksiyonlarin toplama ve skalerle carpma

islemleri denir) R {izerinde bir vektor uzayidir.

iii) [a,b] aralig1 iizerinde sinirh tiim reel degerli fonksiyonlarin kiimesi B[a,b], i)

sikkindaki islemlere gore bir reel vektor uzayidir.

iv) [a,b] araliginda integrallenebilen tiim fonksiyonlarin kiimesi R[a,b], i)

sikkindaki islemlere gore bir reel vektor uzayidir.
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2.2.1 Normlu Uzaylar

2.19. Tamm X, K cismi lizerinde bir vektdr uzay olsun.
l: X —>R"
dontisimii her x,y € X ve her a € K igin,
NI =0 = x=0.
IN2| x| =l .
NS [+ vil<[Ix+lly]

sartlarim saglarsa bu doniisime X iizerinde bir norm ve (X||||) ikilisine de

normlu uzay adi verilir. Buradaki |N1|, [N2| ve |N3 aksiyomlarma norm

aksiyomlar denir.

2.3. Lemma (X||||) bir normlu uzay ve X, Y, X, X,,...,X, € X olsun. Bu durumda,

) [Ix|=lIvll <lx=vI

b)

n
D%
k=1

n
<2 [x
k=1

dir.

2.20. Tamm (X, |/]) bir normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her & >0 ve her

n,m>n, i¢in
%0 =X < &

olacak sekilde & abagh bir n, sayis1 varsa (Xn) ye X de bir Cauchy dizisi denir.
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2.17. Teorem a) Normlu uzayda bir yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
b) Normlu uzayda her Cauchy dizisi sinirhdir.
c) (x,) normlu uzayda bir Cauchy dizisi olsun. (x,)— X, ise (xnk ) , (x,) dizisinin

bir alt dizisi olmak {izere (Xnk ) dizisi de X, noktasina yakinsar.

d) (x,) ve (¥,) bir normlu uzayda iki Cauchy dizisi ise (x,+Y,) de bir Cauchy

dizisidir.

Ozel olarak X=R(veya X=C) olmak iizere,

|X||=|X| olarak tanimlanirsa R

(veya C) deki her Cauchy dizisi yakisaktir. Ancak bu 6zellik herhangi bir norm
icin gecerli degildir.

2.2.2 Banach Uzaylan

2.21. Tamim (X,||||) bir normlu uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise

o0 uzaya Normlu Tam Uzay veya Banach Uzayi denir.

2.4. Lemma Bir X normlu vektor uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

normlu yakinsak her serinin yakinsak olmasidir.

2.6. Ornek X =R" (veya X =C") olmak iizere bu uzaylar,

n
=3 -
i=

n Yp
i, =[S | a2
i=1

x| = max{|xi| i=12,..., n}
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normlarina gbre birer Banach uzayidir. Bu uzaylan swrasiyla R{ =(R"[,),
R = (R[], ) ve RY =(R™|), ) ile gosteririz.
2.7. Ornek K=R ve K=C olmak iizere (C[a,b], K) vektdr uzay:
1], =max{| f(x)|:x [a,b]}
normuna gre bir Banach uzayidir,

2.8.Ornek K =R ve K =C olmak iizere (C(r)[a, b], K) vektor uzay1

]

r R
cab] — ;H f (I)‘

Cla.b]
( fOx) = f (x)) normuna gore bir Banach uzayidir.

2.9. Ornek K =R ve K=C olmak iizere K daki x=(X,)=(%,X,,...) seklindeki
tiim dizilerin kiimesi K* olsun. Bu kiime,

(X2)+ (V) = (%, + Yn) Ve a(x,) =(ax,)
islemlerine gore bir vektor uzaydir.

I, = {X =(x,) e K”:(x,) Sll’llrll}
c :{x =(X,) € K7 :(X,) yakmsak}

coz{x:(xn)eK“’: lim xn:O}

n—oo

I, :{x= (x,)eK” :i|xi|IO yakmsak}

k=1

alt vektor uzaylarini ele alalm. 1, ¢ ve ¢, uzaylar,
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||x||:sup{|xi|:ieN}

normuna, |, (1< p <o) uzayi da

=[S )

normuna gore birer Banach uzayidir.

® (2
[ |

2.22. Tammm Bir X vektor uzayi tizerinde ||| ve ||| normlar1 verilmis olsun.

Her x € X i¢in,

O _ @ &)
ColX™ <X < C2 ||

||.||(2) normlarina denk

olacak sekilde C, ve C, pozitif sayilari varsa ||| ve

normlar denir.

2.18. Teorem Sonlu boyutlu vektdr uzaylarda tanimli tiim normlar birbirine denktir.

2.19. Teorem X bir vektor uzay, .H(l) ve [|® de X de birbirine denk olan iki

norm olsun. Eger X, ||.||(1) normuna gore tam ise ||.||(2) normuna gore de tamdir.

223 L° (Q) Uzaylan

2.23. Tanim (X, .4, 1) bir 6l¢ii uzay olsun. 0 < p <oo olmak iizere,
cP :{f e M(X, 4):|f|° eﬁ(X,A,,u)} (2.17)

kiimesine p -inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.
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Bu tamma goére, £ =£ dir. Ciinkii f nin integrallenebilir olmasi ile |f| nin

integrallenebilir olmasi ayn1 seydir.
o KxLP - [P
felP ve aeK icin af e’ dir. Ciinkii |[f|° integrallenebilir oldugunda
||| f|P de integrallenebilirdir. Dolayistyla |o f|” integrallenebilirdir. Ayrica,
D:LPxLP - P

f,geLP icin f+geLP dir. Gergekten
[F+0)” <(|f[+[])" < (2 mex{|f|.Ja]})" <2°(|f|* +|o)

olacagindan |f +g|” integrallenebilir ve dolayisiyla f+ge£P olur. Su halde,

yukarida tanimlanan skaler ¢arpma ve toplama islemlerine gore £P bir vektor

uzaydir. Bu uzay lizerinde, p >1 olmak lizere,

p
||f||p=(J|f|"du] 018
X

bi¢ciminde tanimlanan ||||p :LP -5 R normuna gére £P normlu uzayr bir Banach
uzayidir.
2.20. Teorem (Young Esitsizligi)
@ :[0,40) > R
stirekli, kesin olarak artan ve lim ¢(u)=+o 0Ozelliklerine sahip bir fonksiyon ve

U—»o0

@' =y olsun. VxeR igin

#(x) = [pu)du , p(x) = [y (u)du
0 0
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denirse, her a,b [0, +o0) igin
ab<g¢(a)+w(b) (2.19)
dir. Esitlik sadece b = ¢(a) olmasi halinde gecerlidir.

2.21. Teorem (Hélder Esitsizligi) p>1, %+%:1 olsun. ferP , gerd ise
f.ge Lt dirve

It-af, <[], el (2.20)
esitsizligi saglanir.

2.22. Teorem (Minkowski Esitsizligi) p>1, f,ge£P ise f +ge £P dirve
If+all, <1, +l9l, (2.21)

esitsizligi gegerlidir.

oeR olsun. ot =([lat*du) " =[a] | 1], d.

|f],=0 < [|f[’du=0 < hemen hemen her yerde f=0 dir. O halde, £P

iizerinde tanimlanan [/ | fonksiyonu icin,

a) ||f||p =0 < hemen hemen her yerde f =0,
b) fler- £, =[e-| £, -

o) [If +all, <1, +l9l,

ozellikleri saglanir ki bu ||||p fonksiyonunun £P iizerinde bir yar1 norm oldugunu

gosterir. £Piizerinde
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f ~g < hemen hemen her yerde f =g

biciminde tanimlanan =~ bagintist bir denklik bagintisidir. Dolayistyla, bu baginti
£P uzayini denklik siiflarina ayirir. Bu denklik siniflarinin kiimesi L ile gosterilir.

O halde LP nin elemanlar1 [f] bi¢cimindeki denklik siniflaridir. LP uzayi,

[f1+[9]=[f+a] . 2[f]=[4]

seklinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore bir vektdr uzayidir.

p >1 olmak iizere,

Yp
H[flup=||fnp=u|f|pdﬂ]

bi¢iminde tanimlanan ””p fonksiyonu LP iizerinde bir normdur.

Her ne kadar LP nin elemanlart denklik siniflar1 ise de onlarn denklik siniflarinin

temsilci elemanlariyla gostermek miimkiindiir.

2.23. Teorem (Riesz-Fischer Teoremi) (X,.4, ) bir dl¢ii uzayr ve 1< p <-+oo

olsun. LP (X, A, ,u) uzayl

p
||f||p=[J|f|pdu]
X

normu altinda tamdir.

2.24. Teorem (Integraller icin Minkowski Esitsizligi) 1< p <o olsun. R™xRR"

tizerinde f nin Olgiilebilir oldugunu yani, hemen hemen her yeR" igin

f(,y)eLlP(R™) vebu y—|f(, Y|, o fonksiyonunun Ll(R”) ye ait oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, x — I f (x,y)dy fonksiyonu LP(Rm) ye aittir ve
Rn
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p :I/

P Vp
dx Sj{“f(x,y)r@dx] dy

n ]Rm

J

Rm

_[ f(x y)dy

]Rn

dir. Bu ise

[ £Cy)dy

Rn

< JIECY, n
pR" RT

olmasi1 demektir.

224 L7 (Q) Uzaylar

Q) Olctilebilir kiimesi tizerinde taniml1 olan ve U Olgiilebilir fonksiyonu verilsin. &

ile 6l¢timii sifir olan tiim E — Q altkiimeler sistemini gosterelim. K :& — (—oo, +oo]

kiime fonksiyonunu

K(E) = sup u(x)
xeQ/E

esitligi ile tanimlayalim (bazi E kiimeleri i¢in K(E) :=+o0 da olabilir). Eger en az
bir EcQ igin K(E) sonlu ise, o halde K(E) kiime fonksiyonunun & {izerinde

minimum degerini aldig1 ispat edilebilir. Bu durumda, rQin K(E) sayisma U

fonksiyonunun esashh maksimumu denir ve vrai maxu(t) ile gosterilir:
teQ

vrai maxu(t) := min{ sup {u(x)}: E < Q sifir 6l¢timlii kiimedir} .
teQ €€ yeOJE

Eger vrai max|u(t)|<+oo ise U fonksiyonuna esasli smirli fonksiyon denir. Q)
Q

lizerinde esash sinirli olan U fonksiyonlarinin vektdr uzayr L™ (Q) ile gosterilir.

Ayrica,
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|u.,, =esssup|u(x)|
XeQ2

ile tanimlanan ||u||OO fonksiyonelinin L (Q) tizerinde bir norm oldugu kolayca

kontrol edilebilir. Bunun yani sira, Holder Esitsizligi ve dzelliklerini p=1,g=oc0 Ve

p =o0,q =1 durumlarin1 kapsayacak sekilde genisletebiliriz.

2.25. Teorem ( Interpolasyon Esitsizligi) 1< p <q <r olsun, bdylece 0< 8 <1

sartin1 saglayan herhangi 6 icin

dir. Eger, u e L? (Q)NL" () ise bu durumda u € L7(Q) dir ve
[ 1 1
esitsizligi saglanir.
2.26. Teorem (LP (Q) Uzaylan igin Gomiilme Teoremi) Vol (Q) = Ildx <0 ve
o)

1< p<q<o oldugunu kabul edelim. Eger u e L(Q) ise bu durumda u e L? (Q)

ve
Y p)-(Ya)
Jull, < (vor (€)™ ™% Jul,
dir. Bu nedenle,
L'(Q) - LP(Q)
olur. Eger u e L (Q) ise bu durumda

tim Jul, =],
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dir. Son olarak, eger 1< p <oo igin U e LP (Q) ise ve burada her p igin
Jull, <K
p
olacak sekilde bir K sabiti varsa bu durumda, u e L (Q) ve

Jul., <K

olur.

2.10. Sonu¢ 1< p<oco ve herhangi bir € bolgesi igin

L (Q) < Lip. (Q)

dir.

2.2.510¢ Carpim ve Hilbert Uzay1

2.24. Tamm K =C olmak lizere X, K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger,

<->:XxX->K

fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona X iizerinde bir i¢ ¢carpim ve

X ‘e i¢ ¢arpim uzay: (OnHilbert uzay) denir.

s Her xeX igin, <X, Xx>>0 ve <X, Xx>=0 <> x=0 du.

o

cHer X,ye X igin, <X,y >=<Yy,x> di.

—
N

5. Her x,ye X ve g ekK igin, <aX,y>=a <X,y > d.

s Her X,y,ze X i¢in, <X+VY,Z>=<X,Z>+<Y,Z> dur.

-l>_ .
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i3 ve i 4 sartlar1 1. degiskene gore i¢ ¢carpim fonksiyonunun lineer oldugunu gosterir.

I¢ carpimin yukaridaki sartlarindan asagidakiler yazilabilir.

a) K=R ise <x,y>=<y,x> dir.

b) <ax+py,z>=a<Xz>+p<y,z> dir.

C) <X,ay>=a <X Yy> dir.

d) <x,ay+pz>=a<xy>+p<xz> dir

d) sikki i¢ carpim fonksiyonunun 2. degiskene gore eslenik lineer oldugunu gosterir.

2.10. Ornek X =(X,X,,-., %) s Y=(¥;, Y5, ¥,) € R" (veya C") olmak iizere,
n n
<Xay>=ZXkYk (veya <Xay>=ZXk7k )
k=1 k=1

olarak tanimlanirsa <->, R"(veya C") de bir i¢ carpim ve R" (veya C") bir ig

carpim uzayidir.

2.11.0rnek f,ge (C[a,b], K) (K=R veya K =C) olmak iizere,

b
< f,g>=]f()g(x)x

olarak tanimlanirsa <-> bir i¢ ¢arpim ve dolayisiyla (C[a,b], K) da bir i¢ ¢arpim

uzayidir.

2.27. Teorem (Cauchy-Schwartz Esitsizligi) (X, <->) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun.

Bu durumda, her X,y € X igin,

|<x,y>|zs<x,x>-<y,y>

dir.
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(X, <- >) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve X € X olsun. X € X vektoriiniin normu,

X[ =< x, x >¥?= < x,x > (2.22)

olarak tanimlanir. Bu tanimin norm aksiyomlarini sagladigi gosterilebilir. O halde,

(X, <. >) i¢c ¢arpim uzayi (2.22) tanimiyla birlikte bir normlu uzay olusturur. Buna

bagli olarak Cauchy-Schwartz esitsizligi,

<X,y > <<x,x>-<y,y> = [<xy>|< J<x x> <y, y> =[xy
olarak yazilir.

2.5. Lemma (X,<->) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve |[X|=+/<X,x> olsun. Bu durumda,

her X,y € X i¢in,
a) ||X + y||2 + ||X— y||2 = 2(||x||2 +||y||2) (Paralelkenar Kuralr)

ve
1 2 2 . 2. .2 ) ,
b) <x,y>=z[||x+y|| ~[x=yIP +ifcriv]? —ix—iy]? | (Kutupsal Ozdesiik)

esitlikleri saglanir.

2.28. Teorem (X,<->) bir normlu uzay olsun. Bu uzaymn bir i¢ carpim uzayi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her X,y € X elemanlarimin paralelkenar kuralini

saglamasidir.

2.12. Ornek R" vektdr uzay iizerindeki <X,y > :ZXk Y, carpimiyla R" bir i¢

k=1

carpim uzayidir. Bu uzay itizerindeki ||||p , 1< p<+o0 normunu diigiinelim. ||||p

normunun i¢ carpim yardimiyla tanimlanabilmesi ig¢in paralelkenar kuralini

saglamas gerekir. R", ||||2 normu ile paralelkenar kuralini saglarken p#2 igin ||||p
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normu ile paralelkenar kuralin1 saglamaz. Yukaridaki teoremden dolay1 (]Rn : ||||2) bir
i¢ carpim uzayi iken (R”,”.”p) p#2 bir i¢ carpim uzay1 degildir. Gergekten,
x=(10,0,..,0), y=(1,-10,0,...,0) € R" olmak iizere,
: p
i~ S
k=1

oldugu hatirlanirsa,

X, =27 =y,
ve
X+y=(2,0,0,..,0)=|x+y]| p:(Z'E’)]/IO =2,
x=y=(0,2,0,..,0)=|x-y| ,=(2")'P =2
olup
% + y||i+||x—y||i =4+4=8 (2.23)
22 +1vI ) =2(2%7 +27P ) =427 (2.24)

(2.23) #(2.24) dur.

2.25. Tanim (Hilbert Uzay) (X, <- >) ¢ ¢carpim uzayi ||X|| =,/< X, X> normuna

gore (i¢ ¢arpim yardimiyla tanimlanan norm metrigine gore) tam ise bu i¢ ¢arpim

uzayina Hilbert Uzay1 denir.

2.13. Ornek R"(veya C" ), her x,y e R"(veya C") igin;

n n o __
< X’y>:zxkyk (veya < X,y>=ZXk Yk )
k=1 k=1
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i¢ carpimi ve

-
i | S
k=1
normuna gore bir Hilbert uzayidir.

2.14. Ornek <->:lhxl, 5K, <X,y>=Z:xky_k
k=1

fonksiyonu |, tizerinde bir i¢ ¢arpim ve |, bir Hilbert uzayidir.
2.15. Ornek (C [a, b] , ||||OO) normlu uzayi bir Hilbert uzay: degildir. Ciinkii
7], = mex £ 0ol: x<[a.b]

olarak tanimlanan ||||Oo normu i¢ carpim yardimiyla tanimlanamaz. Bunu gostermek

icin, segilen iki 6zel fonksiyon i¢in paralelkenar kuralinin saglanmadigini gérmek
yeter. Bu durumda, f,g:[a,b]>R , f(x)=1 ve g(x)zﬁ (a<b) olarak

alalim.

1

|, =max{ f(x)|:xe[ab]}

lall,, =max{|g(x)|: x [a,b]} =1
ve

X—a
(f+9)(x)= f(x)+g(x):1+m ,

X—a
(f-g)(0= FO)-g()=1-—

olup
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[+, =2 ve|f-g], =1
dir. Buna gore,

£+l +[f ~g|, =4+1=5

2 2
2(I12 +[9l? )= 2(2+2) =4

dir. Buna ek olarak, C [a, b] vektor uzay1 lizerinde,

b 1/p
wmw{ﬂunww}

normuna gore C [a,b] tam degildir. Ozel olarak; p =2 icin,

a

b y2
1l flrcoP

olarak tanimlanirsa C [a, b] yine Banach uzay1 degildir. C [a, b] izerinde

b
<f,g >=If(x)@dx

ve
|5 =<, f>

olarak tanimlanirsa C [a, b] bir i¢ ¢arpim uzayidir. Ancak, Hilbert uzay1 degildir. Her

normlu uzay tamlanabilir teoremi geregi (C[a, b],||.|||_2) uzay1 tamlanabilir. Bu

uzayin tamlamasi (L2,||.||L2 ) ile gosterilir ve L? bir Hilbert uzayidr.
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2.11. Sonug L2 (Q) uzayi,

<f,g>=jf(x)ﬁdx

Q
i¢ carpimiyla birlikte bir Hilbert uzayidir. L2 (Q) uzay1 i¢in Holder esitsizligi

< f.g> <[ f[,]al,

seklinde bilinen Schwartz esitsizligidir.

2.2.6 Zayif Tiirevler ve Sobolev Uzaylar

Sobolev uzaylari, elemanlart R" n- boyutlu Oklid uzay: iizerinde tanimlanmig
fonksiyonlarin ve onlarin bazi kismi tiirevlerini ve bazi integrallenebilme sartlarin
karsiladig1 bir vektor uzayidir. Bu uzaylarin ve onlar arasindaki doniisiimlerin izahi
ve gelistirilmesi amaciyla reel ve fonksiyonel analizin ve genel topolojinin bazi
mekanizmalar1 gerekir. Bu amagla 6nemli gordiigiimiiz bazi tanim ve teoremleri bu

kisimda vermeye ¢alisacagiz ([1], [2], [22], [43], [45]).

A) Lokal Lebesgue Uzaylar:

Olgiilebilen ve her kompakt K = Q kiimesi igin,

[1]Pdx < o0 (2.25)
K
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sartin1 saglayan fonksiyonlarin uzayi L,'%C (QQ) ile gosterilir. Ormegin — fonksiyonu
X

Lo ((0,)) uzaymin elemant olup L*((0,1)) veya Lioc (R) uzayma ait degildir. Her

1< p<oo igin

LP(Q) < LR (Q) < L () (2.26)

loc

dir. Lj,.(Q) integrallenebilir fonksiyonlarin en genis uzayidr.

2.26. Tamm QcR" bir kiime olsun.
p:Q—>C

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonu kompakt destege sahip ve her mertebeden

tiirevlenebilir ise bu fonksiyona test fonksiyonu denir. Test fonksiyonlarinin kiimesi
D(Q)= {(p e C”(Q,C):supp(p) = {x:p(x) 0} cQ kompakttlr}
seklinde gosterilir. Burada supp(¢) ile @ nin destegi (support) ifade edilmektedir.

2.16. Ornek R" {izerinde

9N y<1

. X[ =1

«
c.e
P(x) =

fonksiyonu bir test fonksiyonudur.

2.6. Lemma 1< p<oo igin D(Q) test fonksiyonlarmin uzayr LP (Q) da yogundur.

Yani, (D(Q))=LP(Q) dir.
2.27. Tanim V ve W , ayn1 [ skaler cismi lizerinde vektor uzaylari olsun. Bir

T:V oW

fonksiyonu her a, B € F ve X,y €V i¢in
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T(ax+py)=aT (x)+£T(y)
Ozelligini saglarsa veya buna denk olarak her o € ' ve X,y €V i¢in
TX+y)=T(X)+T(y) ve T(ax)=aT(x)

Ozelligini saglarsa T Yye bir lineer doniisiim ad1 verilir. Burada, W = F ise 0 zaman

T ye bir lineer fonksiyonel denir.

2.28. Tanim (Genellestirilmis Fonksiyon)
u:D(Q)->C
bir lineer fonksiyonel olmak iizere eger, U lineer fonksiyoneli D (Q) iizerinde

n— o iken ¢, — @ oldugunda u(g,) — u(p)

sartin1 sagliyorsa siireklidir denir. Bdyle lineer fonksiyonellere genellestirilmis

fonksiyon adi verilir ve genellestirilmis fonksiyonlarin lineer uzayi D'(Q) ile

gosterilir.

2.29. Tanim (Lokal integrallenebilir Fonksiyonlar) Q iizerinde hemen hemen her
yerde tanimlanmis ve Q da her U = Q icin u e L} (U) seklinde bir U fonksiyonuna
lokal integrallenebilirdir denir. Bu durumda, u e Lo, (Q) yazilir. Her u e Li, ()

fonksiyonuna karsilik gelen burada bir T, e D’(Q) genellestirilmis fonksiyonu

vardir ve

T, (4) = [u()g()dx, ¢(x)eD(Q) (2.27)
Q

seklinde tamimlanir. Agik bir sekilde, boyle tanimlanmus bir T, genellestirilmis

fonksiyonu, D(Q) tizerinde bir lineer fonksiyoneldir. Gergekten, D(Q) tizerinde
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¢; —>¢ olsun. Bu takdirde, burada bir KcQ vardir 6yle ki her j igin

supp (¢j —¢) < K dir. Boylece,
(@) =T (@) < suplg; (9 =90 [ (9 ax
Xe K

oldugu goriiliir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafi j — oo iken sifira yakinsadigindan

K tizerinde ¢; — ¢ oldugu goruliir.

Her T e D'(Q) genellestirilmis fonksiyonu, U e L%OC (Q) icin (2.27) de tanimlandig1
gibi T, formunda degildir. Gergekten, eger 0cQ ise Q iizerinde lokal

integrallenebilir bir fonksiyon olmayan dyle ki her ¢ € D (Q) icin

[ 5094(x)dx = $(0)
Q

seklinde bir & fonksiyoneli s6z konusu olabilir. Bununla birlikte, D(Q) izerinde

o(#)=¢(0) (2.28)

seklinde tantmlanmis 6 lineer fonksiyonelinin siirekli ve dolayisiyla Q iizerinde bir

genellestirilmis fonksiyon oldugu kolayca gortilebilir.

2.30. Tanmm Lokal integrallenebilir bir fonksiyonla tiiretilmis genellestirilmis
fonksiyona regiiler genellestirilmis fonksiyon, aksi bir durumda ise singiiler
genellestirilmis fonksiyon denir.

2.31. Tamm (Genellestirilmis Fonksiyonun Tiirevi) ueC'(Q) ve ¢eD(Q)
olsun. ¢, € nin baz1 kompakt altkiimeleri disinda yok oldugundan, X j degiskenine

gore kismi integral alinirsa

0 0
£ (a—xju(x))qﬁ(x)dx =- gj} “(X)(a_x,. (x))dx
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esitligi elde edilir.
Benzer sekilde, eger U e cl (Q) ise bu takdirde || kez kismi integrasyon ile

[ (D“u()p(ax = (1) [u(x)D*g(x)ax
Q Q

yazilir. Buradan hareketle bir T € D'(Q) genellestirilmis fonksiyonun DT tiirev

tanimi
(D“T)(¢) = (- T (D%g) (2.29)
seklinde elde edilir.

¢e D(Q) icin D% e D(Q) oldugundan DT, D(Q) tizerinde bir fonksiyoneldir
ve lineer oldugu kolayca goriilebilir. Eger bu fonksiyonun siirekli oldugu gosterilirse
Q) iizerinde bir genellestirilmis fonksiyon olur. Bunun ig¢in, D(Q) lizerinde ¢; — ¢

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, baz1 K <€ i¢in
supp( D” (¢ —4)) = supp(¢; —¢) = K
dir. Ayrica, her ¢coklu index S igin j — o iken
D" (D" (¢~ #)) = D (¢~ )

K iizerinde diizgiin olarak sifira yakinsar. Bundan dolayi, D(Q) iizerinde

D”g; - D“¢ olup T € D'(Q) oldugundan C de
DT (¢;) = (-1)“'T(D¢;) - (-1 T(D*¢) = D“T (¢)

yazilabilir. Boylece, DT eD'(Q) olur. (2.29) tamm D'(Q) daki her

genellestirilmis fonksiyonun, D'(Q) da her mertebeden tiirevlere sahip oldugunu

gosterir. Ayrica, K lizerinde j — o i¢in
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D” (D% (¢ —¢)) = D“ (¢ —¢) >0
dir. Bdylece D(Q) iizerinde
D“¢; — D¢
olur. T € D'(Q) oldugundan C de,
DT} (¢) = (-1)/T; (D) - (-)'T(D“9) = D“T ()
olurkibuda DT eD'(Q) olmasi demektir.

2.17. Ornek &€ D’'(Q) fonksiyonu, (2.28) de tanimlanan Dirac genellestirilmis

fonksiyonu olmak iizere, 0 € Q i¢in D“§ tiirevi
D“5(4) = (-1)/ D*4(0)
seklindedir.

2.18. Ornek Q=R ve H elj,(R) olmak iizere

1, x=0
H(x)=
0, x<0

seklinde tanimlanmis Heaviside fonksiyonunun T, genellestirilmis fonksiyonuna

karsilik gelen (T,,) tiirevi & dir. Bunu gormek icin, ¢ € D(R), [-a,a] araliginda

destege sahip olsun. Bu durumda,
(Tu) (@) =T,y (9) ==[ #()dx = 4(0) = 5(9)

oldugu gortiliir.
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2.32. Tamm f e L, (Q) fonksiyonu verilmis olsun. Bu takdirde, her ¢ € CZ(Q)

icin
[ 900.0()dx = (1) [ £ (x)p ) (x)elx (2.30)
Q Q

sartin1 saglayacak sekilde bir g € Lj,, (©2) fonksiyonu var ise bu fonksiyona f nin

zayif tiirevi (genellestirilmis tiirevi) denir ve D“ f = g seklinde gosterilir.

2.19. Ornek n=1, Q=[-11] ve f(x)=1-|x| olsun. Bu durumda, D'f zayif

tirevi vardir ve

_ 1, x<O0
9= -1, x>0

seklinde bulunur. Bunu gostermek igin, [—1, l] araligin1 f nin diizgiin oldugu iki

araliga bolelim ve kismi integrasyon kullanalim:
1

0 1
j f (X)@' (X)dx = j f (X)g' (X)dX + j f (X)¢' (X)dx
0

-1 -1

0 1
= f ", = [ (+Dp(x)dx+ T gl — [ (~Dp(x)x
-1 0

1
=—[ £ ()(x)dx+ f (0-)p(0-) - f (0+)(0+)
-1

1
=] 9()p(x)dx

-1

dir. Ciinkii f, 0 da siireklidir.
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2.33. Tamim (Sobolev Uzayi) [45]. k pozitif bir say1, 1< p<oo ve Q, R" nin agik

bir alt kiimesi olsun. OS|0¢|S k  mertebeden biitiin zayif kismi tiirevleri

D*f eL’(Q) olan ve f:Q—>R fonksiyonlarindan olusan erf (©2) Sobolev

uzayl,

W5 (Q)={f eLP(Q):VaeN",0<|a|<k = D“f L"(Q)}

seklinde ifade edilir. Burada tiirevler i¢in o =(oy,...,c,) Ve |a|:z;ai olmak

luzere

notasyonu kullanilir.
erf (Q) tizerindeki norm 1< p <o igin,
Yp
s [ >, [|pf] dx} (2.31)
P 0<laj<k O

seklinde, p=o0 i¢in ise

[l )= nax {sup‘D“f‘} (2.32)

seklinde tanimlanir. p=2 hali karesel integrallenebilir fonksiyonlara karsilik gelip

W, (Q)=H k (Q) ile gosterilir ve H K (Q) tizerindeki i¢ garpim

(f,g)Hk(Q) = > ja“fa“gdx (2.33)

0<|a|<k O

seklinde tanimlanir. Yukaridaki k —yinci mertebeden genellestirilmis tiireve sahip f

fonksiyonunun Sobolev uzaylarinda normu daha sade olarak
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p
fm\pdx]

K b
||f||wpk(Q) - ZL

p
:(|f|p)”p +(|f'|p)”p +(|f~|p)”p +...+Of<k>\pj

seklinde gosterilebilir.

Simdi, €2 nin sinirinda sifir olan fonksiyonlarin Sobolev uzayimni tanimlayalim.

2.7. Lemma W (Q) uzay:

p
LP

1/p
D% } , 1< p<+o
(@)

[ZOS(ZSK
a

MaXo<|a|<k D7u

”U”\N,';(Q) -

@ 0 PT

normuyla birlikte bir Banach uzayidir. pe (1, +00) icin bu uzay diizgiin konveks ve

yansimali uzaydir. H k (Q) uzaylt

<UV>= D%u, D%
O<§<k )"Z(Q)

i¢ carpimiyla birlikte bir Hilbert uzayidir.
2.34. Tanim (Sobolev Uzaylarin Direkt toplami)

k>0 sayisi ve g>1 reel sayisi i¢in Sobolev uzaylarin qu (-1,0) —i—qu (0,2) direkt

toplamu,
”u”q,k = ”u”qu (-1,0) +||u||qu (01)

normu ile sirastyla, (=1,0) ve (0,1) araliklar tizerinde qu (-1,0) ve qu (0,1 e ait
olan [-1,0) u(0,1] araliginda tanimlanmis U =u(X) kompleks degerli fonksiyonlarin

Banach uzayi olarak tanimlanir.
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2.35. Tamm C; (Q) uzaymm WFL( (€2) normuna gére kapamsi VVE,( (Q)=C(Q)
ile gosterilir. Bu uzay ¢ogu kez QQ nin 6Q smirinda k-1 inci mertebeye kadar

tiirevleri sifir olan Wg (Q) fonksiyonlarinin uzay1 olarak tanimlanir.

Negatif dereceli Sobolev uzaylar1 duallik kavraminda kullanilir.

2.36. Tammm Kk pozitif bir say1, 1< p<oo ve p', p nin Holder eslenigi olsun. W, k
Sobolev uzay1 VV")‘ uzaymin dual uzayidir. Yani, f eW, K doniisiimii

f Wy >R, fruo<fu> (2.34)

stirekli lineer bir doniisiimdiir. f eWp_ K {izerindeki norm

<f,u>

fll - = 1 2.35

” ”vvpk(g) usel\jv% ||u|| ( )
u=0

ile tanimlanir.

B) Sobolev Uzaylarimin Baz1 Ozellikleri

C (Q) ile © bolgesinde diizgiin siirekli fonksiyonlarin uzayimi, C, (]R”) ile Xx—>o©

igin sifira giden R" deki fonksiyonlarin uzayini temsil edelim. Verecegimiz
teoremlerde iki tiir bolge ele alinacaktir. Q=R" ve Q, R" nin 6Q smrma sahip
diizgilin, sinirh ve agik bir alt kiimesi. Ayrica, k pozitif bir tamsay1 ve 1< p <o

olarak alinacaktir.
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2.29. Teorem (Yogunluk) C” (]R”) uzaylt Wr;‘ (]R”) uzayinda yogundur. QQ, R"
nin agik bir alt kiimesi ise C;° (R“) uzay1 V\_IFL( (Q) uzayinda yogundur. Ayrica, Q)

diizgiin bir bolge ise C” (f_l) uzay1 WFL( (Q) uzaymda yogundur.

Sobolev uzaylarinin en Onemli Ozellikleri, bir fonksiyonun tiirevlerinin
integrallenebilme ozelliginden o fonksiyonun siirekliligi veya integrallenebilemesini

aciklayan gomiilme teoremleri ile verilir.

2.30. Teorem (Gomiilme) Q, R" de diizgiin, sirly, agik bir bolge, p<n ve p*,

p nin Sobolev eslenigi yani, i* 1_1

=——= olsun.
p p n

a) u eWé(R”) ise Ue Lp*(R”) olur. Yani,

() SCIVUIL () (2.36)

ol

olacak sekilde C=C ( P, n) vardir.
b) ueW, (Q) ve 1<q< p* ise ueL(Q) olur. Yani,

”u”Lq(Q) =C ||Vu|lwg(9) (2.37)
olacak sekilde C=C ( p,n, Q) vardir.

2.31. Teorem (Gomiilme) Q, R" de diizgiin, sinirl, acik bir bolge ve N< p<oo

olsun.

a) u eWé(R”) ise UECO(]R”) olur. Yani,

[ulle ) < CIV U e (2.38)
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olacak sekilde C =C(p,n) vardir.
b) ueW; (Q) ve 1<q< p* ise ue L, (Q) olur. Yani,

LS VN (2.39)
olacak sekilde C =C(p,Q) vardur.

c) kp>n iken ueWs*"(Q) ise ueC’(Q) olur.

Genel olarak, tiirevleri diizgiin sinirli olan fonksiyonlarin kiimesi kompakttir. Bu

prensibin Sobolev uzaylari ile ilgili olan versiyonu Rellich-Kondrachov teoremi olup

erf (Q) Sobolev uzaymm q<p* igin LI (Q) uzayma kompakt olarak

gomiildiigiinii ifade eder. ) bdlgesinin sinirliligi ve ¢ nun Sobolev eslenigi olan p*
dan kesin kiigiik olmas1 kompaktlik i¢in esastir. = p* i¢in gomiilme siireklidir

fakat kompakt degildir.

2.32. Teorem (Rellich-Kondrachov) Q, R" de diizgiin, smirli, acik bir bolge

olsun.

a) 1<p<n ve 1<q<p* ise Wé (Q) uzayindaki kiimeler L%(Q) uzaymnda

prekompakttir.

b) p>n ise WS (Q) uzayindaki sinirl kiimeler C (f_l) uzayinda prekompakttir.

c) kp<n ve 1<g<np/(n—kp) ise ng (Q) uzaymdaki sl kiimeler L?(Q)

uzayinda prekompakttir.

d) kp>n ise W‘I; (Q) uzayindaki sinirl kiimeler C (Q) uzayinda prekompakttir.

Genel bir ueLP(Q) fonksiyonu igin U|a, simir degerini atamanin anlami yoktur.

Diizgiin bir bélgenin 6Q sinirinin Slgiimii sifirdir ve LP uzayindaki fonksiyonlar
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stfir Olglimlii kiimede farkli degerler alabilen denk fonksiyonlardir. Bu durum
Sobolev uzaylari igin farklidir. u eWF'; () ise k~1/p. mertebeden kiigiik veya esit

mertebeden tiirevler i¢in smir degeri atanabilir. Bununla birlikte k. mertebeden

tirevler sadece LP fonksiyonlar1 olduklari igin bu tiirevler de simir degerleri

tanimlamazlar.

2.33. Teorem (iz) u eWé (Q)nC (E_l) ise U =U|y olacak sekilde,
7 W (Q) WP (80)

tizerine sinirli lineer doniisiimii vardir.

2.34. Teorem (Poincare) Q, sinirlt bir bolge olmak tizere her u eVVé fonksiyonu

i¢in

”u”U’ = C”Vu”LP (2.40)
esitsizligi gecerlidir.
Poincare esitsizligi sifirdan farkli sabit fonksiyonlar i¢in gegersiz olacagindan WS
uzay1 degil VV; uzay1 alinmalidir. Bu degerlendirmenin yararli bir sonucu ||Vu||Lp
normunun V\_/; (Q) iizerinde denk bir norm tamimlamasidir. p=2 oldugunda

Hé (Q) tizerinde bir i¢ carpim olarak

<u,v>= jVu(x).Vv(x)dx (2.41)
Q

i¢ carpimini alabiliriz.
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2.2.7 interpolasyon Uzaylar

Xo ve X, reel veya kompleks iki Banach uzay: olsun. X, = X; olmas1 demek X,
ve X, nin aym elemanlara ve esdeger normlara sahip olmalaridir. X; < X, ile ise
X; in X, da siirekli gomiilebilir ifade edilmektedir. Ayrica, asagida K=R veya
K =C alinacaktir ([9], [26], [41], [43]).

2.37. Tamm X, ve X;, K iizerinde Banach uzaylar1 olmak iizere, eger burada
Xg, X; ©Z gomiilmeleri stirekli olacak sekilde bir Z Hausdorff topolojik vektor

uzay1 varsa bu durumda ( Xg, X;) ciftine bir interpolasyon cifti denir.

2.8. Lemma (Xo,Xl), Banach uzaylarim bir interpolasyon ¢ifti olmak {izere

Xy, =max ([l [, ) X< X0 N1y

normuyla birlikte ve X, + X,

||X||X0+X1 - X:X0+X115(?€on,X1€X1 (”XOHXO +||X1||X1 ), xe Xo + Xl
normuyla birlikte Banach uzayidirlar.
22.Not j=0,licin T € ,C(Xj,YJ-) olmak iizere

T: Xg+ X =>Y+Y;

lineer operatoriintiin X ; uzayina kisitlanist T |x- de lineer bir operatordiir.
]

2.38. Tamm (Xg, X;) ve (Yp,Y;) Banach uzaylarin bir interpolasyon ifti ve X ,Y

Banach uzaylar1 olsun.



54

i. Eger XoMNX; < X < Xq + X, gdmiilmeleri siirekli X e ise (Xq, X;) ‘e gdre bir

ara (intermediate) uzay denir.
ii. X veY,swasiyla (Xq,X;) ve (Yp,Y;) ‘e gore birer ara uzay: iseler, X ve Y,
(XO, Xl) ve (YO,Yl) ‘e gore interpolasyon uzaylar1 olarak adlandirilir. Bu
durumda, her T : X, + X; =Y, +Y; lineer operatérii igin

Tel(XY), i=01 =T[, e£L(X.Y)
dir.

iii. X=Y ve (X X;)=(Yy,Y;) i¢in dnceki sartlar saglanirsa X ‘e (Xg, X;) ‘e

gore bir interpolasyon uzayi denir.

2.35. Teorem (Xg,X;) ve (Yq,Yy) birer interpolasyon gifti olsun. Eger,

T eL(Xq, X;)NL(Yy,Y;) ise bu durumda, her 6e(0,1) ve pe[loo] igin,

TeL((Xo o)+ L (X2 Y0 p JIL((X01Y0) o L (X1 Ya), ) dir. Ayrica,

6
T ”L((XO,YO)g'p,(Xl,Yl)a’p) < (||T||L(xo,vo)) (”T ”L(xl,vl)) (2.42)
esitsizligi gecerlidir.
Bu teoremin 6nemli bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.

2.12. Sonu¢ (X ,Y) bir interpolasyon ¢ifti olsun. 0 <@ <1, 1< p <o igin

1-6 o
Wiy, <c@ DIV Il . vy <Xy

olacak sekilde bir c(@, p) sayisi vardir.
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2.20. Ornek i) O<a<1, keN, ve
corRM :{f :R" — K stirekli ve Smlrh}
| f “CO(R") - SUpn|f(X)|
xeR
ck(®R™ :{f 'R" > K k-defa siirekli tiirevlenebilir: 6% f € CO(R"), V|| < k}

= Sup sup
‘G‘Sk xeR"

” f ”ck(]R“)

0% f (x)‘

CURM) ={ 11 R" > K || n, <]

f(x)—f
”f”ca(mn) =sup [f(x)|+ sup IFO9 -yl a(y)|
xeR" x,yeR", xzy |X - y|

olsun. Bu durumda, C*(R") uzayi, C°(R") ve CY(R") uzaylarimin bir ara

uzayidir. Daha agik olarak, her f € C1(R") igin bir C >0 sayis1 bulunabilir dyle ki

1—
[T llee zny < CITlcogam T e gny
dir.

i) 1<p<ow igin LP(U,u), (U, ) 6lgii uzay: lizerindeki klasik Lebesgue uzayimi

gostersin. Bu durumda, 1 = ﬂ+ 9 sartin1 saglayan her 1< py, p;, p<oo ve bazi
Po B

6’6[0,1] igin LP(U, ) uzayi, LU, u) ve L” (U, 1) uzaylarmm bir ara uzayidir.

Bu, genellestirilmis Holder esitsizliginden, yani her f e LP (U, ) L™ (U, 1) igin

1-0 0
” f |||_P(u,ﬂ) S” f |||_P0(U,ﬂ) ” f |||_Pl(u,ﬂ)

den elde edilebilir.
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2.13. Sonu¢ Son iki esitsizlik, Yj =K secimi ile (2.42) esitsizliginin 6zel bir
durumudur.  Asagidaki  teorem  ikinci  Ornekteki LP(U,x)  uzaymin

(Lp" U, ), LU, ,u)) ‘e gore bir tam interpolasyon uzay1 oldugunu gosterir.

2.36. Teorem (Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi)

1< Py, Py, g, O S0, 6’6[0,1]; U, ) ve (V,v) o-sonlu dlgii uzaylart ve KeC
olsun. Bu durumda,

1-6 6
+_
Po Py

1-6 0
+_
b G

1
'q
olmak iizere,

TeL’(ij(U,u),qu(V,v)), =01 = Tl < £(LPU 0.1V )

dir. Bunun yani sira, her T e L’(ij U, ), LY (V,v)), j=0,1 igin

1-6 [
”T ”[(LP,Lq) < ”T ”[(LPO,LQO) ”T”[(U’l,l_"ﬁ)

esitsizligi saglanir.

Riesz-Thorin interpolasyon teoreminin uygulanamadigi bazi durumlarda asagidaki

teorem uygulanabilir.

2.37. Teorem (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi)

1< Po, PruUys Gy <0, Go=0; 6<€(0,1); U,u) ve (V,v) &lgii uzaylar olsun.

Ayrica,

1-0 6
+_
Po Py

1-6 6
+_
b G

1 1
p 'q

olsun ve p < oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
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TeL’(ij(U,y),qu(\/,v)), =01 = Tl < £(LPU 0. LV )

dir. Ustelik, her T e L’(ij U, 0), LY (\/,v)), j=0,1icin

1-6

) = C6’ ”T ”[(LPO,LEO

)T

0
”T”z(l_”,l_‘4 "K(LplyLﬂl)

esitsizligini saglayacak sekilde bir C, sayisi vardir. Burada, LI(V,v); t>0 igin
m(t; f): v({x eV :|f(x)| >t}), f nin genellestirilmis fonksiyonunu gostermek

lizere eger 1< g <o ise
LIV,v) ={f :V — K olcllebilir m(t; f) stgq her t >0 ve herhangi C >0 igin}

seklinde tanimlanan zayif L%- uzayidir. Ayrica, q=oo ise bu durumda,
LZ(V,v)=L"(V,v)

olur. Dikkat edilirse, L1(V,v),
| £]l0 =suptm(t; f )*°
t>0

kuazinormuyla birlikte bir kuazinormlu uzayidir.

Burada bir X vektor uzay: iizerindeki bir || kuazinormu, bir normun sagladig

biitiin 6zellikleri saglar; bir farkla, her X,y e X i¢in ve bir C >1 sayisi i¢in liggen

esitsizligi
[x+yl=C(lx|+Iv1)
esitsizligi ile degistirilir.

2.14. Sonu¢ LY(V,v) notasyonu yerine L%*(V,v) notasyonu da kullanilmaktadir.
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A) Reel interpolasyon Metodu

Burada (Xo, Xl) , Banach uzaylarin bir interpolasyon uzay1 olarak ele alinacaktir.

2.38. Tammm (K-Metot) t >0 icin, X € X + X; olmak iizere,

K (t,X) = K (t,%; Xg, X;) = inf (Ixoll, +tlxly, )

X=Xg+X1, Xg€Xq, X €Xq
dir.

2.9. Lemma Her xe Xy+ X; i¢in t—> K (t, X) doniisiimii negatif olmayan, artan ve

konkavdir. Ayrica, t,5 >0 igin

K (t,x) < max(l,éj K (5,%)
esitsizligi saglanir.

2.40. Tamm 60 <(0,1), 1< p<oo igin (Xq, Xy ),  reel interpolasyon uzay,

0,p

(XosXe)y , = {x€Xo+ Xy Dy p (K (X)) <00}
seklinde tanimlanir. Burada,

@y, (K (- ‘Ht Kt )HLp«o,w%T)

o Yy
t‘HK t, X at p,1£p<oo
j(eow )

supt K (t,x) p=oo
t>0

dir. (X, Xl) 6.0 reel interpolasyon uzayimin normu,
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X1y, = @op (K (X))

ile verilir. Ayrica, 6€(0,1) i¢in (Xg, X;) interpolasyon uzaymmn  siirekli

interpolasyon uzayz,

limt K (t,x) = limt™?K (t,x) =0}

(XorXy), : {XG(xo,x L lim
ile gosterilir.

2.14. Sonug i) ||, , ‘nun gergekten bir norm ve (Xo:X1), o ‘min Xo+X; ‘in bir
lineer alt uzay1 oldugu gosterilebilir. Ayrica (XO, Xl) oy (XO, Xy ) 0., Uzaymn kapali

bir alt uzayidir.
ii) Herhangi a,a # 0 ve integrallenebilen f fonksiyonu i¢in

jf(at)——jf(t)— jf(ta)T—%T

0

13

— 7 ‘ye gore integralin 6nemli 6zelliklerindendir.

2.38. Teorem 1< p<o, 06(0,1) olmak tizere (XO, Xl), (YO,Yl) Banach uzaylarin
interpolasyon giftleri olsunlar. Bu durumda (Xo, Xy ), , Ve (Yo Y1), " (Xq,Xy) ve
(Yo.Y;) ‘e gore tam interpolasyon uzaylaridirlar. Ayrica, (Xo,Xl) , Ve (YO,Yl) g

(Xg,X1) ve (Yp,Y1) ‘e gdre tam interpolasyon uzaylaridirlar.
Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki Lemma verilebilir.

2.10. Lemma 1< p, < p, <%0, 6 €(0,1) olsun. Bu durumda

XoNXy = (X0 X1)y, ©(XoiX1), ) & Xo+ Xy (2.43)
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gomiilmeleri siireklidir. Ayrica, 1< p<oo igin (Xgq, Xy) o.p <(Xg, Xy) p dir. Ozel
olarak (X, xl)g,p ve (XO, Xl)a, (Xq, Xy) ‘e gore ara uzayidirlar.

2.11. Lemma Teorem 2.38 deki kabullerin saglandigini varsayalim ve
X =(Xp, X1), o Y =(Yo. 1), , olsun. Bu durumda her T eL’(Xj,YJ—), =01 igin
TeZ(X;.Y), j=01 = T|, e£(X.Y)

dir ve

1-6

0
< It ) Tz,

ITlcx.xy

esitsizligi saglanir. Benzer ifadenin X =(XO, Xl) Ve Y :(YO,Yl) 0 uzaylart icin de

dogru oldugu goriilebilir.

2.12. Lemma Herhangi ¢ €(0,1), 1< p<o igin (X, X;), ; ve (Xg, X;), normlu

uzaylar1 tamdir.

23. Not i) K(t,X;Xg,X;)=tK(t"xX;, X, ) oldugundan her  0&(0,1),

1< p<w igin

(Xo’ Xl)glp :(Xl’ XO)]__gyp’ (X01 Xl)g :(Xl’ XO)l_g
dir.

ii) Eger X, c X, gomiilmesi siirekli ise bu durumda K (t,x)< ”X”xo ve bu nedenle

0e (0,1) , 1< p<oo ‘abagl olarak herhangi ¢, ,,Cy , >0 sabitleri igin

Co,o Xy, <I¥l, + [t K (t:x: X0, Xy)

HCHES <Cop Xy,

esitsizligi saglanir.



61

iii) Her #€(0,1), 1< p<co igin es deger normlarla (X, X,), o = Xo yazabiliriz.

Daha kesin olarak, 6 ve p ye bagli olarak herhangi ¢, ,,Cp , >0 sabitleri igin

So,p X, <IXlx, <Co.p X[,
esitsizligi gecerlidir.

2.13. Lemma X; < X, gomiilmesi siirekli olsun. Bu durumda, her 0< 4, <6, <1

i¢in
(XO' Xl)ez,oo = (Xl’ XO)al,l
yazabiliriz.

Hatirlanirsa, eger 1< p<oo ve Qc R" bir bblge ise bu durumda

W3 (Q)={f eL?(Q):Vf eLP(Q)}

|f ”Wg(g) =|f ”U’(Q) +|[vf ”U’(Q)

dir. Burada Vf(oxf,....0x,f), f nin zayif veya genellestirilmis tiirevlerini

gosterir.

2.21. Ornek Her 0< @ <1 ve 1< p<o icin es deger normlarla

(C(R”),Cl(R”))em —CY(R"),
(C®M.CHrM) =h"®"),

(l_Io (R”),Wé(R”))eyp =W/ (R")

yazilir. Burada h? (R™), c? (R™) iizerindeki normla donatilmis
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h?(R") = {feC (R™M: lim  sup M }

R—0" x,yeR",0</x-y|<R |X y|

seklinde tanimlanan kii¢iik Holder uzayidir. Ayrica, Wr? (R"),

WO (R") = {feLp(R”) [y oo}

y
£00 - f(y)° i
[f]\NH(Rn = J. Td(ﬁ y)

R"xR" |X_ |

seklinde tanimlanan Sobolev-Slobodetskii uzayidir.
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3. BAZI OPERATORLER VE OZELLIKLERI

Uygulamali matematigin temel bir¢ok probleminde lineerligin 6zellikleri paylasilir.
Lineer operatorler ve lineer uzaylar bu problemlerin analizi i¢in kurulan sistemleri
genel olarak saglarlar. Daha karmasik uygulamalar lineer olmayan operatorlere yol
acar. Lineer olmayan operatorlerin analizi i¢in kullanilan araglar ise ayrica yeni bir

calisma alaninin ortaya ¢ikmasina sebep olur.

Lineer operatorler, genellikle ¢ozlilmiis problemlerin veya en uygun hale getirilmis
fonksiyonlarin olusturdugu matematiksel problemleri agiklamak igin kullanilir. Bir
matematiksel problemin teorik ¢oziimiinii incelemek i¢in problemin ¢oziimiinde
gerekecek operatorlerin 6zellikleri hakkinda fikir sahibi olmaliyiz. Bu dogrultuda
burada lineer olmayan operatorlere ¢cok deginmeyip lineer operatorler iizerine bazi

temel sonuglar1 gozden gegirecegiz [2], [23], [30], [43].

3.1. Tamm X ve Y bos olmayan kiimeler ve D < X olsun. D deki her bir

elemana Y de bir tek eleman karsilik getiren kurala D den Y ye bir doniisiim denir.
X ve Y den en az biri vektor uzay1 ise bu doniisiime genellikle operator denir. Eger

A, D den Y ye bir operator ise

A:Dc X >Y
yazilir. Bu tanimda gegen D ‘ye A nin tamim kiimesi denir ve D(A) ile gosterilir.
R(A)={yeY| y=A(x),xeD(A)}

kiimesine de A operatoriiniin deger(veya goriintii) kiimesi denir. A operatoriiniin
yaptig1 islem,
A:D(A)c X >R(A) Y

veya A:X —Y seklinde gosterilir. Tanmmma dikkat edilirse D(A)# X veya
R(A)#Y olabilir.
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3.2. Tammm A: X —Y operatori, Ec X ve F Y alt kiimeleri verilmis olsun.
A(E) ={A(x)| x E}
kiimesine E nin goriintiisii ve
A*(F)={xeX| A(x)eF|

kiimesine de F nin ters goriintiisii denir.

3.3. Tamm A,B:X —Y operatorleri verilsin. Eger D(A)=D(B)=D ve her
x e D igin A(X)=B(x) ise A ve B operatorleri esittir denir ve A= B yazilir. Eger
D(A)cD(B) ve her xeD(A) i¢in A(x)=B(x) ise A operatérine B nin

kisitlamasi denir ve A= B|D A ile gosterilir.

3.4. Tammm A: X —Y bir operator ve beY olmak iizere her x e X i¢in, A(X)=b
ise A operatoriine sabit operator, A(X)=X ise A operatoriine birim operator

denir ve genellikle | ile gosterilir.

3.5. Tamm A:X —Y operatorii verilmis olsun. Eger, A(X)=Y ise A ya orten

operator aksi halde, Aya i¢ine operator denir. Her x,x, € X igin
X # Xy = A) # AX,)
ise A ya birebir operator denir.
3.6. Tamm X ve Y normlu uzaylar ve A: X —Y bir operator olsun.

Ve>0 ve her xeB(X,5) = D(A) igin [x—X,[| <& oldugunda ||A(X)—A(x,)|< e

olacak sekilde bir &(&) >0 sayis1 varsa A ya siirekli operator denir.

3.7. Tamm X ve Y normlu uzaylar ve A:D(A)c X > R(A)cY operatorii

verilsin. Eger, A operatéri D(A) daki her sinirh alt kiimeyi (X e gore simirli),
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R(A) nin sinirlt bir alt kiimesine (Y ye gore), gotiiriiyorsa A ya simirh operator

ad1 verilir.

3.8. Tamm X ve Y aym K cismi iizerinde iki vektor uzay ve A: X —Y bir

operator olsun. Eger, D(A), X in alt vektor uzayi ve her X,y € D(A), her a, f K

igin,
Alax+ BYy) =aA(X)+ BA(Y)
ise A ya lineer operator denir.

3.1. Ornek CW® (A), A agik kiimesi iizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlarin vektor

uzay1 olmak iizere,
A:CH(A)cC(A)>C(A), A(f)=T"
olarak tanimlanan A operatorii lineerdir. Gergekten, f,g eC(l)(A) ve a,feR
i¢in,
Alaf +p9)=(af +p9) =af’'+ 9" =aA(f)+ SA(Q)
dir.

b
3.2. Ornek A:C[a,b] >R, A(f) :I f(x)dx olarak tanimlanan A operatdrii

a

lineerdir. Gergekten, f,geCl[a,b] ve a, R igin,
b b
Al f + B9) =j(af +9) (X)dx =j[af(x)+ﬁg(x)]dx
a X X a
:aj f (x)dx+ﬂjg(x)dx=aA(f)+ﬁA(g)

dir.
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3.1. Teorem A:X —Y bir lineer operator olsun. Eger, A bir tek noktada siirekli

ise her noktada streklidir.

Ispat. A operatdrii bir X, € D(A) noktasinda siirekli olsun. X € D(A) olmak iizere,

(%), D(A) da x e yakinsayan bir dizi olsun. Bu durumda,
X, >X =X, —X=6
dir. Buradan,
Xy —X+Xy >0+ %X =X,
olur. A lineer oldugundan
A Xy —X+%y) = A(X)
= A(X,)—A(X)+A(X) = A(X,)
= A(Xx,)-A(x)> 8
= A(X,)—> A(X)

dir. O halde, A, xeD(A) da siirekli ve X keyfi oldugundan A, D(A) da

sureklidir.

Demek ki, lineer operatorler ya uzayin tamaminda siireklidir ya da tamaminda

sureksizdir.

3.1. Sonu¢ A: X —Y bir lineer operator olsun. Eger, A, @ noktasinda (&, X in

birim elemani) siirekli ise A tiim uzayda siireklidir.

3.9. Tamm A:X —Y bir lineer operatdr olsun. Eger, her x € D(A) igin,

|A(x)| <X (3.1)
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olacak sekilde C >0 sayist meveut ise A ya D(A) da sumrh lineer operator

denir. Eger, D(A)= X ise A ya sirh lineerdir denir.

3.1. Not Sinirl lineer operatdr kavrami, sinirli lineer dontisiim kavramindan farklidir.

Hatirlanirsa bir f : X —Y doniisimii her xe X igin || f (X)|| <K (K>0) sartim

sagliyorsa bu donlisime X de smurlidir deniyordu. Buna gore, mesela A:R — R,

A(X) =X operatori bir doniisiim olarak sinirli degil iken lineer operator olarak (3.1)

sartin1 saglar. Yani, sinirhidir. Gergekten, her X € R i¢in
[ACI] = |AG)|=[X
dir (Burada, C =1 dir).

3.2. Teorem A:X —Y bir lineer operatoriiniin D(A) da sinirli olmasi icin gerek

ve yeter sart A operatdriiniin D (A) da siirekli olmasidur.

3.10. Tamm A:D(A)c X - Y smurh bir lineer operator olsun. Bu durumda,

Vx e D(A) igin,
[ACO] =K

olacak sekilde bir K >0 sayist vardir. X # € olmak tlizere yukaridaki esitsizligin her

iki tarafi ||X|| ile béliiniirse,

olur. Simdi, bu son esitsizligi saglayan en kiigiik K sayisini diisiinelim. Bu en kiigiik

K sayisi,

A
K min ZSUD{%ZX?&@,XE D(A)}
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dir. Bu en kiigiik K sayisina A operatoriiniin normu denir ve ||A|| ile gosterilir.

Yani, K, = ||A|| dir. A operatdriiniin normu ayrica,

A= sup{” ”(”)”. xeD A),x¢¢9}

(
[ACON: Il =1}
[ACO: Il <1}
[ACO: ] <1}

= inf |AMX)| <K |x|, xe D(A)}

sup{
1
1
{K:
olarak da tanimlanir.

3.11. Tammm A: D(A) c X =Y operatorii verildiginde 6zel olarak Y =R (veya C)

ise A ya fonksiyonel denir. Eger, A lineer ise A ya lineer fonksiyonel denir.
3.12. Tamm A:D(A)c X - R(A)cY birebir lineer operatorii verilsin.
AT :R(A)> D(A), A(y)=x < A(X) =Y

seklinde tanimli A™ operatdrine A nin ters operatorii denir. Buna gore,

vxeD(A) igin (AA)(x)=x Ve VyeR(A) icin (AA™)(y) =y dir.
3.13. Tamm A:D(A)c X —Y lineer operatdrii verilsin.
CekA={xeD(A): A(X) =0}

kiimesine A operatoriiniin cekirdegi(sifir uzayir) denir. A lineer oldugundan
A(6) =60' olup 6 eCekA dir. Dolayisiyla, CekA =< dir.

3.14. Tamm X ve Y iki normlu uzay olsun. X den Y ye tamiml tiim lineer

operatorlerin kiimesi

L(X,Y)={A:X > Y| Alineer}
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ile gosterilir. L(X ,Y) kiimesi, her A, A, € L(X ,Y) ve a € K igin,

(A+A)X)=AX)+A(x) ve a(A)X)=aA(x)

islemlerine gore bir vektor uzayidir. X den Y ye tanimli tim lineer ve smirh

operatdrlerin kiimesi

C(X.Y)={A:X Y| Alineer ve sinirh }
ile gosterilir. Bu C(X,Y ) kiimesi, L(X,Y) vektor uzaymin bir alt vektdr uzayidir.

3.3. Teorem X ve Y ayni cisim iizerinde iki normlu vektdr uzay ve C(X,Y) de

X den Y ye tamiml tiim lineer ve smirli operatorlerin vektor uzayir olsun. Bu

durumda, C(X,Y),

| Al=sup{|ACO: ] <1}

normuna gore bir normlu uzaydir. Ayrica, Y nin tam olmasi yani Banach uzayi

olmast halinde C(X,Y) de bir Banach uzayidr.

3.2. Sonu¢ Teoreme dikkat edilirse, Y tam olmak iizere X tam yani Banach uzay1
olmasa bile C(X,Y) bir Banach uzayidir. Ozel olarak Y =R veya Y =C alinirsa,
R ve C tam oldugundan C(X,R) ve C(X,C) uzaylari X tam olmasa bile birer

Banach uzayidir. Bu uzaya, X in dual uzay1 (siirekli duali) denir ve X* ile

gosterilir. Demek ki, X" =C ( X, R) birinci dual uzay1 bir Banach uzayidir.

3.1 Kompakt Operatorler

V', sonlu boyutlu bir lineer uzay ve A:V —V operatérii lineer oldugunda Au=w

denklemi iyi gelismis bir ¢6ziim teorisine sahiptir. Burada elde edilen sonuglari
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sonsuz boyutlu uzaylara genigletmek i¢in kompakt operatér kavraminmi ifade

edecegiz.

3.4. Teorem (Genisleme Teoremi) V , bir normlu uzay olsun ve V de onun

tamamlamsini gostersin. W bir Banach uzay1 olmak tizere L e £L(V ,W) oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, burada
Lv=Lv, VeV

ve
€5, =lE

seklinde tanimlanmis bir tek I:EE(\?,W) operatorii vardir. Bu L operatérii L

operatoriiniin bir geniglemesi olarak adlandirilir.

3.5. Teorem (Diizgiin Simirhiik Prensibi) {Ln} bir V Banach uzaymdan bir W

normlu uzaymda tanimli siirh lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Her veV igin

{L,v} dizisinin smirl oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
sup||L, [ < oo

dir. Bu teorem genel olarak diizgiin sinirlilik prensibi olarak adlandirilir.

3.15. Tamm V ve W Banach uzaylar1 ve K:V —W operatorii lineer olsun. Bu

durumda, eger

{Ku‘ Jul, sl}

kiimesi W da kompakt bir kapaniga sahipse K operatorii kompakttir denir. Bu, her
smirl {un} cV dizisi i¢in bir {Kun} dizisinin W da herhangi bir noktaya yakinsak

olan bir alt diziye sahip oldugunu sdylemek ile esdegerdir. Kompakt operatorler

ayrica tam siirekli operatorler olarak da adlandirilir.
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3.1. Lemma Asagidaki sartlar saglandigini kabul edelim.

i) E ve G Banach uzaylari olmak lizere E — G siirekli gomiilebilir,

ii) Bir B operatorii, E den F Banach uzayma smirli ve herhangi ¢ >0 i¢in
IBl,. <<l +C@)ul,, u<E.

Bu durumda, B operatorii, E den F ye kompakttir.

3.2. Lemma Asagidaki sartlar saglandigini kabul edelim.

i) E ve G bazlar1 bulunan birer Banach uzaylaridir ve E yansimalidir,
ii) E <G gomiilmesi her yerde yogun ve siireklidir,

iii) F bir Banach uzayr olmak iizere, E den F ye tamimlanan B operatori,

kompakttir.
Bu durumda, herhangi & >0 igin

[Bulle <&fule +C(&)ul;. ueE

olacak sekilde C(&)>0 sayisi bulunur (Bu lemmalarin ispati S. Yakubov ve Ya.

Yakubov’ un [45, altboliim 1.2.7] de bulunabilir). Literatiirde bu iki Lemma

operatorlerin kompaktlik kriteri olarak bilinir.

3.2 integral Operatorii

3.16. Tamim Siirekli olan her f(X) fonksiyonu i¢in

Lf (x) :Tk(x,;) f(£)d¢
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seklinde tanimlanan L operatdriine, ¢ekirdegi k(X,{ ) olan bir integral operator

denir.

Bu tanima gore,
b
L (0 =[G(x¢)f(¢)d¢

oldugundan L™ operatérii, gekirdegi G (X,¢) Green fonksiyonu olan bir integral

operatoridir.

3.3 Fredholm Operatorii

Bir operatoriin Fredholm operatorii olma o6zellikleri arastirilirken genellikle S. G.
Krein, H. Triebel ve Isabelle Titeux- Ya. Yakubov’ un kitaplar1 goz Oniine
almmustir [22], [42], [43].

3.17. Tamm E ve F birer Banach uzay1 olsun. D(A) tanim kiimesi, R(A) deger

kiimesi, F’, F nin eslenik uzay1 ve D(A) c E olmak tizere A:E — F operatorii

verilsin.
Au=0

homojen denkleminin ¢oziimlerinin kiimesi, A operatoriiniin ¢ekirdegi (kernel)

olarak adlandirilir ve ker A ile gosterilir. O halde,

kerA::{u|u e D(A), Au :O}

dir. R(A) tizerinde F' den 0 a esit gelen fonksiyonlarin kiimesi ise A

operatoriniin cokernel i olarak adlandirilir ve coker ile gosterilir. Bu nedenle,
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coker A:={V|v'e F’, (Au,v')=0, ue D(A)}
dir. Bu tanimlamalardan sonra, eger E den F ye bir A operatori,
i) R(A), F de kapaldur,
ii) ker A ve coker A sirasiyla E ve F' niin sonlu boyutlu alt uzaylaridir,
iii) dimker A=dimcoker A
sartlarini saglarsa Fredholm operatorii denir.

3.6. Teorem (Geometrik Seriler Teoremi) V bir Banach uzayr ve LeL(V)

olsun.

Ll <2

oldugunu kabul edelim. Bu durumda | —L, V {lizerinde 6rtendir ve onun tersi
(-1 -3r
n=0

siurlt lineer operatordiir ve

1

0071

dir.
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3.4 Rezolvent Operatorii

V bir kompleks Banach uzay,, V =C(D) |{_ diizgin normuyla bir D kapah

kiimesi tizerinde siirekli kompleks degerli fonksiyonlarin bir kiimesi ve L:V —V
operatorlii sinirlt lineer bir operatdr olsun. Geometrik seriler teoreminden eger

|4 >||L|| ise bu durumda
(A=1)":V 5V

seklinde bir siirli lineer operator vardir.

3.18. Tammm V bir kompleks Banach uzayi ve L:V —V bir sinirli lineer operator
olsun. Eger (/1— I )71 :V =V bir siirlt lineer operatdr olarak varsa bu durumda

AeC, L operatdriiniin rezolvent kiimesine ait oldugu soylenir. Bu kiime p(L) ile

gosterilir ve (/1 -1 )_1 operatorii rezolvent operator olarak adlandirilir.

3.5 Pozitif Operatorler

3.19. Tamm A bir Banach uzay1 ve A operatorii, D(A)c A seklinde yogun bir

bolgede A operatdriiniin goriintiisii A da bulunacak sekilde tanimlanmis bir kapali

lineer operator olsun. Eger (—oo,O], A operatoriinlin rezolvent kiimesine ait ve

burada bir C >0 sayisi i¢in

H(A —tE)_lu <—— te (—oo, 0]

1+t

esitsizligi saglanir ise bu durumda A operatoriine pozitif operator denir.
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3.6 Gomiilme Operatorii

Tammm 3.20. E Banach uzayindan F Banach uzayma giden bre-bir ve cebirsel
islemleri koruyan J :E — F doniigsiimii verilmisse, o halde E, F ye gomiilmiistiir

denir. Bu halde J(E) ile E ayni uzaylar olarak kabul edilir ve bu anlamda E — F

yazilir. J operatoriine ise gomiilme operatorii denir.

J:E > F gomilme operatorii siirekli(kompakt) oldugunda E — F gomiilmesi de

stirekli(kompakt) gomiilme olarak adlandirilir. Eger, J(E) gorintii kiimesi her yerde

yogun ise E — F gomiilmesi de her yerde yogundur denir.
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4. SINIR DEGER PROBLEMLERI

Fizik alaninda 6zellikle mekanikte uygulamasi sik¢a goriilen gecis sarth bazi sinir
deger problemlerinin kok fonksiyonlarinin tamligi ve izomorfizmi ile ilgili
caligmalardan biri I. Titeux ve Ya. Yakubov tarafindan yapilmistir [42]. Ayrica
stirekli katsayili sinir deger problemlerinin izomorfizmi, koersitivligi ve Fredholm
operatdr ile ilgili, S. Yakubov ve Ya. Yakubov’ un ¢ok sayida caligsmasi ve kitaplari
bulunmaktadir. Bu matematikg¢iler ayn1 zamanda sinir sartlarinda spektral parametre

bulunan sinir deger problemlerinin soyut bir teorisini kurmuslardir [45-47].

Sinir deger problemleri bir diferensiyel operator olarak yazilabildiginden diferensiyel
operatdrlerin tanitilmasina sinir deger problemlerini ele alarak baslayacagiz. Burada
g0z Oniine aldigimiz kaynaklar, literatiirde 6nemli bir yere sahip olan Naimark M.A.
ve S. Yakubov ile Ya. Yakubov un kitaplarmin da arasinda bulundugu ([3], [19],
[22], [30], [31], [45]) kaynaklaridir.

4.1 Diferensiyel Denklemler

Baz1 statik problemlere dayali denklemlerin ¢6ziimlerini cebirsel metotlarla
bulabiliriz. Ancak dogal olaylarda zamana gore degisim iceren problemlerin ¢éziimii,
olaydaki degisen nicelikleri birbirine baglayan denklemlerin ¢oziilmesi suretiyle elde
edilir. Herhangi bir olaydaki bir durum, bir veya birden fazla degiskene bagli olabilir.
Tek degiskene bagl bir olaya ait matematiksel denklemin kurulup ¢oziilmesi, tek
degiskenli fonksiyonlar teorisinin bilinmesi gerektirmektedir. Tabii ki bu teorinin

icindeki esas hedef bir y bagimli degiskeninin bir X bagimsiz degiskenine gore
d
degisimi olan d—y =Y’ tiirevini i¢eren denklemlerin ¢oziilebilmesidir. Benzer sekilde
X

birden ¢ok degiskene baglhh bir olaya ait matematiksel denklemin kurulup

¢oziilebilmesi i¢in de ¢ok degiskenli fonksiyonlar teorisine ihtiya¢ vardir. Burada ki
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esas ama¢ da ¢ok degiskenli fonksiyonlar yardimiyla kurulan ve kismi tiirevli

denklemeler olarak bilinen denklemlerin ¢oziilebilmesidir.

4.1. Tamm [19]. F, R veya C ve F™ iizerindeki norm Euclid normu olmak

luzere
f :Dng(Fm)n+1 — F", m>1,n>1(mneN)

fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

(% Y00, Y00, Y00,y (), YV () = 0 (4.1)

denklemine adi (bayagi) diferensiyel denklem denir. O halde adi diferensiyel
denklem, bir bagimli degisken, bir bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin

bagimsiz degiskene gore tlirevlerini igeren bir denklemdir.
y:lcR—>F"

seklinde tanimlanan n inci mertebeden tiirevlere sahip Yy(x) fonksiyonu, (4.1)
denklemini saglarsa bu fonksiyona denklemin ¢oziimii denir. Eger (4.1)

denkleminden y™ acik olarak ¢oziilebiliyorsa bu denklem
Y00 =0(% Y09, Y09, Y09, y" (), Y () (4.2)
biciminde yazilabilir. Burada ¢
n
¢:Qng(Fm) Ny (4.3)

seklinde tanimli olan siirekli bir fonksiyondur. m>1 olmasi halinde y(x)e Z#"
fonksiyonu vektor degerli bir fonksiyon olup y ve tiirevlerinin 1xm tipinde bir

vektor oldugu goriiliir. O halde m>1 i¢in (4.2) denklemi bir diferensiyel denklem

sistemini gosterir.
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4.2. Tanim (4.1) denklemi
a, Y™ +a, Yy ey ay +agy = f(X)
veya

dn dn71 d2 d
a, dx,¥+an—1 dxn_¥+...+a2$z+ald—i+aoy: f(X)l a, #0

seklinde de gosterilebilir. a; (i =1,2,...,n) katsayilarinin sabit veya x in fonksiyonu
olup olmamasina gore bu denklem sabit katsayili veya degisken katsayil1 diferensiyel
denklem olarak adlandirihir. Eger f(x) =0 ise denkleme homojen (ikinci tarafsiz)
diferensiyel denklem, f(x)=0 ise denkleme homojen olmayan (ikinci tarafl)

diferensiyel denklem denir.

4.3. Tanmim [19]. Diferensiyel denklemler, tiirevlerin oniindeki katsayilara gore de
simiflandirilmaya tabi tutulurlar. Tiirevlerin Oniindeki katsayilar1 sabit olan
denklemler sabit katsayilh denklemler, katsayilar1 degisken olan denklemler de

degisken katsayilh denklemler adini alirlar.

4.4. Tamm f:DcR"—>R bir fonksiyon ve (a,a,,...,a,) € D olsun.

lim f(ay,8y,...a +h,....,a,)— f(a,a,,...a,)
h—0 h

limiti mevcut ise bu limite f fonksiyonunun x, degiskenine gore (ay,a,,...,a,)

noktasindaki kismi tiirevi denir ve

of (a,a,,....a,)
Xy

veya f, (a,8,,....8,)

seklinde gosterilir.
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4.5. Tammm Birden ¢ok bagimsiz degiskeni, en az bir bagimli degiskeni ve bu
bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore kismi tlirevlerini iceren bir

denkleme Kkismi tiirevli diferensiyel denklem denir.

4.2 Sinir Deger Problemleri

&,8,,...,a, (a,=0) sabit reel sayilar olmak iizere bir [a, b] araliginda taniml

I(y)=a,y™ +...+a,y"+ay'+a,y=0 (4.4)

sabit katsayili lineer homojen diferensiyel denklemini goz ontine alalim. Burada, Y
fonksiyonu [a,b] araliginda n-inci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen

(yeC™)bir fonksiyondur. y,,¥,,...,y, fonksiyonlart (4.4) denkleminin lineer

bagimsiz ¢oziimleri ve C;,C,,...,C, keyfi sabitler olmak iizere (4.4) denkleminin genel
¢OzUmunun

y=CV,+CY, +...+C.Y, (4.5)
seklinde yazildigini biliyoruz.

Bu y fonksiyonu ve (n—1)-inci mertebeye kadar tiirevlerinin a < x <b araliginin

sinir noktalarindaki degerleri

y(@),y'@), y"(@).... "2 (@); y(b), y'(b), y"(b),.... y" ' (b)

olmak tizere, bu ifadelerin lineer birlesimlerinden olusan

U,(Y) =, y(a) +a,y'(@) +.. + y"(a)+ Buyb)+B,y'(b)+..+ B, y"(b)=0
U, (Y) = y(@) + @, Y (2) + ...+ 2 Y (@) + By (0) + B,y (0) +...+ B,y " (0) = 0

Un(Y) = 0 Y(@) + 2y @)+t 2t Y0 (@) + By (B) + B,y (0) +..ot By Y P (0) = 0

(4.6)
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sistemini géz oniine alalim ve bu sitemi daha sade olarak
U, (y)=0, k=12,...m 4.7)

seklinde gosterelim.

4.6. Tammm (4.6) ve (4.7) sistemine (4.4) denkleminin smmir sartlar1 denir. Bu

sistemdeki her bir denklem bir sinir sart1 ve U;,U,,...,U, lineer birlesimleri de sinir

formlar1 olarak adlandirilir. (4.4) homojen denklemi ile bu denkleme ait (4.7) sinir

sartlar1 birlikte diisiiniildiiglinde

I(y)=0

U,(y)=0, k=12,....m (4.8)

seklinde ifade edilen probleme de homojen simir deger problemi denir.

4.7. Tamm f(x), [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve f, sabit sayilar olmak

lizere,

I(y) = T(x)
U(y)="f., k=12,...m

sistemine homojen olmayan sinir deger problemi denir.

4.8. Tammm Homojen sinir deger probleminin daima bir y=0 ¢oziimii vardir. Bu

¢oziime problemin asikar (trivial) ¢6ziimii denir. Problemin sifirdan farkh

¢oziimlerine de asikar olmayan ¢oziimleri denir.

Simdi, (4.7) smir sartlar1 ve 1(y) diferensiyel ifadesinin tanim bolgesindeki her bir
y fonksiyonuna I(y)=u olacak sekilde bir u degerinin karsilik geldigi kabul

edilirse (4.8) sinir deger problemi L ile gosterilen bir lineer operatdr yardimiyla
Ly=u

biciminde yazilabilir. Yani, bu esitlik
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Ly = (1(y), U (¥),Ux(Y),....Un(y)) =u (4.9)

anlamindadir.

4.9. Tanim (4.9) seklinde ifade edilen L operatoriine, 1(y) diferensiyel ifadesi ve

(4.7) smur sartlar1 tarafindan iiretilen diferensiyel operator denir. Buna gore, (4.8)

siir deger problemi ile L diferensiyel operatorii esdeger olup
Ly=0
seklinde yazilabilir.

Buradan, bir diferensiyel ifadenin farkli sinir sartlar1 altinda farkli diferensiyel

operatdr iiretecegi anlasilmaktadir. Bu durumda, I(y) diferensiyel ifadesinin {irettigi
en genis lineer diferensiyel operator sinir sartlarinin olmadigi durumdur. Bu operator

L, ile gosterilen ve

|_1 :C(n) [a’ b] _)C(n) [a’ b], D(Li) :C(n) [a’ b], |_1y =|(Y)

seklinde tanimlanan operatordiir. 1(y) diferensiyel ifadesinin {irettigi en dar lineer

diferensiyel operator ise sinir ifadelerinin hepsinin sifir oldugu yani,

y@=y'@=..=y"@=yb) =y'0)=..=y"(b) =0

oldugu durumda tirettigi operatordiir. O halde, bu operator L, ile gosterilen ve
Ly:C™[a,b] >C™[a,b],
D(Ly)={y eC™[ab]|y(@)=y'(@) =..= y" (@) = y(b) = y'(0) =...= " " (b) =0}

seklinde tanimlanan bir operatdrdiir. Buna gore, (4.8) sinir deger probleminin tirettigi

diger tiim diferensiyel operatorler L, ve L, operatorleri arasindadir yani,

L,cLcl

olmaktadir.
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4.3 Ozdeger Parametreli Simir Deger Problemleri

gt hE d
dxni’+...+az(x)d73’+a1(x)d—i+ao(x)y

() =an<x>‘37ny+an_1<x>

ve A reel veya kompleks bir parametre olmak iizere,

I(y) =1y (4.10)
U.(y)=0, k=12,..,m (4.11)

sinir deger problemini géz Oniine alalim. Bu simir deger probleminin irettigi L

diferensiyel operatoriine gore (4.10) problemi
Ly=Ay veya (L—Al)y=0

seklinde yazilabilir. Burada, (L—Al)y=0 denkleminin sifirdan farkli bir

¢Oziimiiniin olmasini saglayan A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri denir.

4.10. Tammm (4.10)-(4.11) simir deger probleminin irettigi diferensiyel operator L
olmak iizere bu operatoriin 6zdegerine problemin 6zdegeri, bu 6zdegere karsilik
gelen sifirdan farkli y (y=0) fonksiyonlarina da bu problemin 6zfonksiyonlar:

denir.

4.1. Not Operatoriin tanimlandig: lineer uzay fonksiyon uzayr oldugunda 6zvektor

yerine 6zfonksiyon kavrami kullanilir.

4.11. Tanim (4.10)-(4.11) seklinde verilen bir sinir deger problemine diferensiyel
denkleminde Ozdeger parametresi bulunan 6zdeger parametreli homojen simir

deger problemi adi verilir.

4.2. Not A ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar kiimesi sonlu boyutlu olan bir
lineer uzay olusturur. Bu uzayin boyutu, (4.10)-(4.11) simir deger probleminin A

0zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz ¢oziimlerinin sayisidir.
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4.1. Teorem Ayni bir A 0Ozdegerine karsilik gelen y, ve y, 6zfonksiyonlarinin

lineer birlesimi de bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olur.
Ispat. y, ve y, dzfonksiyon ise
L(v;) =4y, ve L(¥,) =1y,
oldugundan c, ve c, herhangi skaler olmak iizere,
L(CY1 +CY,) = L(CY1) + L(C,Y,)

=C,L(y1) +6,L(y)

=CAY; +CAY,

=AC Y, +6,Y,)
olur ki bu da cy, +c,Yy, ifadesinin 6zfonksiyon oldugunu gosterir.

Simdi 6zdegerlerin belirlenmesi i¢in asagidaki durumlari inceleyelim.
A) m=n olsun.

(4.10) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri

Y106 4), Y2 (X, A)svves Y (%, 2) (4.12)

olsun. Bu ¢oziimler sistemi, (4.10) denkleminin ¢6ziimlerinin temel sistemi olarak
adlandirilir ve A parametresine gore analitik (tam) fonksiyonlardir. Buna gore,

(4.10) denkleminin genel ¢ozimii

Y, A) = CyYy (%, A) +CpY (%, A) .+ C Y (%, 2) (4.13)

seklindedir. (4.13) genel ¢6ziimii (4.11) sinir sartlarinda yerine yazilirsa
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U, (y(x,2)) =cU; (V1 (X, 2)) + U1 (Yo (X, 4)) +...+ €U (Y, (X, 4)) =0
U, (y(x,2)) =cU, (Vi (X, 4)) + U, (Yo (X, ) +...+ €U (Yo (X, 4)) =0

U (Y(%,2)) = U (¥2(%, ) €U 1y (Y2 (%, 4)) +-. 4G U (Vo (X, 4)) = 0

sistemi elde edilir. ¢; (i=12,...,n) bilinmeyenlerine gore bu sistemin katsayilar

matrisi,

U;(1(6A4)) - Ur(y2(x,4)) - Uy(ya (X, 4))

U, (1(x,4)) Uy (Y2 (%, 4)) -+ Uy(Ya(X,4))

UQ) = (4.14)

Un(i(x4)) Up(ya(x,4)) - Up(ya(x,4)
seklindedir. rankU (1) =r olmak iizere,

a) (4.10)-(4.11) sinir deger probleminin sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmasi igin gerek

ve yeter sart r <n olmasidir.

b) m<n ise r <n olacagindan (4.10)-(4.11) sinir deger problemi A nin herhangi
bir degeri i¢in asikar olmayan ¢oziime sahiptir. Buna gére, m <n olmasi durumunda

A nin her bir degeri 6zdegeridir.

C) m>n ise r <n olmasi igin gerek ve yeter sart U (A1) matrisinin biitiin n -inci

mertebeden minorlerinin sifir olmasidir. Bu durumda,

)U(A) matrisinin biitiin n-inci mertebeden mindrleri sifir ise r<n

olacagindan A nin her bir degeri 6zdegeridir.

ii)U (A4) matrisinin en az bir n -inci mertebeden minorii sifirdan farkli ise n -inci

mertebeden mindrleri sifir yapan biitiin 4 degerleri bir 6zdegeridir.
B) m=n olsun.

Bu durumda, (4.10)-(4.11) siir deger problemi

1(y) =2y (4.15)
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U (y)=0, k=12,..,n (4.16)

seklinde olup (4.14) matrisi de

U (1(x,4))  Up(Y2(%,4)) -+ Uy(Y,(x,2))

U (16 A4)) Uy (Y2 (%, 4)) - Up(Y,(%,4))

U(1) = (4.17)

U,(y1(%,4)) Up(ya(x,4)) -+ Up(ya(x4))
bigimindedir.

4.12. Tamm (4.15)-(4.16) siir deger probleminin irettigi diferensiyel operator L

olmak iizere,

U; (1 (%, 4))  Up(Yo (%, 4)) -+ Uy(y,a(x,4))

M) = detty 2y = 20RO A Vo) o Uz (6,2)

Un(yl(x’/ﬁt)) Un(yz(xvﬂ“)) Un(yn(x’ﬂ'))

determinantina L operatdriiniin veya Ly =0 sinir deger probleminin karakteristik
determinanti denir. L operatoriiniin 6zdegerleri A(4) determinantinin sifirlaridir ve

bir 4 6zdegeri A(A) nin katli bir sifir1 olabilir.

4.3. Not vy, (X, 4), Y,(X,4),..., ¥, (X, A) fonksiyonlart A ya gore her bir x degeri igin
analitik fonksiyonlar oldugundan A(A) fonksiyonu A nin bir analitik fonksiyonudur.

Ozdes olarak sifirdan farkli olan yani, 4 nm biitiin 6zdegerleri igin sifir olmayan bir
analitik fonksiyonun sonlu veya sayilabilir sayida sifir1 vardir. Bu analitik
fonksiyonun sifirlari izole noktalar olup higbir sonlu y1gi1lma(limit) noktasi
bulunmaz. Buna gore, (4.15)-(4.16) sinir deger problemi ( L operatorii) i¢in

asagidaki durumlar s6z konusudur:

a) A(1) fonksiyonunun sifirlari problemin 6zdegerleridir.
b) A(1) =0 ise her 4 kompleks sayisi problemin 6zdegeridir.

€) A(A) #0 ise probleme ait 6zdeger yoktur.
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d) Problemin sonlu sayida 6zdegeri bulunur.

e) Problemin sayilabilir sayida (4,) 6zdegerleri bulunur ve

Ay > ©
olur. (4,) dizisi yakinsak degildir.

4.2. Teorem Bir A sayisinin L operatoriiniin 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter

sart A(1) =0 olmasidir.

4.13. Tamm J, sayis1 A(A) fonksiyonunun m -inci dereceden sifir1 ise m sayisina
Ay 6zdegerinin cebirsel kati denir. 4, sayis1 (4.15)-(4.16) probleminin bir 6zdegeri
olmak lizere bu 6zdegere karsilik gelen lineer bagimsiz ¢oziimlerinin sayisina A,

0zdegerinin geometrik kat1 veya 6zkati ad1 verilir.

4.3. Teorem A, sayist A(4) fonksiyonunun bir sifir1 ise ve 4, 1n geometrik kat: K

ve cebirsel kat1 | olmak tizere k <1 dir.
4.1. Ornek

y"+Ay=0,0<x<I (4.18)

U,(y)=y'(0)=0

4.19
U,(y) = y(1) =0 (4.19)

sinir deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulalim.

1) A =0 ise denklem y"=0 olacagindan genel ¢6ziimi,

Yy =CX+C,

fonksiyonu ve tiirevi
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oldugundan y'(0)=0 smir sartina gére ¢, =0 olur ve y(I)=0 smir sartina gore
C, =0 oldugu i¢in (4.18)-(4.19) siir deger probleminin sadece y =0 asikar ¢oziimii
vardir. Buna gore, A =0 sayist (4.18)-(4.19) sinir deger probleminin 6zdegeri
degildir.

2) 1<0 ise A=—a? (a>0) olmak iizere (4.18) denkleminin genel ¢oziimii;

ax

y=ce “*+c,e™ vetirevi y'=-ace “ +ac,e™

olur. y'(0)=0 ve y(I) =0 simnir sartlarina gore sirastyla

—C, +¢, =0
ce ™ +c,e” =0

denklemleri bulunur. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti,

-1 1

—al al

€ e

e 4+e ™ 20

oldugundan (4.18)-(4.19) sinir deger probleminin sadece y =0 agikar ¢oziimii vardir.
3) >0 ise A=a® (a>0) olmak iizere denklemin genel ¢oziimii;
y(X) =C, cosax+cC, sinax (4.20)
ve tlirevi
y'(X) =—ac; sinax + ac, cos ax
olur. Verilen sinir sartlarina gore
y'(0)=0ise c,=0

y(1)=0 ise ccosal =0
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esitlikleri bulunur. ¢, cosal =0 esitliginde ¢, =0 ise sistemin y =0 asikar ¢6zimii

vardir.

¢, #0 ise cosal =0 olacagindan

al =(2n—1)%, n=123,..
a:(2n—1)%, n=123,..

2
A, =a’ :(2n—1)2ZT, N=123..

ozdegerleri elde edilir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ¢, keyfi sabitler

olmak iizere (4.18) denkleminin (4.20) genel ¢ozlimiine gore
y(x)=c, cos%x, n=12,3,..
seklinde bulunur. y fonksiyonu ayni zamanda A parametresine de bagli oldugu i¢in
y(x,4) =c, cos%x, n=123,...

bigiminde yazilmasi daha uygun olur.

2

A =a’ :(2n—1)2%, nN=123,..
0zdegerleri i¢in
<A <..<A <.
oldugu goriiliir. Buna gore 6zdegerlerin
()= (2n-1)%7?

41°



dizisi pozitif terimli artan 1raksak yani,

(4y) >0

seklinde olan bir dizidir.

89
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5. GECIS SARTLARI iLE ILGILi LITERATUR TARAMASI

Gegis sartlar1 iceren problemler genellikle fiziksel olaylarda ve teknigin cesitli
alanlarinda  olduk¢a sik karsilasilan  problemlerdir. Kati ortamlarin = ve
elektrodinamigin onemli problemlerinden biri olan farkli dielektrik sabitleri ile
ferromanyetik ortamlarda elektromanyetik siirecler iizerine yapilan arastirmalar buna
ornek olarak verilebilir. Gegis sartli problemlerin kati mekanikte oldugu gibi cismin
heterojen malzemelerden olusmasi halinde de ortaya ¢iktigi goriilmektedir. Ayrica,
titresen katlanmis zarlar, farkli malzemelerden olusan plakalar, elastik coklu
yapilarin birlesimleri vb. durumlar i¢in de gegis sartli problemlerden bahsedilebilir
[11]. Bunun yani sira, homojen olmayan ortamlarda 1s1 transfer problemleri,
difraksiyon problemleri ve cesitli fiziksel transfer problemleri de gegis sarth

problemlere 6rnek olarak verilebilir.

Literatiirde gegis sartli problemlere ait olduk¢a fazla ¢alisma ve 6rnek problemler
goriilmektedir. Sonsuz iletken bir tabaka boyunca tanimlanan 1s1 transferi
problemleri elektrostatik ve manyetizma da model problemlerdir. Bu konudaki
caligmalara Ornek olarak Pham Huy ve Sanchez Palencia tarafindan yapilan [16]

calismasi verilebilir.

Bu modellerden farkli bir alan olan “hidrolik kirilma” (J. R. Cannon ve G. H. Meyer
[12]) tarafindan verilmistir. Gegis sartlar1 burada, petrol lireten bir haznenin petrol

akisini arttirmak i¢in kullanilir.

Gecis sartli problemlere termoelastisite problemlerinde de rastlanabilir. Gegis
sartlarinin ortamin siirekliligini ve ona etki eden kuvvetlerin dengesini ifade ettikleri
vurgulanmaktadir. Denklemlerin katsayilarindaki siireksizlik, ortamin fiziksel olarak

iki farkli malzemeden olustugunun bir gostergesidir.

Biitiin bu uygulamalarda matematiksel model, en az bir katman (ara yiiz) i¢in bir

gecis sart1 iceren eliptik ya da parabolik bir sinir deger problemidir [24].



91

Fizik alaninda 6zellikle mekanikte uygulamasi sik¢a goriilen gecis sarth bazi sinir
deger problemlerinin kok fonksiyonlarinin tamligt ve izomorfizmi ile ilgili
caligmalardan biri I. Titeux ve Ya. Yakubov tarafindan yapilmistir [42]. Ayrica
siirekli katsayili sinir deger problemlerinin izomorfizmi, koersitivligi ve Fredholm
operatdr ile ilgili, S. Yakubov ve Ya. Yakubov’ un ¢ok sayida c¢alismasi ve kitaplari
bulunmaktadir. Bu matematikgiler ayn1 zamanda sinir sartlarinda spektral parametre
bulunan smir deger problemlerinin soyut bir teorisini kurmuslardir. [45-48]. Bu
caligmalar, H. Triebel’ in “Interpolation Theory, Function Spaces, Differential
Operators” [43] isimli kitabinda verdigi interpolasyon uzaylari temel alinarak
yapilmistir. Bu nedenle bu g¢alismalarda géz Oniine alinan Sobolev uzaylarinin
interpolasyonu, diferensiyel operatdriin tanimlandigi bir fonksiyonel uzay kavrami

olarak one ¢ikmaktadir.

Son yillarda, fizik uygulamalarinda siireksiz diferensiyel operatdr problemleriyle
ilgili caligmalarin arttigr gozlemlenmektedir. Bu alanda yapilan arastirmalarin
kacinilmazligi, farkli uygulama problemleriyle iligkili siireksiz katsayili denklemler
icin lokal ve lokal olmayan problemlerin ortaya ¢ikmasiyla agiklanabilir. Bitsadze A.
V. ve Samarskii A. A tarafindan [10] da yapilan calisma, standart olmayan sinir

deger problemlerinin sistematik olarak yapildigi ilk ¢aligmalardan biridir.
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6. DIFERENSIYEL OPERATORE AIT BAZI OZELLIKLER

Bu kisimda
L(ADU=—-r(xXu"(x)+u(x)= f(x), xe[-1,0)u(0,]] (6.1)
L = o u™ (1) + Bu™ (=0) + 77,u™ (+0) 6.2)
+yu™ @) = f,, (k=1234) '

seklinde tanimlanan siireksiz katsayili ve siireksizlik noktasinda gecis sartlari
bulunduran smir deger problemini goz Oniine alacagiz. Bu tip problemler fiziksel
olarak farkli ortamlarda 1s1 yayilim problemleri olup standart olmayan problemler
olarak da adlandirilmaktadir.

Burada,

L=0, r,=0 (r,#r,) seklinde tanimli sabit bir fonksiyon; A bir kompleks
parametre; o, B, ., 7. (k=1234) kompleks katsayilar;

|l |[+|Be|+ || +|7| £0; m (k=1,2,3,4) herhangi tamsayilardur.

6.1 Standart Olmayan Gegcis Sarth Homojen Denklem

Oncelikle, ikinci mertebeden siireksiz katsayili
L(A)u:=—r(x)u"(x)+Au(x)=0 (6.3)
homojen diferensiyel denklemi ve
Lol = 4 U™ (=2) + B,u™ (~0) +73,u™ (+0) 6.0
+7u™ @) = f,, (k=1234)

sinir sartlarindan olusan standart olmayan sinir deger probleminin genel ¢ozlimiini
elde edelim.

Bu kisimda kullanacagimiz bazi gosterimler asagida belirtilmistir.

. -1/2 . -1/2 . -1/2 . -1/2
o =02 0, =072 =0 0 =1,V
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w:=min{argr,argr,},

@:=max{argr,argr,},

ala)lml ﬂla)gh 77160?1 7/1504r1nl
o, )2 w2 )
9= 207 Somn 1057 7,0, (6.5)

mg m3 Mg mg
a0 Ps;°  my3° Y30,

my my my my
ene) Bioyt nu@3t Y0,

ve yeterince kiiciikk & >0 reel sayisi i¢in A 6zdegerlerinin kiimesi
B(g)::{/le(C|7r+a_)+g<arg/1<37r+cg—g} (6.6)

olsun.

A =y olmak iizere (6.3) denkleminin u, =u,(x,4) (i=12,3,4) temel ¢dziimiinii

e - x e, igin

6.7
0 , Xeljigin 6.0

U; (x,ﬂ):z{

seklinde tanimlayalim. Burada, x € |, i¢in 8 =-1, a, =0 ve X<, i¢in a; =0,
a, =1, dir.

Buna gore (6.3) denkleminin genel ¢6ziimii
4
u(x,2)=> Cu (x, 1)
k=1

seklinde yazilabilir.

(6.7) ¢oziimii (6.4) smir sartlarinda yerine yazilirsa C;,C,,C;,C, degiskenlerine

gore

(12)™ (o + S 8™ )Cy + (@,10)™ (&% + B, )C, 6.8)
+H@s10)™ (17, + 7, & )Cq + (0, 1)™ (11 8™ +7,)Cy = f, . k=1,2,3,4

lineer fakat homojen olmayan denklemlerin bir sistemi elde edilir.

A € B(€) oldugundan @ ‘niin argiimentlerinin bulundugu sektérler

+& r—¢

<arg(mu) < ,1=13

ve



94

T—& T—&
<arg(oyu) <

=24

seklindedir. Sonug olarak, bu A 6zdegerleri ve yeteri kadar kiiciik olan & >0 sayisi
igin

(-1)* Re(ay ) < —|/1||a)k|sing, k=1234. (6.9)

yazilir.

Bunun sonucu olarak, (6.8) sisteminin katsayilar determinanti

m m m m
a0 B, Th, 710y
m m; my my

Brn?  m,m37  y,0,
mg Mg Mg mg
A ° Sy®,°  103° Y30,

my my my my
Qo Pyt et Y0,

1]
AN

N
Ma
3

R

RS

AL =A%

» pot ooyt et mop
+e12i§ O Bw™ a0l y,w o)
Pod® 0@yt ya03® 1)
B a0yt n,0p"

=A"2(0+y (1)) (6.10)

seklinde yazilabilir. Burada m=m, +m, +m, +m, ve eger,

AeB(e) ve |A| > o ise (1) >0 (6.11)
dir. @#0 oldugundan 6yle bir N >0 sayis1 vardir ki biitin kompleks A € B(¢)
sayilari ve [4|>N i¢in A(1)#0 yazabiliriz. Bu yiizden, bu A zdegerleri i¢in (6.8)

sistemi tek tiirld

1 < .
CAQ)=——> AFf, ,1=1234

|( ) A( ﬂ,) = |k( ) k :L
¢oziimiine sahiptir. Burada A, (1), A(4) determinantinin (i,K)-inci elemaninin

cebirsel komplemani (tamamlayicisi) dir. Bu determinant,

A (A) = O +yy (1)) (6.12)
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seklinde olup €, kompleks sayilar, A €B(¢) ve |A| - o i¢in y; —0 dir. O halde
C, () ifadeleri

C,(A) = iz-mk/zw f,i=1234
k=1 0+ (4)

bi¢ciminde elde edileceginden (6.3)-(6.4) sinir deger probleminin ¢oziimi

v omg2 Ok va(A) _
u(x,ﬂ)_ééx o0 () f U, (X, A) (6.13)

seklinde bulunur.

6.1. Teorem 6+0 ise £>0 ve 1eB(¢) olmak iizere dyle bir N >0 sayis1 vardir
ki |2>N ve 1>max{2 max{m,m,m,m}+1} icin (6.3)-(6.4) probleminin

u(x,A) ¢oztimii i¢in

| 4
SR ], <c@ AR | (6.14)
k=0 v=0

esitsizligi saglanir.
ispat.

(6.13) ¢6ziimii goz 6niine alindiginda her | >0 tam sayisi i¢in
4 /2 4
WO <E AR Sl 6.15)
Lo (L) k=1 i=1 Lo ()

esitsizligi elde edilir. Ayrica, (6.7) den A € B(g) ve |1| > o i¢in

0 0
g _ [ puRe(@)(x+D) ~glufensin(e/2)(x+1)
||u1(.,/1)||Lq(_1’0) = je dx Sje dx
-1 -1

= (—q| || sin(e/ 2))—1(e—Q\unl\sin(e/2) _1)
<Ce)la " (6.16)

yazilabilir.

Benzer bir yol takip edilerek, 1€ B(¢) ve [1|— o« i¢in
i A oy <C@WMT =234 (6.17)

oldugu goriiliir. bu esitsizlikler (6.15) de yerine yazilirsa
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4
WOy @A (6.18)

esitsizligi bulunur. (6.15)-(6.18) esitsizliklerinden (6.14) elde edilir.
6.2 Homojen Olmayan Sinir Deger Problemin Fredholm Olma Ozelligi

| >0 olmak tizere
L:W, (-1,0)+W, (0,1) »>W, (-1, 0)+W, *(0,) + C*
L lineer diferensiyel operatorii
Lu = (—r(x)u”, Lu, Lu, Lu, Lu) (6.19)
seklinde tanimlanmis olsun.

6.2. Teorem L lineer operatdrii sinirlt ve Fredholm operatoriidiir.
Ispat. qu (-1,0) —i—Wq' (0,2) Sobolev uzayinin direkt toplamini goz oniine alalim.
Lou = (=r(X)u” + Agu, LU, Lpgu, Lyl Lyou)
ve
Lu = (=Aqu, (L — Lig)u, (L — Lyg)u, (Lg — Lgg)u, (L, — L4o)u)

seklinde gosterelim. Burada A, € B(¢), goz oniine alinan sektdrde yeterince bilyiik
kompleks sayilardir. Teorem 6.1 den dolay1

Lo W, (-1,0)+W, (0,1) >W,?(-1,0)+W, ?(0,1) +C*
seklinde taniml1 £ lineer operatorii bir izomorfizmdir. Ayrica,

£ W, (-1,0) W, (0,1) >W,?(-1,0)+W, ?(0,1) +C*
L, operatdriiniin kompakt oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda, lineer operatorler
icin L=L,+L Fredholm pertirbasyon teoremi uygulanabilir. Fredholm
pertiirbasyon teoremine gore eger L, operatoriiniin tersinebilir ve £ operatoriiniin

kompakt oldugu gosterilebilirse bu durumda £ operatoriiniin Fredholm operatorii

olma &zelligini sagladig: sdylenir. O halde, £, operatérii bir izomorfizm (ve bdylece

tersinebilir) ve L operatori kompakt oldugundan £ operatérii Fredholm
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operatoridiir. Ayrica, £ operatoriinin sinirli oldugu (operatorlerin kompaktlik

kriterlerinden) agiktir. O halde, ispat tamamlanur.
6.3 Gegis Sarth Homojen Olmayan Sinir Deger Problemin izomorfizmi

(6.1)-(6.2) problemini gbz oniine alalim. Yani,

LA :=—-r(x)u"(x)+Au(x) = f(x) (6.20)

Lot = oy u™ (=1) + fu™ (<0) + 7,0 ™ (+0)

(6.21)
+7ru™ @) = f,, (k=1234)

seklinde tanimladigimiz siireksiz katsayili ve siireksizlik noktasinda gecis sartlari
bulunduran standart olmayan siir deger problemini géz Oniine alalim. Ayrica, bu

siir deger problemine ait diferensiyel operatorii
Lou = (L(A)U, Lygu, Loou, Lggu, Lyou) (6.22)

seklinde tanimlayalim.
6.3. Teorem €@=0 ve 1>0 olsun. Bu durumda, herhangi bir >0 sayisi i¢in

burada 6yle bir N >0 vardir 6yle ki yeteri kadar biiytikliikte her A € B(¢) kompleks
sayilar1 i¢in |/I| >N oldugunda
Lo(A):W, (-1,0)+W, (0,2) »>W,?(=1,0) +W, (0,1) + C*

seklinde tanimlanan £, (A) operatdrii bir izomorfizmdir ve bu 4 lar igin

I 4
(1-k)/ (1-2)/ (1-m,1/q)
>l 2||U||q,kSC(8>(IIfIIq,._2+Iﬂ| el + 20 ‘”zlful] (6.23)

k=0 =1
esitsizligi saglanir.
Ispat. £,(1) lineer bir operatér oldugundan qu (-1,0) J'qu' (0,1) den
W, ?(-1,0)+W, ?(0,1) +C* iizerine siirekli oldugu agiktir. (f(x), fy, f,, f5, f,),
Wq'_2 (-1,0) —i—Wq'_z(O,l) +C* Sobolev uzaymin herhangi bir eleman: olsun. (6.20)-
(6.21) probleminin = u(x,4) =u,(x,4) +u,(x,4) toplami seklindeki u(x, 1)
¢oziimlerini arastiracagiz. |, =(-1,0) ve 1, =(0,1) kisa gésterimlerini kullanalim.

v=12 i¢in f,(x) ile |, araligi iizerinde f(X) in kisitlamasi gosterilecektir.
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fu(.) qu'_z(R), f,() qu'_z(IU) nin bir genislemesi olsun Oyle ki bu uzanti
operatorii v=12 i¢in S, f, = f~U , Wq'_z(lu) den WO:_Z(]R) icine sinirhidir. Burada,
R = (—o0,00) dur.
Ik olarak, v =1,2 igin,

—r, (u"(x)+Au(x) = f (x),xeR (6.24)
denklemlerini g6z Oniine alalim. [45] deki Teorem 3.2.1 uygulandiginda bu
denklemin bir tek 0, =0, (., 1) eW, (R) ¢dziimiiniin oldugu goriiliir ve Uy, (X, A)

(1, aralig1 tizerinde O, (X, A) nin kisitlamast), her A € B(g) kompleks sayilari i¢in

|
(1-k)/2 (1-2)/2
S g <CE[Fly 2, HA M) v=12 625)

esitsizligini saglar. Sonug olarak,

u,(x,4), xe(-10)

u,(x,4)=
1(x.4) {ulz(x,ﬂ), x €(0,1)
seklinde tammlanan u;(x, 1) €W, (-1,0)+W, (0,1) fonksiyonu (6.20) denklemini

saglar. Bu ¢0zlim acisindan asagidaki sinir deger problemi insa edilebilir.
—r(x)u”(x)+ Au(x) =0, xe[-1,0)u(0,1] (6.26)
Loou=f —Lou(, 1), k=234 (6.27)
Teorem 6.1 geregince tanim araliginda yeteri biiyiiklikte her A€ B(g) kompleks
sayilar1 i¢in bu problemin qu (-1,0) {LWq' (0,1) e ait tek bir u, =u,(x, 1) ¢dziimii
vardir ve bu A degerleri i¢in
I 4
1-k)/2 1-m,-1/q)/2
DAy < CDIA Y (16, |+ Lot (6.28)
k=0 v=1
esitligi gecerlidir. Teorem 6.1 ve ([45], Teorem 1.7.7/2) dikkate alinirsa, her
AeB(¢g) ve 1 >0 igin,

(1-m,-ya) (o vre
|/1| m q/2||_uoul|gc|/1| oY)/ ||U1||Cmu[_1,o]+cmv[o,1]

Y
<C (1A Jul, g +lluall, )
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(1-2)/
<C@) ([l 11, (6.29)

esitligi yazilabilir. (6.28) ve (6.29) dan asagidaki esitlik kolay bir sekilde goriilebilir.
I 4
(1-k)/2 (1-k)/2 (I-m,Yq)/2
IR IS (LT TS YER s TR
u(x, 4) =u, (X, ) +u,(x,A) olarak tanimlanan u(X,A) fonksiyonunun, géz Oniine
alinan (6.20)-(6.21) probleminin ¢oziimii oldugunu gormek kolaydir. (6.25) ve (6.30)
esitliklerini dikkate alarak bu ¢oziim i¢in gerekli olan (6.23) esitliginin gecerli

oldugunu gorebiliriz. (Dahasi, (6.23) esitliginden ¢oziimiin tekligi de sdylenir.)

Diger taraftan, Teorem 6.2 geregince L operatori, qu (-1,0) %LWq' (0,) den
qu—z(_L 0) %Wq'_2(0,1)+(C4 tizerine Fredholm operatérii olmasindan dolay1

tersinebilirdir. Buradan da izomorfizm oldugu aciktir. Bu da ispat1 tamamlar.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Sobolev uzaylarin direkt toplaminda g6z Oniine almis
oldugumuz siireksiz katsayili ve siireksizlik noktasinda ge¢is sartlar1 bulunduran sinir
sartlarina sahip sinir deger probleminin ¢dziimiiniin varhigi ve tekligi gosterilmistir.
Bunun devaminda standart olmayan bu smir deger problemi yardimiyla iiretilen
lineer diferensiyel operatoriin sinirliligi ve hangi sartlar altinda Fredholm operatérii
olabilecegi incelenmistir. Buradan hareketle diferensiyel operatoriin Fredholm
operatorii ve birebir olmasindan izomorfizm oldugu da verilen teoremle

ispatlanmugtir.

Bizim bu ¢aligmamizin devaminda, diferensiyel denkleminde eliptik, hiperbolik veya
parabolik operatorler bulunduran problemler kurulabilir. Diger taraftan sinir
sartlarina ¢ok noktali sartlar, fonksiyoneller veya sinirsiz lineer operatorler yazilmasi
suretiyle de farkli nonlokal sinir deger problemleri olusturulabilir. Bu tip sinir deger
problemleri yardimiyla iiretilen diferensiyel operatoriin 6zellikleri i¢in benzer

caligmalar yapilabilir.
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