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OZET

Ug boliimden olusan bu caligmanin ilk boliimiinde Riemann manifoldu ile ilgili temel kavramlar
incelendikten sonra Riemann manifoldlarinin alt manifoldlari, semi-simetrik metrik konneksiyon ve
quarter simetrik metrik olmayan konneksiyon tanmimlart sunuldu. Son olarak Riemann
submersiyonlari incelendi. Ikinci boliimde Semi simetrik metrik konneksiyon ile tamimli Riemann
submersiyonunda temel tensorler elde edildi; buna bagli olarak bu konneksiyona ait teoremler
ispatlandi. Ayrica iki manifold arasindaki submersiyondan faydalanarak egrilik ozellikleri
kargilagtirildi. Son  bolimde quarter simetrik metrik olmayan konneksiyonlu Riemann
submersiyonunda temel tensorler ve temel teoremler ispatlandi, vertical ve horizantal uzaylarda
egrilikler incelendi.
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ABSTRACT

In the first part of this three-part study, after examining the basic concepts of Riemannian manifolds,
the definitions of sub-manifolds, semi-symmetric metric connection and quarter symmetric non-
metric connection are presented. Finally, Riemann submersions are introduced. In the second
chapter, fundamental tensors in Riemann submersion defined by semi-symmetric metric connection
are obtained, and theorems belonging to this connection are proved accordingly. In addition,
curvature properties were compared using submersion between the two manifolds. In the last chapter,
fundamental tensors and fundamental theorems are proved in Riemann submersion with quarter

symmetric non metric connection, curvatures in vertical and horizontal spaces are examined.
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Vi

ON SOZ ve TESEKKUR

Bu calismada; iki Riemann manifoldu arasinda tanimli Riemann submersiyonu farkli
konneksiyonlarla incelenmis ve sonuglari tizerinde durulmustur. Semi simetrik metrik
konneksiyon ve quarter simetrik metrik olmayan konneksiyonlu Riemann submersiyonlari
icin O’Neill tensorleri tanimlanmis ve buna bagl olarak tiirev 6zellikleri elde edilmistir.
Ayrica her iki konneksiyonlu Riemann submersiyonunda temel egrilik o6zellikleri

arastirilmistir.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin en 6nemli kavramlarindan birisi manifold kavramidir. Manifoldlar
teorisi incelenirken kullanilan en etkili yontemlerden birisi, diger manifoldda uygun bir
doniisim tanimlamaktir. Bu doniistimler sayesinde manifoldlarin geometrisi ve temel
ozellikleri daha iyi anlagilmaktadir. Bu noktada karsimiza iki temel dontisiim ¢ikmaktadir.
Bunlar, immersiyon ve submersiyonlardir. Immersiyon teorisi diferensiyel geometride en

¢ok incelenen konularindan biridir.

Riemann manifoldlar arasindaki temel doniisiimlerden olan izometrik immersiyon Riemann
metrik ve Jacobien matrisle ifade edilir. Izometrik immersiyonlar Gauss’un yiizeyler iizerine
olan calismalari ile basladi. U¢ boyutlu Oklidyen uzaydaki her yiizey ayn1 zamanda ek
boyutu bir olan bir izometrik immersiyondur. Ek boyutun birden fazla olmasi durumu
altmanifold olarak adlandirilir. 1950°li yillardan itibaren arastirmacilar altmanifoldlar
iizerine yogunlagsmaya baglad1 ve 1973 yilina kadar yapilan ¢aligmalar Chen tarafindan bir
kitapta bir araya getirildi (Chen,1973). Literatiire eklenen bu ¢alismadan sonra
altmanifoldlar teorisi biiyiikk ivme kazanarak daha farkli alanlarda incelenmeye baslandi.
Ardindan bu teori kompleks manifoldlara, kontakt manifoldlara ve kuaterniyon manifoldlara

tagindi.

[zometrik immersiyonlarin submersiyonlardaki karsilig1 olan Riemann submersiyonlar ilk
defa O’Neill ve Gray tarafindan 1966 ve 1967 yillarinda birbirinden bagimsiz olarak
tanimlandi ve ¢alisildi (O'Neill, 1966), (Gray, 1967). Bu tiir doniisiimler esas olarak negatif
egrilikli manifoldlarin insas1 i¢in tanmimlandi, fakat daha sonra bu tiir doniistimlerin
manifoldlart  karsilastirmada ¢ok kullanishh oldugu goriildii. O’Neill, Riemann
submersiyonlar igin iki temel tensOr alani tanimlamis ve bu tensoOrlerin, izometrik
immersiyonlardaki ikinci temel form ve sekil operatoriine karsilik geldigini gostermistir. Bu
caligmalarda goriildic ki submersiyonlar kullanilarak, geometrik 6zellikleri bilinen bir
manifold yardimiyla, esas manifoldun 6zellikleri cok daha kolay incelenebilmektedir. Bu
nedenle submersiyon doniisiimleri basta miihendislik ve fizik olmak iizere bir¢ok bilim

dalinda kullanilmakta ve gelistirilmektedir.



Riemann submersiyonlar bir¢ok bilim dalinda genis yer tutmaktadir. Matematiksel fizikte
ozellikle Kaluza-Klein teoride Einstein denklemlerinin genel ¢6ziimii i¢in gelistirilen yeni
yontemler harmonik déniisiimlerle ifade edilebilmektedir. Ustelik ¢dziimler igin ¢ok genel
bir simif Riemann submersiyonlar tarafindan ifade edilebilmektedir. Ayrica, Riemann
submersiyonlar Yang-mills teori (Bourguignon & Lawson, 1981), supergravity ve
superstring teori uygulamalar1 vardir.2003 yilinda Kenedey genellestirilmis Einstein-Witten
manifoldlar tizerinde Einstein metriklerin varligini Riemann submersiyonlar Kullanarak
kanitlamistir (Kennedy, 2003). 2004 yilinda Falcitelli ve arkadaslar1 skaler alanda deger
alan ilave boyutlu uzaylarin ¢éziimiinii Riemann submersiyonlar kullanarak hesapladilar
(Falcitelli, lanus, & Pastore, 2004).Egrilik kavrami geometride ve fizikte 6nemli bir yere
sahiptir. Anlik hareket i¢in gerekli kuvvetin biiyiikliigii, bir egrisel yol boyunca sabit hizli
bir cisim Newton yasalarina gore yoriingenin egriliginin sabit bir katidir. Einstein’e gore bir

kiitle cekim alanindaki bir cismin hareketi, uzay-zamanin egriligi ile belirlenir.

Diger taraftan Riemann submersiyonlar medikal goriintiilemede projeksiyon olarak
(Memoli, Sapiro, & Thompson, 2004), manifoldlar iizerindeki istatistiksel analiz de
(Bhattacharya & Patrangenarub, 2002), 6zellikle son donemde robotik teoride (Altafini,
2004) sikca kullanilmaya baslanmistir.

Bir manifold iizerinde semi simetrik konneksiyon ilk defa 1924 yilinda Friedman ve
Schouten tarafindan tanimlandi. Daha sonra 1932 de Hayden, semi simetrik metrik
konneksiyonu tanimladi ve bu konneksiyonun temel 6zelliklerini ¢aligti. 1970 te Yano, semi
simetrik metrik konneksiyonlu Riemann manifoldlarini inceledi. Agashi ve Chafle semi
simetrik non metrik konneksiyonlu Riemann manifoldlar1 ¢alist1 ve temel egrilikleri elde
ettiler. 1975 yilinda S.Golab, quarter simetrik lineer konneksiyonu tanimladi. 2018 e
gelindiginde Akyol ve Begendi, Riemann submersiyonlarda farkli konneksiyonlari
inceleme fikrini ortaya atmislar ve Semi simetrik non metrik konneksiyonlu Riemann
submersiyonlar1 ilk defa tanimlamis ve ¢alismislardir. Bu c¢alismalarinda Riemann
submersiyonlar i¢in temel kavramlar olan O’Neill tensorlerini, bu tensorlerin temel
ozelliklerini ve egrilik iligkilerini semi Simetrik metrik olmayan konneksiyon kullanarak

incelemislerdir.(Akyol ve Begendi,2018).

Bu tezde ilk defa semi simetrik metrik konneksiyon ve quarter simetrik metrik olmayan

konneksiyon yardimiyla Riemann submersiyonlar incelendi. Riemann submersiyonlar igin



temel tensorler olan O’ Neill tensorleri her iki konneksiyon i¢in tanimlandi ve temel
ozellikleri arastirildi. Bu konneksiyonlar igin vertical ve horizantal uzayin tiirev 6zellikleri
caligildi. Yine bu konneksiyonlar i¢in vertical ve horizantal uzayda Riemann egrilikleri elde
edildi.

Tezin ikinci boliimiinde, diger boliimlerin daha iyi anlasilmasi igin konu ile ilgili temel
kavramlara deginildi ve buna bagli olarak bazi tanim ve teoremlere yer verildi.

Uciincii béliimde semi simetrik metrik konneksiyonlu Riemann submersiyonlar tanitilda.
O’Neill tarafindan tanimlanan temel tensorler semi simetrik metrik konneksiyonlu Riemann
submersiyonlar i¢in tanimlandi ve buradan hareketle temel 6zellikler incelendi. Ardindan
semi simetrik metrik konneksiyonlu Riemann submersiyonlarin vertical ve horizantal
uzaylari igin Riemann egrilikleri incelendi. Tezin dordiincii bélimde ise quarter simetrik
metrik olmayan konneksiyonlu Riemann submersiyonlar incelendi. O’Neill tensorleri
quarter simetrik metrik olmayan konneksiyon igin tanimland1 ve bu tensérlere bagl olarak
Riemann submersiyonun temel 6zellikleri arastirildi. Son olarak bu konneksiyon igin vertical

ve horizantal uzaylarda temel egrilik 6zellikleri incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim ii¢ alt bdliimden olusmaktadir. Ik bélimde Riemann manifoldu i¢in gerekli temel
bilgiler ve Riemann manifoldu kavramlari tamtilmistir. ikinci bdliimde alt manifoldlara
deginilerek immersiyon ve izometrik immersiyon kavramlari kisaca agiklanmistir. Ugiincii
boliimde semi-simetrik metrik konneksiyon ve quarter simetrik metrik olmayan
konneksiyon tanimi ve bazi Ozellikleri tanitilmistir. Bu boliimde ayrica submersiyon ve
Riemann submersiyon kavramlarina yer verilerek O’Neill tarafindan tanimlanan temel

tensorler sunulmustur.
2.1. Riemann Manifold

Tanim 2.1.1 Diferensiyellenebilir bir manifold N olsun. N tizerindeki C* vektor alanlarinin

uzayt y(N) ve Nden Rye C” fonksiyonlarinin uzayr C*(N,R) olmak iizere
g:7(N)xz(N) - C*(N,R)

doniistimii bilineer, simetrik ve pozitif tanimli ise g ye N iizerinde bir Riemann metrigi

veya metrik tensor ve (N,g) ikilisine de bir Riemann manifoldu ad1
verilir.(Hacisalihoglu,1983:24-173)

Tamm 2.1.2. ¢:R" > R" , p=(f,, f,,..., f)) olsun v, €T (R") i¢in
P.p (V) = (v, [ fl]’ Vo [ fz]’ -V [ fm] )w(p>
esitligi ile taniml
(p*p :Tp(Rn) _)T</’(p)Rm

doniistimiine p noktasindaki tiirev déniistimii denir (Sabuncuoglu,2006:12).

Tanmm 2.1.3. N, diferensiyellenebilir bir manifold, x(N) de N deki diferensiyellenebilir
vektor alanlarinin kiimesi olsun. f € C*(N,R) fonksiyonu igin

[, 1:x(N)xx(N) — x(N)

[EF]f =E(Ff)—F(ETf)

ile tanimli [, ] dontisiimiine E ve F nin Lie operatorii denir. Lie operator asagidaki 6zellikleri
saglar (Kon ve Yano 1984).



VE,F,Gex(N), abeR ve Vf,g €C* (N,R) olmak iizere
1. [E,F|=—|FE]
2. [aE +bF,G|=a|E,G|+b[F,G]

3. |E.F|.6]+[[F.G|.E|+[G.E].F|=0, (Jacobi szdesligi)

4.|fE,gF |= f|E,F|+ f(Eg)F — g(F f)E dir.

Tanim 2.1.4. N bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere

ViX(N)xx(N) — x(N)
(EF)>V(E,F)=V.F
fonksiyonu VE,F,G € x(N) ve Vf € C* (N,R) i¢in
1.V, G=V.G+V,G
2. V.(F+G)=V.F+V.G
3.V, F=fV.F
4.V f F=E[f[F+f V,F

kosullarin1 saglayan ¥V doniisimiine N diferensiyellenebilir manifold tizerinde bir lineer
konneksiyon denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.5. N diferensiyellenebilir bir manifold, N tizerindeki lineer konneksiyon ¥ olmak

uzere

T x(N)XX(N)— x(N)
E,F >T(EF)=V.F-V.E-[EF|

seklinde verilen T tensoriine N manifoldu tizerinde tanimli ¥ konneksiyonunun torsiyon

tensorii denir (Do Carmo,1992).



Tanim 2.1.6. N, bir diferensiyellenebilir manifold, g, N {izerinde tanimli Riemann metrigi
olsun. V¥V konneksiyonu asagidaki iki kosulu saglarsa bu konneksiyona Riemann

Konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu denir (O’Neill, 1983).
1. [E,F|=V . F-V,E

2. Bg(F,G)=0(V.F,G)+g(F,V.G)
N iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu

29(V.F,G)=Eg(F,G)+Fg(G,E)-Gg(E,F)

—g(E|F,G)+9(F,[G,E)+09(G,|EF]

ile belirlenir. Bu esitlige “Koszul esitligi’’ denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.7. N bir diferensiyellenebilir manifold, T de N {izerinde tanimlanan V
konneksiyonunun torsiyon tensorii olsun. Eger T =0 olursa ¥ konneksiyonuna simetriktir

ya da sifir torsiyonludur denir (Do Carmo,1992).

Tanim 2.1.8. N bir manifold, g de N iizerinde tanimli Riemann metrigi olmak tizere
E,F,G € x(N)i¢in
RixX(N) X X(N)x x(N) — x(N)

(E,F,G)—R(E,F,G)=R(E,F)G=V,V,G-V_.V.G-V,_ G (2.1.1)

|
olarak tanimlanan R tensor alanina V' konneksiyonunun Riemann egrilik tensérii denir.
(Bootby,1986).Riemann egrilik tensorii sifir olan manifolda flat manifold denir. (N,Q)
manifoldu {izerinde tanimli konneksiyon Volmak i{izere VR=0 ise manifolda lokal
simetrik manifold denir. Ayrica VE,F,G,W € x(N) i¢in

i) R(E,F)G=—-R(F,G)E

i) g(R(E,F)GW)=—g(R(E,F)W,G)

iii) g(R(E,F)GW)=g(R(G,W)E,F)

iv) R(E,F)G+R(F,G)E +R(G,E)F =0 (I. Bianchi Ozdesligi)

ozellikleri vardir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.9. N bir manifold, g de N iizerinde tanimli Riemann metrigi olmak iizere

VE,F,G,W € x(N) i¢in



K X(N)XX(N) > (N) X x(N) —C*(N, R)
(E,F,GW)— K(E,F,GW)=9g(R(E,F)G,W)
seklinde tanimli doniisime N {izerinde Riemann- Chiristoffel egrilik tensérii denir
(Hacisalihoglu,2003).

Tanim 2.1.10. N, n boyutlu bir Riemann manifoldu ve x(N)=Sp{e,,e,,...e } olmak iizere

-
Q:TN —TN
X — QX

QX = i R(x,€)e,

seklinde tanimli operatore Ricci Operatorii denir. (O’Neill, 1983).
n- boyutlu bir Riemann manifoldu (N,g) ve R de Riemann egrilik tensorii olmak {izere
vV E,F € x(N)igin

S:x(N)xXx(N)—C~”(N,R)
(E,F)—S(E,F) :ig(R(F,ei)ei,E)

seklinde tanimli tensore Ricci Tensorii denir.

Tanim 2.1.11. (N,g) bir Riemann manifold, g de N iizerinde tanimli Riemann metrigi ve TN

tanjant uzayin iki boyutlu alt uzayi olmak tizere IT = Sp{E ,, F_}tanjant vektorleri i¢in

9(R(E,,F,)F,.E,)
9(E,.E,)9(F,,F,)—9(E,.F,)’

ifadesine II diizleminin kesitsel egriligi denir (O’Neill,1983).

K(E, AF,)=

2.2 immersiyonlar

Tanim 2.2.1. nve b boyutlu iki Riemann manifoldu sirasiyla N ve B olsun.

f:N—B

diferensiyellenebilir doniisiimii i¢in



boy(f,(T,(N))=n
ise fnin p e N noktasindaki ranki n olup rank (f)=n ile gosterilir. Eger boy(N)=rank(f) ise

f ye immersiyon (daldirma) denir. Bu durumda N manifolduna da B nin immersed alt
manifoldu denir. f immersiyonu 1-1 ise f ye imbedding (gomme); N manifolduna da B nin

gbémiilen alt manifoldu ya da sadece altmanifoldu denir (Hacisalihoglu, 1983:24-173).

Tanim 2.2.2. (N, g,) ve (B, g,) sirastyla n ve b boyutlu Riemann manifoldlar
f:N—B
immersiyon olsun. V E,F € x(N) igin

9,(E,F)=g,(f.E, 1,F)

ise f, ye izometrik immersiyon denir. (Chen,1973).

Tamim 2.2.3. g e R"igin T (R") uzaymdan R ye giden biitiin lineer doniisiimlerin kiimesi
T, (R") olmak iizere bu kiimeye R"uzayinin ¢ noktasindaki kotanjant uzayr denir. Bu

uzayin her elemanina bu noktada bir kotanjant vektor denir. R" nin bir agik alt kiimesindeki
bir noktaya bu noktada bir kotanjant vektor karsilik getiren doniisiime bir kotanjant vektor
alan1 veya 1-form denir.(Sabuncuoglu,2006:26)

Tanim 2.2.4. (N,g) bir Riemann manifoldu, Y ve P y(N) de vektor alanlar1 ve 1-form
olmak tizere
n(¥)=g(.P)

ile tanimhidir.

Tanim 2.2.5. (N,g) bir Riemann manifoldu olsun. v E, Fe y(N) ve V konneksiyonunun

torsiyon tensori

T(E,F)=n(F)E—n(E)F (2.2.1)

esitligini saglarsa V konneksiyonuna semi-simetrik konneksiyon denir. Ayrica V

konneksiyonu

Vg=0



sartin1 saglayan bir Riemann metrigine sahip ise konneksiyona semi-simetrik metrik
konneksiyon denir. Aksi halde semi-simetrik metrik olmayan konneksiyon denir. (Hayden,
1932).

Tanim 2.2.6. E ve F, x(N) lizerinde iki vektor alani, \V/ konneksiyonunun torsiyon tensorii
T olmak iizere

T(E,F)=n(F)e(E)—n(E)p(F) (2.22)
seklinde yazilabiliyorsa lineer konneksiyona quarter simetrik konneksiyon denir. Burada 7
1-form ve ¢ de (1,1) tipinde tensor alamdir.
Vv, N manifoldu iizerinde bir quarter simetrik konneksiyon olmak iizere

vVg=0

olmasi durumunda konneksiyona quarter simetrik metrik konneksiyon, aksi halde ise quarter

simetrik metrik olmayan konneksiyon denir.
2.3. Riemann Submersiyonlar

Tanim 2.3.1. (N, g, ) ve (B, g;) iki Riemann manifoldu arasinda

w:(N,gy) —>(B.gg)
diferensiyellenebilir doniisiimii orten ve
ranky, = hoyB
oluyorsa ¥ ye X e N noktasinda bir submersiyon denir. ¥X e N i¢in ¥ bir submersiyon
ise ¥ ye N iizerinde bir submersiyon denir.( Falcitelli, 2004).

k ve | pozitif tam sayilar ve k>| olmak iizere

v R > R
doniisimii

(00 ) > (6 XX

ile verilsin. Bir noktada
VeV VooV ) = (U, Vg )

oldugundan V., diferansiyeli drtendir. Dolayisiyla tiirev doniistimii bir submersiyondur.
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Herhangi bir xeB i¢in F, =¥ (X) r=(n—b)— boyutlu N nin bir alt manifoldudur.

l//fl(X) alt manifoldlarina submersiyonun lifleri denir.

Herhangi bir x e Ni¢in (N, g,,)deki } uzay:

V. =Y (y)=ceky,, ={X eT,N:y,, (X)=0} TN
ve

H,=H W)
=V, cT,N

olarak tammlanir. Burada Y, e vertical veya dikey uzay; Y, vertical uzaymm dik

timleyenini H, ile gosterirsek H , e de w nin bu noktadaki horizantal veya yatay uzay:

denir. Boylece N, Riemann manifoldu x € N de
TN=V ®H,
=0V
seklinde ifade edilebilir.

Tamm 2.3.2. w: N — Bbir submersiyon olsun. N Riemann manifoldu iizerindeki dikey

vektor alanlarmin kiimesi x'(N) ; yatay vektor alanlarinin kiimesi x"(N) ile gosterilir.

Tanmim 2.3.3. 1ki Riemann manifoldu arasinda tanimli
w:(N,gy)— (B, gg)
submersiyonu asagidaki iki kosulu sagliyorsa w ye bir Riemann submersiyonu denir

(Falcrtelli,2004).

1) v doniisiimii maksimal ranka sahiptir.

il) Her p € N noktasindaki i, (p) doniisiimii yatay vektorlerinin uzunlugunu korur. Yani
nepy (u,v) = s (p) (l//*pu’l//*pv) uve 7{,3 ,peN

dir. Bu ise bir p € N noktasinda y, tiirev doniisiimiiniin Hp yatay uzayidan T, iizerine

bir lineer izometri oldugunu soyler.

Ornek 2.3.1
R > R?
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X=X X=X

(X0 X0 %5, %) = ( \/E ) \/E )

doniisiimiinii inceleyelim. Burada {Xi, Xy, Xg, X4} , R*in koordinat sistemini gdstermektedir.

Dontigiimiin jakobyen matrisi y, olmak {izere

1 1
— — 0 0
|7 7
O011

2 2
elde edilir. Buradan rank y, =boyR? =2dir. Dolayisiyla doniligimii  bir

submersiyondur. Diger taraftan
ceky, = Sp{V, =0x +0X, , V, = 0X, + X, }
Geky," =Sp{Z, =0x, — X, ,Z, = 0%, — X, }
yazilabilir. R* ve R?iizerindeki standart i¢ ¢arpimlar .. Ve g, ile gosterilirse
O (z//*Zl, W*Zl) =0 (Zl’ Zl)

95 (l//*ZZ, l//*zz) =0 (Zz , Zz)

oldugundan y , bir Riemann submersiyondur.

Onerme 2.3.1. iki Riemann manifoldu arasinda tanimli
w:(N,gy)—>(B,gg)
doniistimii bir Riemann submersiyon olsun. N {izerindeki E, F vektor alanlar1 B deki E', F’

vektor alanlarina y —bagli olsun. Bu durumda:

) 9y (E,F)=0gg(E" F")eoy

ii) h[E,F] vektor alant [E’,F'] vektor alanma yw — baglidir.

i) h(V".F) vektor alan1 ve V°_F' | y — baghdir.

iv) V €V, icin [E,V] dikey vektor alanidir (Falcitelli, Tanus, Pastore,2004).

Simdi O’Neill tarafindan tanimlanan T ve A temel tensorleri tanimlayalim.

Tanim 2.3.4. (N,g,) ve (B,g;) Riemann manifoldlar1 arasinda taniml

y:(N,gy) — (B, gs)
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dontistimii bir Riemann submersiyon olmak iizere T temel tensor alani

T(E,F)=T.F =hV .VF +VV .hF (2.2.5)
ve, A temel tensor alani

A(E,F)=AF =vV,.hF +-hV, .vF (2.2.6)
ile tanimlanir (O’Neill 1966:459-469). Burada v ve h sembolleri sirasiyla )V ve H lizerinde
ortogonal projeksiyonlar ¥V, (N,g) nin Levi-Civita konneksiyonudur (O’Neill, 1966).

Lemma 2.3.1 (N, g,) ve (B,g;) iki Riemann manifoldu olmak iizere

w:(N,gy)—(B,gg)
dontisimii bir Riemann submersiyon olmak {izere T ve A temel tensorleri asagidaki

ozellikleri saglar.
1) T,V=T,U
i) ALY =—AX

i) AY =%v[x,v]

U,V e 7' (N)ve X,Y € ¥"(N) dir.(O’Neill 1966:459-469).
Lemma 2.3.2. (N, g,) ve (B,g;) iki Riemann manifoldu olmak tizere
w:(N,gy) —>(B.gs)
doniisiimii bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda A: ve Tg anti simetrik
operatorlerdir. E, F,G € y(N) icin
)9(TeF.G) =-g(TeG, F)

i) 9(AcF,G)=—g(AG,F)
dir(Falcitelli,Ianus,Pastore, 2004).
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3. SEMI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIiYON iILE TANIMLI
RIEMANN SUBMERSIiYONLAR

Bu boliimde iki Riemann manifoldu arasinda tanimli bir Riemann submersiyon ilk defa semi

simetrik metrik konneksiyon ile incelenmistir.
3.1. Temel Tensorler

(N,g,) ve (B,g;) iki Riemann manifoldu olmak tizere

w:(N,gy)—(B,gs)
bir Riemann submersiyon; ¥, N iizerinde Levi- Civita konneksiyonu ve V, semi simetrik
metrik konneksiyon olsun. E,F,P € x(N) igin
V.F =V.F +1(F)E—g(E,F)P (3.1.1)
seklinde tanimli1 konneksiyonu alalim.
V konneksiyonunun torsiyonu

T(E,F)=V.F-V.E-[E,F]

oldugundan (3.1.1) denklemi kullanilirsa

T(E,F) = (VeF +n(F)E-g(E,F)P)—(V:E+1(E)F —g(F,E)P)-[E,F]
=V F-V.E-[E F]+n(F)E-n(E)F

bulunur. Buradan
T(E,F)=T(E,F)+n(F)E-n(E)F

yazilabilir. V,Levi-Civita konneksiyonu oldugundan

T(E,F)=n(F)E—n(E)F
elde edilir. Dolayisiyla (3.1.1) denklemindeki W lineer konneksiyon, semi-simetrik

konneksiyondur.

Diger taraftan

(Ve)(F,G) =Ve9(F,G) - g(VeF,G) ~g(F,V:G)
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Ved(F,G) =g(V.F,G)+g(F,V.G)
=g(V.F+n(F)E—9g(E,F)P,G)

+9(F,V.G+n(G)E—-g(E,G)P)
yazilabilir. Buradan metrigin 6zelligini kullanarak

Ved(F,G) =g(V.F,G)+n(F)g(E,G)-g(E,F)n(G)
+9(F,VG) +7(G)g(F,E)-g(E,G)n(F)

=g(V.F,G)+g(F,V.G)
ve
V.g(F,G)=0
elde edilir ki bu durumda (3.1.1)’de tanimli konneksiyon semi simetrik metrik
konneksiyondur.
Simdi O’Neill tarafindan Riemann submersiyonlar i¢in verilen T ve A tensdrlerini semi-
simetrik metrik konneksiyon i¢in tanimlayalim.

(N,gy) ve (B,g;) Riemann manifoldlar: arasinda tanimli

w1 (N,gy)—>(B,0s)
dontigimii bir Riemann submersiyon ve YV, N iizerinde bir semi-simetrik metrik

konneksiyon olmak tizere T ve A tensorleri

T(E,F)=T.F =hV .VF +VV .hF (3.1.2)
ve
A(E,F)=A.F =W, hF +hV, .vF (3.1.3)
seklindedir.

Teorem 3.1.1. (N, g, ) ve (B, g;) iki Riemann manifoldu olmak tizere

w:(N,gy)—(B,gs)
doniisiimii bir Riemann submersiyon ; Vv, N iizerinde Levi- Civita konneksiyonu ve V,

semi simetrik metrik konneksiyon olsun. E,F e x(N) igin
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i) T.F =T_F +7(hF)VE —g(VE,VvF)hP (3.1.4)
ve

i) ALF = AF +n(vF)hE —g(hE,hF)vP (3.1.5)
seklindedir.
fspat.

vV E,F € x(N) ig¢in (3.1.2) ifadesinde (3.1.1) esitligi kullanilirsa

fEF =h(V cVF +n(vF)VE —g(VE,vF)P +Vv(V hF +n(hF)VE —g(VE,hF)P)

yazilabilir. Buradan

T.F =hV .VF +7(VF)h(VE) — g(VE,VF)hP +VV .hF +7(hF)V(VE) — g(VE, hF)vP
oldugundan
T.F = T.F +7(hF)VE — g(VE,VF)hP
elde edilir.
Benzer sekildeV E, F €, x(N) igin (3.1.3) denkleminde (3.1.1) esitligi kullanilirsa

AF =v(V,chF +n(hF)hE — g(hE, hF)P) +h(V,VF +7(VF)hE — g(hE,VF)P)
yazilabilir. Buradan
A_F = A_F +5(VF)hE —g(hE, hF)vP
elde edilir.

O’Neill tensorlerinin tanimindan biliyoruz ki T ve A tensorleri anti-simetriktir. ¥ semi-

simetrik metrik konneksiyon ile tammli T V€ A tensérlerinin simetriklik durumunu

inceleyelim.

Lemma 3.1.1(N, g,) ve (B,g;) iki Riemann manifoldu olmak iizere

w:(N,gy)—(B,0g)

doniigiimii bir Riemann submersiyon olsun. V E,F,G € x(N) i¢in

)g(T.F,G) = g(T.G, F) +2g(T.F,G) +n(hF)g(vE,vG) — n(hG) g (VE, VF)

—g(vE,vF)g(hP,hG)+ g(VE,vG)g(hP,hF) (3.1.6)
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i) g(ﬁEF,G) = g(:&EG, F)-+29(AG, F)+2n(vF)g(hE,hG) —2n(vG)g(hE,hG)  (3.1.7)
seklindedir.

fspat.
VE, F,Ge x(N)ig¢in (3.1.4) esitligi kullanilirsa

9(T.F.G) = g((TcF +n(hF)VE —h(g(vE,vF)P),G)

= 9(TeF.G) +g(n(hF)vE,G) — g(h(g(VE,vF)P),G)

yazilabilir. G=vG+hG oldugundan

9(TeF,G) = g(TeF,vG) +g(TF,hG) + g (n(hF )vE,vG) + g (1)(hF)VE, hG)

—g(h(g(vE,vF)P,vG)—g(h(g(VE,vF)P,hG)
veya

9(T.F,G) = g(T.F,G) +n(hF)g(VE,vG) — g(VE,vF)g(hP,hG) (3.1.8)

elde edilir. Benzer sekilde

9(T.G, F) = g(T.G +n(hG)VE —h(g(VE,vG)P, F)

=g(T:G, F)+ g(n(hG)vE, F) —g(h(9(VE,VG)P, F)
yazilabilir. F=vF+hF oldugundan

9(T.G, F) = 9(TcG, F) + 9(n(hG)VvE,vF) — g(h(g(VE, vG)P, vF)

—g(h(g(vE,vG)P, hF)
olup,buradan
g(T.F,G) = —g(T.F,G) +n(hG)g(VE,VF) — g(VE,vG)g(hP, hF) (3.1.9)
bulunur. (3.1.8) denkleminden (3.1.9) denklemi ¢ikarilirsa
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9(TeF,G)—g(TeG, F) = 2¢(TF,G) +n(hF)g(VE,vG) —n(hG)g(VE, vF)
—g(vE,vF)g(hP,hG) 4+ g(VE,vG)g(hP,hF)
yazilabilir. Dolayisiyla (i) denklemi elde edilir.

Benzer sekilde (3.1.5) esitligi kullanilirsa

9(A.F,G) = g(AF,G) +n(vF)g(hE,G) —g(hE,hF)g(vP,G)
yazilabilir.

G =VG +hG oldugundan

9(AF,G) = g(A.F,G) +n(vF)g(hE,hG) — g(hE,hF)g(vP,vG) (3.1.10)

bulunur. Diger taraftan G ve F vektor alanlarinin yerleri degistirilirse

9(A.G,F) = 9(A.G,F) +n(vG)g(hE, hF) —g(hE,hG)g (vP, VF) (3.1.11)
elde edilir. O halde (3.1.10) denkleminden (3.1.11) denklemi g¢ikarilirsa

9(A.F,G) = g(A.G, F) +29(A.F,G) +2n(vF)g(hE, hG) —2(vG)g (hE, hF)
yazilabilir ki buradan (ii) denklemi elde edilir.

Sonug olarak Levi-Civita konneksiyonu ile taniml1 bir Riemann submersiyonunun aksine T

ve A temel tensdrlerinin anti simetrik olmadiklarini sdyleyebiliriz.

Teorem 3.1.2. (N, g,) ve (B,g;) iki Riemann manifoldu olmak iizere
w:i(N,gy)—(B.,gs)
bir Riemann submersiyon olsun. Tve A semi simetrik metrik konneksiyonlu
submersiyonun temel tensorleri olmak iizere ¥V U W €y'(N) ve V X,Y &€ x"(N) icin:
i) TL,W=T,U (3.1.12)
ii)AY=AX+2AY (3.1.13)
seklindedir.
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fspat.
YU,W e y'(N) igin (3.1.4) kullanilirsa

TW =T, W +n(hW)vU —g(vU,vW)hP (3.1.14)

ve

T,U =T, U +nhU)W —g(vW,vU)hP (3.1.15)
yazilabilir. U ve W nin yatay pargasi olmadigindan (hW) ve (hU) pargalar1 olmayacaktir.
Ayrica vU=U ve vVW=W dir.

W =T,U
ozelligini dikkate alarak (3.1.14) ve (3.1.15) esitlikleri taraf tarafa ¢ikaririlirsa
TW-T,U=T,W-T,U

olacagindan

JW =T,U
bulunur.
ii) Diger taraftan vV X,Y € x"(N) igin (3.1.2) esitligi kullanilirsa
AY =AY +n(vY)hX —g(hX,hY)vP (3.1.16)
ve
A X = A X +n(vX)hY —g(hY,hX)vP (3.1.17)
yazilabilir.

(3.1.16) ve (3.1.17) esitliklerini taraf tarafa ¢ikarilirsa vX =0ve vY =0ayrica

AX=—-AY
oldugundan
AY —AX =AY —(-AY)
veya
AY =AX42AY
elde edilir.

Sonug: (N, g,) ve (B,gg) iki Riemann manifoldu olmak {izere

wi(N,gy)—(B.,gs)
doniisiimii bir Riemann submersiyon; Y, N iizerinde Levi- Civita konneksiyonu ve V,

semi simetrik metrik konneksiyon olsun. U € '(N) ve X € y"(N)igin
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T,X =T, X +n(hX)vU (3.1.18)

AU =AU +7(vU)hX (3.1.19)
dir.

Teorem 3.1.3. (N, g,) ve (B,g;) iki Riemann manifoldu olmak iizere

w:(N,gy)— (B, gg)
doniisiimii bir Riemann submersiyon; Vv, N iizerinde Levi- Civita konneksiyonu ve V,
semi simetrik metrik konneksiyon olsun. T ve A semi simetrik metrik konneksiyonlu

submersiyonun temel tensorleri olmak iizere, ¥ V,W € y'(N) ve ¥ X,Y € y"(N) i¢in

i) V,W=V,W+TW (3.1.20)
i) VyX=hV,X +T, X +n(X)V (3.1.21)
i) V,V=AV+vW,V +nV)X (3.1.22)
iv) V.Y =AY +hV,Y +g(X,Y)WP (3.1.23)
dir.
fspat.

i) Vv V,Wex'(N) igin (3.1.1) esitligini kullanilirsa
VW =V(V,W —5(W)V +g(V,W)P)-+h(V,W — W)V +g(V,W)P)
oldugundan
VW =vW W —nW)N +hV,W +g(V,W)VP +g(V,W)hP
elde edilir. Diger tarfatan

gV ,W)VP+gV ,W)hP =gV ,W)P

yazilabileceginden
VW =VvW,W —W)V +hV,W +g(V,W)P

son esitlik (3.1.1) de yerine yazilirsa

VW =VWVW —(W)V +hV,W + gV W)P + (W) —g(V,W)P

veya
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VW =VvV,W +hV,W
bulunur. O halde
hV,W =T,W

ve

olmak tizere
VW =V, W +T,W
elde edilir.

ii) Benzer sekilde VV,W € x'(N) ve ¥ X,Y €x"(N) i¢in (3.1.1) esitligi kullanilirsa

Vo X =n(X)V 49V, X)P =h(V, X —n(XV +g(V, X)P) +V(V, X —n(X)V +-g(V, X)P)
buradan

Vy X =n(X)V 4+ gV, X)P =hV, X —p(X)hV +g(V, X)hP +-vV, X

—n(X)V +g(v, X)vP
oldugundan
Vy X =hV, X +T, X +n(X)V
elde edilir.
iii) Diger taraftan VV €x"'(N) ve ¥ X €x"(N) igin (3.1.1) esitligi kullanilirsa
AN =hV,V —n(V)hX +g(X,V)hP

yazilabilir.

Vv,V =hV,V +vwV,V
oldugundan
ViV —n(V)X +g(X,V)P =h(V,V —n(V)X +g(X,V)P)+V(V,V — (V)X +g(X,V)P

=hV,V —n(V)hX 4+ g(X,V)hP +vV,V — (V)X +g(X,V)VP
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

Y,V =AV +VW,V +5(V)X

elde edilir.
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iv) Son olarak v X,Y € x"(N) i¢in
hX =X ve hY =Y oldugu dikkate alinir, (3.1.1) ve (3.1.5) esitlikleri kullanilirsa
AY =vV,Y
yazilabilir. Buradan
AY =V, Y —n(Y)VX +g(X,Y)vP
bulunur. Diger taraftan
V.,V =hV,V +VwV,V

oldugundan

V.Y —=n(Y)X +g(X,Y)P =hV,Y —n(Y)hX +g(X,Y)hP +vV,Y —n(Y )X +g(X,Y)vP
yazilabilir. Boylece
AY =VV,Y —n(Y)vX +g(X,Y)vP

ve

g(X,Y)P=g(X,Y)VP+g(X,Y)hP
oldugundan

V.Y =AY +hV,Y +g(X,Y)WP
elde edilir.

Tanim 3.1.1 (N, g,) ve (B, gg) iki Riemann manifoldu olmak iizere

w:(N,gy)—(B,gg)
bir Riemann submersiyon; Vv, N iizerinde Levi- Civita konneksiyonu ve V, semi simetrik

metrik konneksiyon olsun.Tve A semi simetrik metrik konneksiyonlu Riemann
submersiyonun temel tensorleri olmak iizere, bu temel tensorlerin kovaryant tiirevleri

Vv E,F,H € x(N)i¢in

(6EA)F H= (6EA)(F’ H)= 6E(AFH)_ AVEF (H)- A (6EH) (3.1.24)
ve
(VeT)eH =(VeT)(F H) = Ve (TeH) - T, (H) =T (VcH) (3.1.25)

seklinde tanimlanir.
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Teorem 3.1.4. (N, g,) ve (B, g;) iki Riemann manifoldu olmak iizere
w:(N,gy)—(B,gs)

bir Riemann submersiyon; Vv, N iizerinde Levi- Civita konneksiyonu ve V, semi simetrik

metrik konneksiyon olsun.Tve A semi simetrik metrik konneksiyonlu Riemann

submersiyonun temel tensorleri olmak iizere, X,Y € x"(N) ve V,W, E € x"'(N) i¢in

i) (VyA), E=—A,E

i) (V\TWE=-T,, ., ovE

i) (VA E==A, ., wxE

V) (Vi Tl E=—T,y gxywE

seklindedir.

fspat.
(3.1.24) den

(Vy Al E =V, (A,E) — A, E— A, (V,E)
yazabiliriz. A yatay vektor alani oldugu i¢in yalnizca yatay vektor alaninda deger alir.
Buradan V, (A,E) ve A, (V,E)kisimlari olmayacagindan
(Vy A, E=—A ,E
elde edilir. Buradan da (3.1.20) esitligini kullanarak
(VAW E=—A,E

denklemi elde edilir. Benzer sekilde (3.1.22) den
(VyT)E=V,(T,E)-T, [E-T,(V,E)
yazabiliriz. T, dikey vektor alan1 oldugu igin yalnizca dikey vektor alaninda deger alir. Bu

durumda V, (T, E) ve T, (V, E) kisimlar1 olmayacagindan
(VT E=-T  E
elde edilir. Buradan (3.1.21) kullanilirsa
(@VT)Y E= _TWVY+TVY+,,(Y)V

T dikey vektor alan1 oldugundan
(ﬁVT)Y E= —TTVY (Y )V E
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bulunur.

(V, W, E=Y, (A,E) A, (E) A, (V,E)
esitliginde benzer sekilde A nin yatay vektér alami oldugu dikkate alinir ve (3.1.22)
kullanilirsa @x (A E)ve A, (@X E) kisimlar1 olmayacagindan

(VyA), E=—A ,E
yazilir. Buradan (3.1.22) kullanilirsa
(V,A), E=—A

AW AHVV W41 (W) X
elde edilir. Buradan da dikey kisim olmayacagindan

(V,A),E=-A

AW +n(W)X
elde edilir.
Son olarak (3.1.25) den

(VT E=V,T,E)-T¢ (E)-T,(V,E)
yazilir. T dikey vektor alani oldugu i¢in yatay parcalar olmayacaktir. Buradan hareketle
(VT E=-T ,E
yazilabilir. (3.1.23) kullanilarak
(V,T),E=-T

ALY +hV, Y +g(X.Y )P

E

denklemi elde edilir. T nin dikey vektor alani oldugu dikkate alinirsa

(V,T),E= E

_TAXY+g(X,Y)vP

bulunur.
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3.2.Semi-Simetrik Metrik Konneksiyon ile Tammml Riemann Submersiyonunda
Egrilik Ozellikleri

Bu béliimde iki Riemann manifold arasinda semi simetrik metrik konneksiyon ile tanimli

bir Riemann submersiyonun dikey ve yatay uzaylarimin egrilik 6zellikleri incelenmistir.

Teorem 3.2.1. (N, g, ) ve (B,g;) Riemann manifoldlari arasinda tanimli

w:(N,gy)—(B,gg)
doniistimii bir Riemann submersiyon ve R ,semi-simetrik metrik konneksiyonda tanimli

egrilik tensorii olmak iizereV U,V,W,F € x'(N) ve X € "(N)igin

) g(RU,VIW,F) = g(RU,VIW, F) +g(TW,T,F) - g(T,W,T,F)

+n(TW)gU,F)—n(T,W)g(V,F) (3.2.1)
ve
i) g(RU,VIW, X) = g((V, T, W, X) —g((V, Ty W, X) (3.2.2)
seklindedir.
fspat.

v U,V,W € x"(N)igin (2.1.1) denklemi kullanilirsa

RUVW)=V, VW -V, ,VW-V W

]
yazilir. Bu denklemde (3.1.20) den
VoV W =V, (VW +T,W)
yazilir. Buradan
Vv,V W =V, V,W +V,T,W
elde edilir. (3.1.20) ve (3.1.21) esitlikleri kulanilirak gerekli diizenlemeler yapilirsa
V,V W =T, TW +hV, TW +7TW)U +T, VW +V,V,W  (3.2.3)
bulunur. Benzer sekilde U ile V yer degistirilerek
V, VW =T, T,W +hV, TW +(T,WV +T,V,W +V,V,W  (3.2.4)

ve
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Vo W =T, W +V, W (3.2.5)

elde edilir.
Buradan (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2.5) esitlikleri (2.1.1) denkleminde yerine yazilirsa

RU VW =T, TW +hV,TW +nTW)U +T,V,W +V,V,W —T, T, W —hV, T,W

— MW —T,V W -V, VW T, W -V, W (3.2.6)
yazilabilir. Bu denklem V F € x'(N) ile ¢arpilirsa

g(RU.VIW,F)=g(T,T,W,F)+g(hV,T,W,F) +g(nTW)U,F)+g(T,V,W,F)
+9(Vy VW, F)—g(T, T W, F)—g(hV, TW,F) —g(n(T,W)V,F)

- g(Tv@qu F) - g(@vﬁuw’ F) r g(T[U,V]W’ F) - g(v[U,V]Wl F)
bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

g(RU.V)W,F)=g(RU,V)W,F)+g(TW,T,F)—g(TW,T,F)

+n(MW)gU, F)—n(M,W)g(V,F)

elde edilir.
Benzer sekilde (3.2.7) esitligi V X € x"(N) ile ¢arpilirsa

g(RU. V)W, X) =g(T,T,W,X)+g(hV,T,W,X)+g(nT,W)J, X)
+9(T, V,W, X)+9(V, V,W, X) - g(T, T,W, X)
—g(hV, T,W, X) = g(n(T, W)V, X) —g(T, VW, X)

—9(Vy VoW, X) = g (T, W, X) = 9 (Vi y W, X)
bulunur. Buradan gerekli islemler yapilirsa

g(RU VW, X) = g(hV,TW,X)+g(T, VW, X) — g(hV, T,W, X)

_g(Tv@UW’X)_g(T[u,V]W’X)

veya
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g(RU,VIW, X) =g((V,T, )W, X) —g((V, T, )W, X)

elde edilir.

Teorem 3.2.2 (N, g,) ve (B,g;) Riemann manifoldlar: arasinda taniml

v (N, gy) = (B, ge)
déniisiimii bir Riemann submersiyon ve R ,semi-simetrik metrik konneksiyonda tanimli
egrilik tensorii olmak iizere V V,W,K € 7'(N) ve V X,Y,Z € "(N) igin
i)
RV, W, X, K)=g(R'(V,W)X,K)+g(T,hV,, X,K) = g(T,hV, X, K) +-1(hV,, X)g(V, K)

_n(h@vx)g(\/\/’ K)"‘g(@vTWX’K)_g(@WTVX’K)‘f’g(TvTWX’K)
—g(T, T, X, K)+g(hV, X,hP)gW,K) + g (T, X,vP)g(W, K) +n(X)g(V,vP)g(W,K)
—g(hV,, X,hP)g(V,K) —g(T, X, vP)g(V,K) —n(X)gW ,vP)g(V,K) — g (T, w; X . K)

+9(X,V, P)gW,K) —g(X,V,,P)g(V,K) +n(X)n(V)gW,K) —n(X)nW)g(V,K)

i)
R(X,V,Y,Z)=R'(X.V,Y,Z)+ g(AT,Y,Z) +n(T,Y)9(X,Z) +n(X)n(V)g(X,Z)

—g(T, ALY, Z2)—g(X,Y)a(T,vP,Z) +n(Y)g(A X,Z)

seklindedir.

fspat.
i) (2.1.2) esitligi V V,W € x'(N) ve V X € x"(N) i¢in yazilirsa
RV, W)X =V, Vy, X =V, V, X =V, ;X

elde edilir. Bu denklemde (3.1.20) esitligi kullanilirsa,



VyVy X =V, (hV,, X +T, X +7(X)W)

=V, hV,, X +V, T, X +V, n(X)W

bulunur. Buradan (3.1.20) ve (3.1.21) kullanilirsa,
Vy Vi X =V hV, X +V, T, X +g(V, X, P)W +g(X, Vy, P)W +7(X)V,W

—=hV, hv,, X +T,hV,, X +n(hV,, X))+ V,hV, X +T,hV,, X

+g(ﬁv X, P)W +g(X, 6v PW +n(X )6VW
bulunur. Benzer sekilde

Vy Vy X =hV, hV, X +T,, hV, X 4 n(hV, X)W +V,,hV, X +T, hV, X

+9(Vyy X, PV +g(X,V,, PV +7(X)V,V
ve

@[V,W]X = hﬁV,W X +Tv,w X +n(X)V,W]

elde edilir. Ayrica,

hV,hV,, X —hV,,hV, X —hV, ;X =R'(V, W)X

olmak iizere

RV,W)X =R/(V,W)X +T,hV,, X =T,,hV, X +n(hV,, XV —n(hV, X)W
Ty X =V Ty X +T,T, X =T, T, X +g(hV, X, hP)W
+g (T, X, VP)W +n(X)g(V,vVP)W —g(hV,, X ,hP)V
—g(Ty, X, VPV —n(X)gW,vP)V =Ty, ;X +9(X, V, P)W

+n(X)TW —g(X,V, P)V —n(X)T,V + n(X)n(V )W —n(X)nW)V

bulunur. Elde edilen (3.2.7) denklemi K e y"(N)ile carpilirsa

27

(3.2.7)



28

RV W, X, K)=g(R'(V,W)X,K)+g(T,hV,, X, K) g (T, hV, X, K) +7(hV,, X)g (v, K)
—n(hV, X)gW, K) +g(V, Ty X, K) = g(V,, T, X, K) + g (T, Ty, X, K)
— g, T, X, K)+g(hV, X,hP)gW, K) + g (T, X,vP)gW, K) +7(X)g(V ,vP)gW, K)
—g(hV,, X,hP)g(V,K)—g(T, X, vP)g(V,K) —n(X)gW,vP)g (V. K) — g (T ;X . K)

+9(X,V, P)gW,K)—g(X,VP)g(V,K) +n(X)nV)gW, K) —n(X)nW)g(V.K)
elde edilir.
i)
X,Y € x"(N) V,W € x'(N) olmak iizere (2.1.1) kullanilarak

RIX V)Y =V, V,Y =V, V,Y =V, v,Y
(3.2.8)

elde edilir. Burada VY kismu igin (3.1.21) ve (3.1.22) ve V.Y kismu igin (3.1.23) ve
(3.1.20) kullanilirsa
ﬁxﬁvY = ﬁxh?vY +?XTVY "‘@xn(Y)V

= AhV,Y +hV, hV,Y +g(X,hV,Y)WP +ATY +VV,T,Y
+n(T,Y)X +9(V, Y, PV +9(Y,V,P)+g(Y,P)V,V

yazilir. Buradan

V,V,Y = AhV,Y +hV, hV, Y +g(X,hV,YWP + A T,Y +VV,T,Y
+n(TY)X +g(AY +hV,Y +g(X,YVP,PV +g(Y,V,P)
+n(P)X —g(X,P)PV (3.2.9)
elde edilir. Benzer sekilde
Vo VY =V, AY +V,hV, Y +V,g(X,Y)VP
=V, AY +T,AY +hV,hV, Y +T,hV, Y +n(hV, YV
+9(Vy X, Y)VP + g(X, V,Y)VP +g(X,Y)V, VP

Gerekli diizenlemelerden sonra,
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VoV Y =V AY +T,AY +hV,hV,Y +T,hV,Y +5(hV, YV
+g(hVy, X +T, X + (X, Y WP +g(X,hV,Y +T,Y +7(Y V)P

+9(X,Y)(V,VP+T,VP) (3.2.10)
elde edilir. Ayrica
6[x,V]Y = h@[X,V]Y +TixwyY +n(Y)IX,V]
(3.2.11)

ve

hV,hV,Y —hV, hV, Y —hV, Y =R'(X,V)Y olmak lizere (3.2.9),(3.2.10) ve (3.2.11)
esitlikleri (3.2.8) denkleminde yerine yazilirsa

R(X,V)Y =R/(X,V)Y + A, hV,Y +g(X,hV,Y)VP +A T, Y +VV,T,Y

+n(T,Y)X +g(AY +hV, Y +g(X,Y)VP,P)V

+9(Y,V,P+n(P)X —g(X,P)P)V +g(Y,P)(A +VV,V +7nV)X)
~V,AY =T, AY —T,hV,Y —n(hV,Y )V —g(hV, X,Y VP — g(T, X,Y VP
—n(X)g(V,Y WP —g(X,hV, Y VP — g(X,T,Y VP —n(Y)g(X,V )vP

—g(X,Y)Vy WP — g (X, Y)TWP =T, Y —n(Y)[X,V]
denklemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
R(X,V)Y =R(X,V)Y + A hV,Y +g(X,hV,YVP +AT,Y +VV,T,Y

+n(T,Y)X +g(AY,PV +g(hV,Y,P)V +g(X,YV +g(Y,V,PV
+9(Y, XNV =YW +3(Y )ALV + (Y WV, V + 7Y )n(V)X
~VyAY T, A Y —T,hV,Y —5(hV,Y )V —g(hV, X,Y)vP

—g(X,hV, Y)VWP —g(X ,Y)@VVP —g(X,Y)T,VP =T Y —=n(Y)[X V] (3.2.12)
elde edilir. (3.2.12) ifadesi Z € x"(N)ile ¢arpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(X.\V,Y,Z)=R(X,V.Y,Z) + g(AT,Y,Z) +n(T,Y)9(X,Z) +n(X)n(V)g(X,Z)

—9(M, ALY, Z2)—g(X,Y)g(T,vP, Z)+n(Y)g(A X,Z)

elde edilir.
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Teorem 3.2.3. (N, g, ) ve (B,g;) Riemann manifoldlari arasinda tanimli
w:(N.gy)—(B.gs)
doniisiimii bir Riemann submersiyon ve R ,semi-simetrik metrik konneksiyonda taniml

egrilik tensorii olmak iizere ¥V X,Y,Z,H € x"(N) V V e y'(N)i¢in

g(R(X,Y)Z,H) =g(R'(X,Y)Z,H) +9(A Z,AH) +1n(AZ)g(X,H)

—9(AZ, A H)—n(AZ)g(Y,H)+29(AH, AY) (32.13)
ve

g(R(X.Y)ZV)=g(AZ AV)+g(WW,AZV)+g(ANV,ZV)

—9(AZ,AV)—g(W,A,ZV)—g(AhV,ZV) (3.2.14)
seklindedir.

fspat.
v X,Y,Z € x"(N) icin (2.1.1) esitligi kullanilirsa

R(X,Y)2Z=V,V,Z-V,V,Z-V, Z (3.2.15)

x¥)
yazilir. Buradan (3.1.23) kullanilirsa
V,V,Z =V, (AZ+hV,Z+g(Y,Z)vP)

=V,AZ+V,hV,Z+g(V,Y,ZWP+g(Y,V,Z)VP+g(Y,Z)V,P
bulunur. Buradan (3.1.22) ve (3.1.23) esitlikleri kullanilirsa
VyV,Z=AAZ+VW, AZ+nAZ)X+AhNV,Z+hV,V,Z+g(X,hV,Z)vP

+g(AY,Z)WP+g(hV,Y,Z)VP+g(X,Y)g(VP,Z)VP +g(Y, A, Z)WP

+g(Y,V,ZWP+g(X,Z)g(Y, VPP +g(Y,Z)V,P (3.2.16)
yazilabilir. Benzer sekilde X ile Y yer degistirilirse
V,ViZ=AAZ+W,AZ+n(AZ)Y +AhV,Z+hV,hV,Z (3.2.17)

Ve
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VixnZ = AxiZ + Vi, Z (3.2.18)
bulunur.
hV,hVyZ —hV,hV, Z —hV,, ,,Z =R'(X,Y)Z
olmak iizere,(3.2.16), (3.2.17) ve (3.2.18) denklemleri (3.2.15) denkleminde yerine yazilirsa

R(X,Y)Z =R/(X,Y)Z +AAZ+VV,AZ+n(AZ)X +AhV,Z
(3.2.19)
~AAZ-VW,AZ-n(AZN -AhV,Z A, Z

bulunur.

(3.2.19) esitligi V H € x"(N) ile ¢arpilirsa

g(R(X,Y)Z,H)=g(R'(X,Y)Z,H)+ 9(AAZ,H)+ 9V, AZ, H)+g(n(AZ)X,H
+9((AZ)X,H)+g(ANV,Z H)—g(A AZ,H)—g(VW,AZ,H)
—9((AZ)Y,H) = g(AhV,Z,H)—g(A.,1Z,H)

yazilabilir. Buradan

9(R(X,Y)Z,H)=9g(R'(X,Y)Z,H) +9(AZ, A H) +n(AZ)g(X,H)

—9(AZ, AH)—n(AZ)g(Y,H)+29(A,H, AY)
elde edilir.
Diger taraftan (3.2.9) esitligi V'V € x'(N) ile ¢arpilirsa
g(R(X,Y)ZV) = g(R'(X.Y)Z,V) + G(AAZV) + gV, AZV) +g((AZ)X.V)

+O(ANV,ZV)—g(AAZV)-gWV,AZV)—gn(AZ)Y,V)

—9(AhV,ZV)—g(Ax,Z V)
bulunur. Buradan gerekli islemler yapilirsa

g(R(X,Y)Z,V)=g(R'(X.Y)ZV) +9(AZ,AV)+g(VV,AZV)+n(AZ)g(X,V)
+9(ANV,Z V)~ g(AZ,AV)—gWV, A ZV)—n(AZ)g(Y V)

~ ANV, Z V)= g(AcZV)
yazilabilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilrsa,

g(R(X,Y)Z,V)=9(AZ,AV)+g(VV,AZV)+g(AhV,ZV)

—9(AZ,AV)—g(VW,AZV) —g(AhV,ZV)
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elde edilir.

Teorem 3.2.4. (N, g, ) ve (B,g;) Riemann manifoldlar: arasinda taniml

w:(N,gy)— (B, gg)
déniisiimii bir Riemann submersiyon ve R ,semi-simetrik metrik konneksiyonda taniml

egrilik tensorii olmak iizere V V,W € y'(N) ve V X,Y € #"(N) icin

) ﬁ(\/,W,X,Y) = R/(\/,W,X,Y)+g(TWX,TVY)—g(I'VX,TWY)+77(X)g(TVW,Y)—77(X)g(TWV,Y)

i) RV, X, W,Y)=R/(V, X,W,Y) +g(hV, AW,Y)+g(T,AW.,Y)+g(V,W,P)g(X,Y)
+g(MW,P)g(X,Y)+gW,P)g(hV, X,Y) = g(AV,W,Y) —n(V,W)g(X,Y)
—g(hV, TW,Y)—g(Ty W, Y) +gW, V, P)g(X,Y) +g(W,V)g(X,Y)

—n(V)nW)g(X,Y)

iii) R(X,V,Y,W)=R'(X,V,Y,W)+g(AhV,Y,W)+g(X,hV,Y)g(VP,W) +g(VV,T,Y W)
+9(AY,WP)g(V, W) +g(hV,Y,hP)g(V W) +g(X,Y)g(V, W)
+9(Y, Vi P)g(vV.W)+g (¥, X)g(V,W)—n(X)n(Y)g(V.W)
+n(V )V VW) —g(Vy AY W) —g(T,hV, Y W) —n(hV,Y)g(V,W)
~g(hVy X,Y)g(vP,W)—g(X,hV,Y)g(vP.W) — g(X,Y)g(V,vP.W)

—9(Tx Y W)

iv) R(X, Y,V W) = g(R'(X,Y.V,W)—g(AV,AW) +g(AV, AW) +g(X, AV)nW)

=gV, AV)InW) +n(V)g(AY W) —n(V)g (A X)W
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fspat.
i) (3.2.7) esitligi Y € x"(N)ile garpilirsa
g(R(V W)X,Y)=g(R'(V,W)X,Y) +9(T,hV,, X,Y) = g(T,hV, X,Y) +5(hV,, X)g(V,Y)

—n(hVy X)gW,Y) +g(Vy Ty X,Y) — g (Vy, T, X, Y) + g (T, T, X,Y)
—g(T, T, X,Y)+g(hv, X,hP)gW,Y) + g (T, X,vP)gW,Y) +n(X)g(V,vP)g(W,Y)
—g(hV, X,hP)g(V,Y) — g (T, X,vP)g(V,Y) —n(X)gW ,vP)g(V,Y)

=0Ty w1 X, Y) +n(X)g(TW,Y) —n(X)g(T,V,Y)
olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
RV, W)X, Y) = G(R'(V W)X, Y) +g(T, Ty X,Y) =g (T, T, X,Y) +n(X)g (W, Y) —n(X)g(T,V,Y)
bulunur.
i) VV,Weyx'(M)ve VX e y"(N)igin (2.1.1) denklemi yazilirsa

RV, X)W =V, V,W -V, VW -V, W (3.2.20)

v, X]
Elde edilir. Buradan (3.1.22), (3.1.21) ve (3.1.20) kullanilirsa

6V@X\N = @v (AW +V@XW +nW)X)

= ﬁv AW +@VV@XW —f—@vn(\N)X
bulunur.

6V@XW = h@v AW +T, AW +n(AW)+ @VV?XW +TVV@XW
+g(V,\W,P)X +gW,V,P)X +gW,P)V, X

=hV, AW +T, AW +n(AW) + V,vW,W +T, vV, W
+9(V, W+T,W,P)X 4+ g(W,V,P)X +gW,P)V, X

olur. Buradan da
Vy VW =hV, AW +T, AW +n(AW)+V, VWV, W +T vV,W

+9(V, W,P)X +g(T,W,P)X +gW,V,P)X +g(W,P)hV, X

+9W,P)T, X +gW, P)n(X)V (3.2.21)
elde edilir. Benzer sekilde
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Vi VW =V, (V,W +T,W)

=V, VW +V,TW
(3.1.22) ve (3.1.23) kullanilirsa

@x @VW = A ﬁvw +V@x @VW +77(@VW)X +ATW

. (3.2.22)
+hV, TW +g(X, T,W)vP

ve
Vi x W =V W +Tyy W (3.2.23)
bulunur. Ayrica
VWWW - VW, VW -V, W =RV, X)W
olmak iizere (3.2.21),(3.2.22) ve (3.2.23) esitlikleri (3.2.20) denkleminde yerine yazilirsa
RV, X)W =R/(V, X)W +hV, AW +T,AW +n(AW) +T,vV,W
+g(V\W,P)X +g(TW,P)X +gW,V,P)X +gW,P)hv, X

+gW,P)T, X +gW,P)p(XV — A VW —n(V,W)X — A T,W

—hV, W — g(X, T,W)VP —T, , W
elde edilir. Bu denklem Y € x"(N)ile carpilirsa

g(R(V, X)W, Y)=g(R'(V,X)W,Y)+g(hV, AW,Y) +g(T,AW,Y)
+n(AW)GV,Y) + g TV, W,Y) +g(V,W,P)g(X,Y)
+g (MW, P)g(X,Y)+gW,V,P)g(X,Y)+gW,P)g(hV, X,Y)
+gW,P)g(T, X,Y)+gW,P)n(X)g(V,Y) - g(AV,W.Y)
—n(VW)g(X,Y) = g(ATW,Y)—g(hV, TW,Y)— g (X, T,W)g(vP,Y) - g(Ty « W,Y)

Buradan gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra

g(RIV, XOW,Y) = g(R'(V, X)W,Y) +g(hV, AW,Y) +g(T, AW.Y) +g(V,W,P)g(X.Y)
+g(TW,P)g(X,Y)+gW,P)g(hV, X,Y)—g(AV,\W,Y) —n(V,W)g(X.Y)
—g(hV,TW,Y)—g(Ty V. Y) + W, V, P)g(X,Y)+gW,V)g(X,Y)

—n(V)nW)g(X.,Y)

elde edilir.
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i) X,Y €x"(N) V,W € x"(N) olmak izere (2.1.1) kullanilarak
RX,V)Y =V, V,Y =V, V,Y =V, (3.2.24)
yazilir. Burada V, Y kismu igin (3.1.21) ve (3.1.22) ve V, Y kismi igin (3.1.23) ve (3.1.20)
kullanilirsa
V,V,Y =V, (hV,Y +T,Y +7(Y)V)
= 6xh@vY +@XTVY “’ﬁxn(Y)V

bulunur. Yeniden (3.1.23) ve (3.1.22) kullanilirsa
V,V,Y = AhV,Y +hV, hV,Y +g(X,hV, YIWP + A T,Y +VV,T,Y

+n(MY)X +g(V,Y, PV +g(Y,V,P)+g(Y,P)V,V

= AhV,Y +hV, hV,Y +g(X,hV Y )WP + A T,Y +VV,T,Y
+0(T,Y)X 4+ g(AY +hV, Y +g(X,Y)VP, P)V

+g(Y,V,P+n(P)X —g(X,P)P)V (3.2.25)
esitligi elde edilir. Benzer islemler yapilarak

V,V,Y =V, (AY +hV., Y +g(X,Y)VP)

=V, AY +V,hV,Y +V,g(X,Y)VP
yazilabilir. Burada tekrar (3.1.20) ve (3.1.21) kullanilirsa

VoV,Y =V,AY +T,AY +hV,hV, Y +T,hV,Y +n(hV, YV

+9(V, X,Y WP +g(X,V,Y)VP +g(X,Y)V, VP (3.2.26)

bulunur. Ayrica

VixuY =V Y + T +0(Y)[X.V] (3.2.27)
ve
hV,hV,Y —hV, hV, Y —hV, Y =R'(X,V)Y olmak lizere (3.2.25),(3.2.26) ve (3.2.27)

denklemleri (3.2.24) denkleminde yerine yazilirsa
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R(X,V)Y =R(X,V)Y + A,hV, Y +g(X,hV,Y WP + A T,Y +VvV,T,Y
+n(T,Y)X +g(AY +hV,Y +g(X,Y)VP,PV
+9(Y,V P+n(P)X —g(X,P)P)V +g(Y,P)(AV +VV,V +71(V)X)
~V,AY =T, AY —T,hV,Y —n(hV,Y )V —g(hV, X,Y VP — g(T, X,Y VP
—n(X)g(V,Y VP — g(X,hV, Y VP — g (X, T,Y VP —5(Y)g (X ,V )vP

=9(X.Y)V, VP — g(X, V)T, WP —Tyy Y —(Y)[X V]
ifadesi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(X,V)Y =R/(X,V)Y +AhV,Y +g(X,hV,Y)VP + AT, Y +VV,T,Y
+n(T,Y)X +g(AY,PV +g(hV,Y,P)V +g(X,YV +g(Y,V,PV
+9(Y, XNV =)V +7(Y)AV + 7Y WV, V +n(Y)n(V)X
~V,AY —T,AY —T,hV,Y —n(hV,Y )V —g(hV, X,Y)vP

—g(X, h@VY)vP —g(X ,Y)@VVP —g(X,Y)T,VP =Ty Y —n(Y)[X,V] (3.2.28)

elde edilir. (3.2.28) ifadesi W € x'(N)ile garpilirsa

g(R(X, V)Y, W) = g(R(X,V)Y,W)+g(AhV,Y W) +g(X,hV,Y)g(VP,W) +g(VV,T,Y,W)
+9(AY,VP)g(V, W) +g(hV,Y,hP)g(V, W) +g(X,Y)g(V,W)
+9(Y,VyP)g(V.W)+g(Y, X)g(V,W)—n(X)n(Y)g(V,W)
+n(Y)gUV,V W) —g(V, AY,W)—g(T,hV, Y W) —n(hV,Y)g(V,W)
—g(hVy X,Y)g(vP.W) —g(X,hV, Y)g(vP.W) —g(X,Y)g(VyvP.W)

—9(TxyvyY W)
elde edilir.
iv) V X,Y € "(N) ve V V,W € '(N) i¢in (2.1.1) kullanilirsa
RX,YV =V, V,V =V, V,V =V, \V (3.2.29)

Buradan (3.1.22) ve (3.1.23) kullanarak



@xﬁvv = 6x (AV +V@YV +n(V)Y)

= 6>< AV + ﬁXV@YV + 6x nv)Y
Tekrar (3.1.22) ve (3.1.23) kullanilirsa
Vi V,V=AAV +hV, AV +g(X,AVIVP +AVV,V +VV V.V

+n(WNV)X +g(V,V,P)Y +g(V,V,P)Y +g(V,P)V,Y

Esitligi elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

V,V\V =A AV +hV, AV +g(X,AVIWP +AVV.V +VV, vV V
+n(WW, V)X +g(AV,P)Y +g(vW,V,P)Y +g(n(V)X,P)Y
+g(V,VP)Y +g(V,P)AY +g(V,P)hV,Y +g(V,P)g(X,Y)VP

bulunur. Benzer sekilde

V,V,V=AAV +hV,AV +g(Y,AV)VP+AVV,V +VV VWV, V
+n(WW, V)Y +g(AV,P)X +g(W,V,P)X +g(n(V)Y,P)X

+9(V,V,P)X +g(V,P)A X +g(V,P)hV, X +g(V,P)g(Y, X )vP
yazilabilir. Ayrica (3.1.20) den

VixyY = VikyV + TV

ve
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(3.2.30)

(3.2.31)

(3.2.32)

VW, WV —vWW,V =V, vV =R(X,Y)V olmak iizere (3.2.30),(3.2.31) ve (3.2.32)

denklemleri (3.2.29) esitliginde yazilirsa
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R(X,Y)V =R(X,Y)V+AAV —AAV +hV,AV —hV, AV
+g(X,AV)WP —g(Y,AV )P +AVV,V —AVV,V
+n(VVNV)X =W, V)Y +g(AV,P)Y —g(AV,P)X
+g(VW,V,P)Y —g(vW,V,P)X +g(n(V)X,P)Y —g(n(V)Y,P)X
+(V, Vi P)Y —g(V,V,P)X +g(V,P)A,Y —g(V,P)A X

+9(V,P)hV,Y —g(V,P)hV, X =T,V (3.2.33)
olur. (3.2.33) ifadesi W € y"(N)ile ¢arpilirsa

R(X,Y,V,W)=g(R(X,Y,V W) —g(AV,AW)+g(AV, AW)+g(X, AV)nW)

—9(Y, AV)InW) +n(V)g(AY W) —n(V)g (A X)W

elde edilir.

Teorem 3.2.5. (N, g,) ve (B,g;) Riemann manifoldlari arasinda tanimli

w1 (N,gy)—>(B,g;)
déniisiimii bir Riemann submersiyon ve R ,semi-simetrik metrik konneksiyonda tanimli
Riemann submersiyonunun egrilik tensorii ve K, Riemann-Chiristofell egrilik tensorii

olmak iizere V X,Y € x"(N) ve v U,V € x'(N) icin

i) KU,V)=KUV)—|TV[ + 9TV, T,U)

+n(MU)gU,V)—n(T,U)

i) K(X,Y) = KOGY) g (AY, AX) =AY +1(AY)

(Vi P, X) + 9 (X, Y)(=n(AY) = 9(V,P, X))
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i) KV, X) = g(R'(V, XV, X) +g(hV, AV, X) + g TV, V, X) +3(V,V) +n(T,V)
+n(V)g(hV, X, X) = g(A,V,V, X) = g(hV, TV, X) —g(Ty 1V, X)

+9(V,V,P)+1- (V)"

iv) K(X,V)=R(X,V, X,V)
= K'(X,V)+g(AhV, X,V)+g(X,hV, X)nV)+g(WW,T,X,V)+g(A X,P)

+9(hV, X, P)+ (X, V,P)+2—[n(X)F +5(X)g(vV vV, V) +[n(X)FnV)
—g(Vy A X, V)= g(T,hV, X, V) =n(hV, X)—g(hV, X, X)n(V) —g(X,hV, X)n(V)

—g(VyVWPV) = g (T X V) —n(X)g ([ X, V1V)
dir.

fspat
i) VU,V ey'(N)igin (3.2.1) esitligi kullanilirsa
K(U.V) =g(RUV)U,V) —g(T,V,T,U) +g(T,V,T,U)

+77(TVU)9(U V) _U(TUU)Q(V’V)

yazilabilir. Buradan

KU,V)=KU,V) [T V[ +g(T,V,T,U)

+77(TVU)9(U V) — 77(TUU)
elde edilir.

i) X,Y € x"(N) olmak iizere (3.2.13) esitliginde Z yerine X ve H yerine Y yazilirsa

K(X,Y)=g(R(X,Y)X,Y)
=g(R(X,Y)X,Y)=g(AY,AX)+g(AY,AX)

+n(AY)g(X, X)=n(AY)g(Y, X)+g(Y,Y)a(V,P, X)

—g(X,Y)g(VyP, X)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
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K(X,Y)=K(X,Y)=g(AY,AX) | AY[ +n(AY)+g(V,P,X)

+g(X,Y)(=n(AY) —g(V,P,X)
denklemi elde edilir.

iii) (3.2.24) ifadesinde W yerine V ve Y yerine X yazilirsa

K(V,X)=gR(V,X)V, X)
RV, XV =R/(V,X)V+hV,AV +T,AV +n(AVNVN +TVV,V +g(V,V,P)X

+9(TV,.P)X +9(V,V,P)X +g(V,P)hV, X +g(V,P)T, X +g(V,P)n(X)V

- Axﬁvv —U(ﬁvV)X - AxTvV o hﬁxTvV - g(x ’TVV)VP _T[V,X]V
Buradan elde edilen ifade X e »"(N)ile carpilirsa

KV, X)=g(R'(V, XV, X)+a(hV, AV, X) +gTMVV,V, X) +5(V,V) +n(T,V)
+n(V)g(hV, X, X) = g(AV,V, X) = g(hV, TV, X) =g (T, x V., X)

+9(vV,V, P)+1-[n(V)F
elde edilir.
iv) (3.2.28) ifadesinde Y yerine X ve W yerine V yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
K(X,V)=g(R(X,V)X,V) olmak lizere

R(X,V)X =R/'(X,V)X +AhV, X +g(X,hV, X)VP + AT, X +VV, T, X +n(T, X)X
+g(A X, PV +g(hV, X,PV +g(X,X)g(VP,P)V +g(X,V, PV +g(X,X NV
—n(X)GX, PV +n(X)AV +n(XWV,V +5(X)n(V)X =V, AX =T, A X
—T,hV, X —n(hV, XV —g(hV, X, X VP —g (X ,hV, X WP —g(X, X )V, VP

- g(x , X )TVVP _T[x,v]x —’I](X)[X :V]

bulunur. Bu denklem V € " (N) ile ¢arpilirsa
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K(X,V)=K'(X,V)+g(AhV, X,V)+g(X,hV, X)n(V) + g(vV,T, X,V) + g(A X, P)
+g(hVy X, P) + g(X,VP) + 2= [n(X)F +n(X)g(V,V.V) +[n(X)FnV)
—g(Vy A X V) = g(ThV, X, V) = n(hV, X) = g (hV, X, X)n(V) — (X, hv, X)n(V)

—g(VyWP,V) =g (T, X, V) = n(X)g([X,V1V)

elde edilir.
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4. QUARTER-SIMETRIK METRIK OLMAYAN KONNEKSIYON ILE
TANIMLI RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Bu bolimde quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon kavrami Riemann
submersiyonuna taginarak  bu konneksiyon ile iki Riemann manifold arasindaki
submersiyon tanimlanip temel 6zellikleri incelenmistir.

(N,g,) ve (B,g;) Riemann manifoldlar: arasinda tanimli

w:(N,gy)—(B,dg)
dontisiimil bir Riemann submersiyon Y, Levi-Civita konneksiyonu, 7 ,1-form ve ¢,(1,1)

tipinde tensor alani olmak iizere E,F € y(N)igin

VeF = VeF +4(F)e(E) 4.1.1)

seklinde tanimli konneksiyonu alalim.

VvV konneksiyonunun torsiyonu
T(E,F)=V.F-V.E—-[E,F]
olmak tizere (4.1.1) esitligi kullanilirsa kolayca goriilebilir ki
T(EF) = (VeF +1(F)¢(E))~ (Ve E +n(E)¢(F)) ~[E F]
=T(E,F)+n(F)e(E)-n(E)e(F)

dir. V,Levi-Civita konneksiyonunun torsiyon tensorii sifir oldugundan

T(E,F) =n(F)e(E) —n(E)p(F)

elde edilir. Dolayisiyla V¥ lineer konneksiyonu quarter-simetrik konneksiyondur. Ayrica

(Ve9)(F,G) = g(VF,G) +g(F,V.G) + EG(F,G)

=9(VeF +n(F)o(E),G)+9(F,V.F +n(F)p(E)) + Eg(F,G)
metrigin 6zelliginden

(Ve9)(F,G) = g(VeF,G) +1(F)g(p(E),G) +9(F,V.G)

+1(G)9(F.¢(E)) + Eg(F,G)

elde edilir.
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9(V:F,G)+9g(F,V .G)+Eg(F,G) =(V.09)(F.G)
ve
(Veg)(F.G)=0
oldugundan
(Ve9)(F,G) =n(F)g(¢(E), G)+n(G)9(F, o(E))
ele edilir. Buradan
(Ve9)(F,G) =0
sonucu elde edilir. Dolayisiyla (4.1.1) esitligindeki konneksiyon, quarter simetrik metrik

olmayan konneksiyondur.

4.1.Temel Tensorler

Bu boliimde O’Neill tarafindan Riemann submersiyonlar i¢in verilen T ve A tensorleri

quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon i¢in tanimlanmis ve sonuglari incelenmistir.

Teorem4.1.1 (N,g,) ve (B,gg) Riemann manifoldlar1 arasinda taniml

w:(N,gy)—(B,gg)
doniigiimii bir Riemann submersiyon ve ¥V quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon
olmak ilizere V' E, F, x(N) i¢in

) T.F =T_F +n(VF)ho(VE) +1(hF)ve(VE) (4.1.2)
ii) ALF = A_F +n(hF)ve(hE) 4 17(vF)hyp(hE) (4.1.3)
seklindedir.

Ispat. O’Neill tensorleri, V quarter simetrik metrik olmayan konneksiyon igin yazilirsa

T.F =hV,oVF +VV . hF (4.1.4)
ALF =VV, hF +hV vk (4.1.5)
elde edilir. Buradan (4.1.4) ifadesinde (4.1.1) esitligi yazilirsa
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T.F = h(V .VF +n(VF)p(VE)) +V(V chF +n(hF)o(VE))
= hV VF +n(VF)hp(VE) 4+ VvV hF +n(hF)vp(VE)

yazilabilir. Buradan
hV VF +VV hF =T.F

oldugundan ispat tamamlanmis olur. Benzer sekilde

(4.1.5) ifadesinde (4.1.1) kullanilirsa
A.F =V(V,chF +1(hF)p(hE)) + h(V,VF +1(vF )o(hE))

=VV,:hF +n(hF)vp(hE) +hV, .vF + n(vF)he(hE)
yazilabilir. Buradan
VW, chF +hV,.VF = A.F

oldugundan istenilen elde edilir.

Teorem4.1.2 (N,g,) ve (B,gg;) Riemann manifoldlar: arasinda taniml

w:(N,gy) —>(B,gs)
doniigiimii bir Riemann submersiyon ve ¥V quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon

olsun. T ve A quarter simetrik metrik olmayan konneksiyonlu submersiyonun temel

tensorleri olmak lizere V' E, F, x(N) i¢in

i) 9(TeF,G) = g(TG, F) +29(TcF, G) +1(vF) g (he(VE), vG) +1(VF) g (h(VE), hG)
+n(hF)g (v (VE),vG) +1(hF)g (ve(VE), hG) —n(vG) g (hp(VE), vF)

—1(vG)g(hp(VE),hF) —n(hG)g(vi(VE),vF) —n(hG)g (v (VE), hF)

i) 9(A.F,G) = 9g(AG,F)+29(AF,G) +n(hF)g(vp(hE),vG) — (hG)g (ve(hE), vF)

+1(VF)g(he(hE),hG) -1 (vG)g(he(hE),hF)
seklindedir.

Ispat: i) (4.1.2) ifadesi ile G € x(N) nin metrikte aldig1 deger



45

9(TcF,G) = g(TcF +1(vF)hp(VE) +1(hF )vep(VE), G)

= g(TcF,G) +n(vF)g(he(VE),G) + n(hF)g (ve(VE),G)
bulunur. Son esitlikte G =VvG +hG alinirsa
9(T.F,G) = g(T.F,vG +hG) + n(vF) g (he(VE),VG +hG) + n(hF)g(ve(VE),VvG +hG)

= g(TeF,vG) +g(TcF, hG) +n(vF)g (e (VE), vG) +1(vF) g (he(VE), hG)

+n(hF)g(ve(VE),vG) +n(hF)g(ve(VE), hG) (4.1.6)

ifadesi elde edilir. Benzer islemler F ile G yer degistirilerek yapilirsa

9(TeG, F) = 9(TcG +n(vG)hyp(VE) + n(hG)ve(VE), F)
=9g(TeG, F) +n(vG)g(hp(VE), F) +n(hG)g (v (VE), F)

bulunur. F = VF +hF oldugundan son esitlikte yerine yazilirsa

9(T.G,F) = g(T.G,VF +hF) + (vG)g(he(VE),VF +hF )+ 1(hG)g(ve(VE), VF + hF)
= 9(TeG,vF) 4+ 9(T:G, hF) +n(vG)g (hp(VE), vF) +n(vG) g (he(VE), hF)

+n(hG)g(vp(VE),vF) + n(hG)g (v (VE), hF) 4.1.7)
elde edilir.

T anti simetrik oldugundan (4.1.6) ile (4.1.7) ¢ikarilip diizenlenirse istenilen elde edilir.

il) Benzer sekilde (4.1.3) ifadesi ile G € y(N) nin metrikte aldigi deger

9(AF,G) = g(AF +n(hF)ve(hE) +7(vF)he(hE), G)

=9(AF.G)+n(hF)g(ve(hE),G) +1(vF)g(he(hE),G)
bulunur. G=vG+hG oldugundan

9(A.F,G) = g(AF,G) +(hF)g (ve(hE),vG +hG) +1(vF) g (hp(hE),vG +hG)
= 9(AcF,G) +7(hF)g(vp(hE),vG) +7(hF)g(ve(hE), hG) +7(vF) g (he(hE),vG)

+1(vF)g(he(hE), hG)

yazilabilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
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9(A.F,G)=g(AF,G) +7(hF)g (vp(hE),VG) +7(vF) g (hp(hE), hG) (4.1.8)

ifadesi elde edilir. Benzer islemler F ile G yer degistirilerek yapilirsa

9(AG, F) = g(AG +1(hG)vep(hE) +(vG)he(hE), F)

= 9(AG, F) +n(hG)g(ve(hE), F) +n(vG)g(he(hE), F)

bulunur. Buradan

9(A:G,F) = g(A:G,F) +1(hG)g (ve(hE),VF +hF) +1(vG)g(he(hE),VF +hF)
= 9(AG, F) +1(hG)g(vp(hE),vF) +7(hG)g(vp(hE), hF)

+11(vG)g(hp(hE),vF) +7n(vG)g(he(hE), hF)
yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
9(AG,F) =g(A.G, F) +1(hG)g(ve(hE),VF) + n(vG)g(hp(hE),hF)  (4.1.9)
esitligi elde edilir. A; nin anti simetrik oldugu dikkate alinarak (4.1.8) ile (4.1.9) ¢ikartlip

diizenlenirse istenilen elde edilir.

Teorem 4.1.3(N, g,) ve (B,g;) Riemann manifoldlari arasinda taniml
v :(N,gy) —>(B.gs)
doniigtimii bir Riemann submersiyon ve Vv quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon
olsun. T ve A quarter simetrik metrik olmayan konneksiyonlu submersiyonun temel
tensorleri olmak iizere U,W € x'(N) ve X,Y € x"(N) igin
i) W =T,U +n(W)hp(WU) —n(vU )he (VW)
i) AY =—A X +n(hY)vp(hX) +n(hX)ve(hy)

seklindedir.

Ispat: i) U,W e z"(N)igin (4.1.2) kullanilirsa

T,W =T, W +5(vVW)he(VU) +7(hW)ve(vU ) (4.1.10)
Ve

T, U =T, U +7(VU)he(W) +7(hU V(W) (4.1.11)
oldugundan T,\W =T,U , W ve U vertical vektorlerinin h I1 pargalarmin olmayacagi

dikkate alinarak (4.1.10) dan (4.1.11) cikarilirsa
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T,W —T,U = (W )hp(vU) — 5(vU )hp (VW)

TLW =T, U +7(VW )hp(vU ) — (VU )hp (VW)
elde edilir.

i) X,Y € y"(N)icin (4.1.3) kullanilirsa

AY =AY +n(hY)vp(hX) +n(vY )he(hX) (4.1.12)
ve
A X = A X +n(hX)vp(hY) +n(vX)hep(hY) (4.1.13)
oldugundan ve vY ve vX kisimlar1 olmadigindan ayrica AY =—A X

oldugu dikkate alinirak (4.1.12) ile (4.1.13) toplanirsa
AY =—A X +n(hY )ve(hX) +n(hX)vp(hY)

elde edilir.

Sonug: (N,g,) ve (B,g;) Riemann manifoldlar1 arasinda taniml

w:(N,gy) > (B.g;)
doniigiimii bir Riemann submersiyon ve YV quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon
olsun. T ve A quarter simetrik metrik olmayan konneksiyonlu submersiyonun temel
tensérleri olmak iizere U € ' (N) ve X € y"(N)igin
Ty X =T, X +n(hX)vp(vU)
AU = AU +n(vU)he(hX)

esitlikleri ele edilir.

Teorem4.1.4 (N,g,) ve (B,gg) Riemann manifoldlar: arasinda taniml

v :(N,gy) —>(B.gs)
doniigiimii bir Riemann submersiyon ve Vv quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon

olsun. V,W € x"(N) ve X,Y € x"(N) olmak iizere

i) VW =V, W +TW —nW)e(V) (4.1.14)
i) V, X =hV, X +T, X +n(X)ve(V) (4.1.15)
i) V,Y =AY +hV,Y (4.1.16)



iv) V.V =AV +W.,V +7(V)hep(X)
seklindedir.

Ispat: i) V,W € y'(N) igin (4.1.1) esitligi yazilirsa

VW =V W +7(W)p(V)
oldugunu biliyoruz. Diger taraftan
VW =vV W +hV,W
ifadesinde (4.1.1) kullanilirsa
VW =vwW,W +hV W

=V(V,W —n(W)p(V)) +h(V,W —n(W)p(V))

=VV,W — (W )V (V) +hV, W —n(W)he(V)

ifade 7(W) parantezine alinirsa

VW =VV,W +hV,W —n(W)e(V)

elde edilir. Ayrica,

VWW =V, W

ve

hV,W =T,W

olmak Uzere (4.1.19) esitligi (4.1.18) de yerine yazilirsa

@VW = ﬁvw ‘H:VW —nW)e(V)

elde edilir.

i)V ey (M)ve X e y"(N)igin (4.1.1) den

Vu X =V X +3(X)eV)

ve V, X =vV, X +hV, X oldugundan

VX =V(Vy X =n(X)p(V)) +h(Vy X =n(X)(V))

=V, X —n(X)Vee(V) +hV, X —5(X)he(V)

bulunur. V@V X =T, X olmak iizere (4.1.21) denklemi (4.1.20) de yazilirsa
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(4.1.17)

(4.1.18)

(4.1.19)

(4.1.20)

(4.1.21)



elde edilir.

Vy X =hV, X +T, X +1(X)vp(V)

iii) Benzer sekilde X,Y € y"(N)igin (4.1.1) kullanilirsa

VY =V, Y (Y )e(X)

VY =V,Y —n(Y)ep(X)

Ayrica V,Y =vV,Y +hV,Y oldugundan

VoY =V(V, Y =Y )p(X)) +h(V, Y =Y )(X))

yazilabilir.

VW,Y =AY

=V, Y — (Y )Vo(X) +hV, Y —n(Y)he(X) + (Y )(X)

olmak tizere (4.1.23) denklemi (4.1.22)’de yerine yazilirsa

elde edilir.

iv)

ayrica

oldugundan

V, X =hV, X +T, X +1(X)vp(V)

V)V =W,V +3(V)e(X)

V.V =V, V +hV,V

V.V =Y,V =iV )e(X) +h(V,V =7V )p(X))

=W,V =V )Ve(X) +hV,V —5(V)he(X)
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(4.1.22)

(4.1.23)

(4.1.24)

(4.1.25)

yazilabilir. Ayrica h@XV = A,V oldugundan (4.1.25) denklemi (4.1.24) te yerine yazilirsa

elde edilir.

V.V =AV +W.,V +71(V)hp(X)
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4.2.Quarter-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyon fle Tammh Riemann

Submersiyonda Egrilik Ozellikleri

Teorem 4.2.1. (N, g,) ve (B,g;) Riemann manifoldlar: arasinda taniml

w:(N,gy)—>(B,gs)
doniigiimii bir Riemann submersiyon ; ¥ quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon ve
R ,konneksiyonun egrilik tensérii olmak tizere U,V ,W,F € y'(N) ve X,Y,Z,H € "(N)
igin
i)
g(RU.VIW,F) =g(RU.VIW,F)-7(V,W)g(pWU). F)+7(V,W)g(e(V),F)

+n(MW)g vpU),F)-nTW)g VeV ), F) —g(VynW)e(V),F)

+9(VynW)eU), F)-nW)g(@(U V1), F)
ii)
g(RU V)W, X) =g(T,V,W, X) =g (T, V W, X) =7(V,W)g(pU), X) + n(V W)g(p(V), X)

+g(hV,T,W, X) = g(hV, T,W, X)+g(T, T, W, X) - g (T, T,W,X)
—g(VynW)p(V), X)+g(V,n(W)eU), X) - g(Tyy W, X)

+nW)g(e([U.V]), X)

seklindedir.
fspat.'
U,V,W e '(N)icin (2.1.1) esitligi yazilirsa
RUVW =V, VW =V, V W -V, ,W (4.2.1)
Buradan V,V,W icin (4.1.14) kullanilirsa

Vo VW =V, (VW +T,W — (W) (V))

= @u ﬁvw + @ufvw - @u nW)e(V)
buradan (4.1.14) ve (4.1.15) esitlikleri kullanilirsa



VoVW =V VW + T, VW —7(V,W)pU) +hV, T,W
+T,TW (MW )V U) — VW) (V)

Benzer islemler @V @UW icin yapilirsa

6vﬁu\N = ﬁv @UW +-I:V@UW - n(@uW)SO(V) + h?VfUW

+Tv-|:uw + 77(qu (V) — ﬁv nW)eU)

elde edilir. Diger taraftan ﬁ[u vW ifadesi (4.1.14)’ ten agilirsa

6[u ,V]W - 6[u,V]W "‘-I:[U,V]W —-n(W)e([U,V])

Vo VW =V, VW =V, , W =RU V)W
olmak tizere (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) ifadeleri (4.2.1)' de yerine yazilirsa
RUNVIW =RU VW +T, VW =T, VoW — (VW) U) + (VW )p(V)

+hV, TW —hV, T W +T, TW —T, T,W +7(T,W )veU)
— (MW VeV ) — VW)V ) + V, nW )eU)

~ Ty W +nW)e([U.V])
elde edilir. (4.2.5) esitligi F € y*(N) ile carpilirsa

g(RUVIW,F)=g(RU VW,F)—n(V,\W)g (W), F) +n(V,W)g(eV),F)
+n(T,W)g(veU),F)—n(TW)g(ve(V ), F)

—9(VunW)e(v),F)+g(V,nW)eU), F) +nW)g(»(U. V], F)

istenilen elde edilir. Benzer sekilde (4.2.5) ifadesi X € y"(N)ile ¢arpilirsa
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(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)
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g(RU V)W, X) = g(T,V\W, X)—g(T, V,W, X)=n(V,W)g(pU), X) +7(V,W)a(eV), X)
+g(hV TW, X)-g(hV, T,W, X) +g(T,T,W,X)-g(T,T,W,X)
—g(VynW)p(V), X)+g(V,n(W)eU), X) - g(Tyy W, X)

+nW)g(e([U.V]), X)

elde edilir.

Teorem4.2.2 (N,g,) ve (B,gg) Riemann manifoldlar1 arasinda tanimli

w:(N,gy) —>(B.gs)
doniigiimii bir Riemann submersiyon ; ¥ quarter-simetrik metrik olmayan konneksiyon ve
R ,konneksiyonun egrilik tensérii olmak iizere , ¥ X,Y,Z,H € "(N)ve V¥ V € y*(N)i¢in
i)
g(R(X,Y)Z,H)=g(R'(X,Y)Z,H)-g(AH,A Z)+g(AH,AZ)

+11(A 2)g(hp(X),H)-1(AZ)g(hp(Y),H)

g(R(X,Y)Z,V)=g(W,AZV)-g(WV,A ZV)+g(AhV,ZV)

-g(AhV,ZV)-29(T,Z,AY)-n(Z)g(ve( [X.YLV)

seklindedir.

Ispat: X,Y,Z,H e y"(N)igin (3.1.2) esitligi yazilirsa
R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z -V Z (4.2.6)
V,V,Z kismi icin (4.1.16) kullanilirsa

V, V,Z=V,(AZ+hV,2)

=V,AZ+V,hV, Z
Buradan tekrar (4.1.16) ve (4.1.17) kullanilirsa
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6xﬁ\(z =AAZ +V§X'AVZ +1(A Z)he(X)

(4.2.7)
+AhV,Z +hV, hV,Z
Benzer islemler V, V., Z igin yapilirsa
VWV Z=AAZ+W,AZ+1(AZ)he(Y)
(4.2.8)
+AhV,Z+hV,hv, Z
[X,Y] dikey vektor alani oldugu igin 6[”]2 ifadesi (4.1.15)” ten
6[x,\(]Z = hﬁ[x,\(]Z +T[X,Y]Z +n(Z)Vve([X,Y]) (4.2.9)

yazilir. hV,hV,Z -hV,hV,Z —hV, ;Z=R'(X,Y)Z olmak iizere (4.2.7), (4.2.8) ve
(4.2.9) esitlikleri (4.2.6)” da yerine yazilirsa
R(X,Y)Z=R'(X,Y)Z+AAZ-AAZ+W,AZ-VW,AZ

+1(A Z)hp(X) - (A Z)hp(Y) + AV, Z

~AhV,Z =Ty, Z =12V ([X,Y]) (4.2.10)
elde edilir. (4.2.10) ifadesi H € y"(N)ile ¢arpilirsa

g(R(X,Y)Z,H)=g(R'(X,Y)Z,H)+g(AAZ H)-9(AAZH)

+17(A2)g(he(X),H)—-n(AZ)g(he(Y), H)
Mmetrigin 6zelliginden
9(AAZ,H)=-g(AH,AZ)
9(AAZ,H)=-9(AH,AZ)
yazilirsa

9(R(X,Y)Z,H)=g(R'(X,Y)Z,H)~g(AH,AZ) +9(AH,AZ)

+17(AZ)g(he(X),H)—n(AZ)g(he(Y),H)
elde edilir.

ii) (4.2.10) ifadesi V € y'(N) ile garpilirsa



g(R(X,Y)Z,V)=g(W,AZV)-g(W,A ZV)+g(AhV,ZV)
—g(ANV,ZV)=g(Ty,ZV)-1(Z)g(ve([X,Y])V)

Diger taraftan

T, . Z==2T

[X.Y] ALY

YA

ve

9(Txv1Z,V) =-09(2T, Z,V) =29(T, Z, AY)
oldugundan

g(R(X,Y)Z,V)=g(W,AZV)-g(W,A ZV)+g(AhV,ZV)

—g(AhV,ZV)-29(T,Z,AY)-1(Z)g(ve([X,Y1V)

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Literatiire yeni kazandirilan bu tez caligmasinda Riemann submersiyonlarin farkli
konneksiyonlar ile incelenmesi ve elde edilen 6zelliklerin karsilagtirilmasi fikri {izerinde
durulmustur. Ilk olarak semi simetrik metrik konneksiyon ile tanimli Riemann
submersiyonlar c¢aligilmistir. Riemann submersiyonlar i¢in temel tensorler olan O’Neill
tensorleri bu konneksiyon i¢in tanimlanmis, O’Neill tensorlerine bagli 6zellikler semi
simetrik metrik konneksiyon kullanilarak ¢alisilmis ve karsilastirilmistir. Ardindan Riemann
submersiyonlar igin temel egrilik oOzellikleri semi simetrik metrik konneksiyon igin
incelenmis, vertical ve horizantal uzayin egrilikleri bu konneksiyon i¢in hesaplanmistir.
Ikinci orijinal bdliimde Riemann submersiyonlar, quarter simetrik metrik olmayan
konneksiyon ile ¢alisilmistir. O’Neill tensorleri bu konneksiyon i¢in tanimlanip ¢alisilmistir.
Ayrica temel egrilik ozellikleri quarter simetrik metrik olmayan konneksiyon icin elde
edilmisgtir.

Burada iki Riemann manifoldu arasinda tanimli Riemann submersiyonlar iizerinde
durulmustur. Yapilan ¢alismalar, kompleks, kaehler ve kontakt manifoldlar basta olmak
iizere farklt manifoldlar arasinda tanimli Riemann submersiyonlarda incelenebilir. Ayrica
tezde tanimlanan konneksiyonlarla aynmi oOzellikleri saglayan, farkli konneksiyonlar

kullanilarak Riemann submersiyonlar ¢aligilabilir.
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