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GECIS SARTLARI ICEREN PERIYODIK STURM-LIOUVILLE PROBLEMININ
SPEKTRAL OZELLIKLERI
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OSMAN YILMAZ
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OZET

Bu tez g¢alismasinda; periyodik simir-deger-gegis probleminin baz spektral 6zellikleri
aragtirilmigtir. Bu galigma beg boliimden olugmustur. Birinci béliimde Sturm ve Liouville ile
ilgili kisa bilgiler verilmis ve arastirilan konunun kullamim alanlarma deginilmistir. Ikinci
boliimde Sturm-Liouville teorisiyle ilgili literatiirde yer alan c¢aligmalarla ilgili bilgiler
verilmistir. Uciincii  boliimde tez calismasma temel olusturacak Sturm-Liouville
problemleriyle ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir. Doérdiincii boliimde periyodik
Sturm-Liouville sinir-deger-gegis probleminin 6zdegerlerinin reel olmasi, farkli 6zdegerlere
kargilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonal olmasi, kargilagtirma teoremi, Sturm-Picone teoremi
ve bazi diger teoremler iginde gecgerli oldugu gosterilmistir. Beginci boliimde bu calismayla
elde edilen sonuclar agiklanmistir.

Anahtar Kelimeler : Sturm - Liouville problemi, 6zdeger, 6zfonksiyon,
gecis sartlar.
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SPECTRAL PROPERTIES OF A PERIODIC STURM-LIOUVILLE PROBLEM
WITH TRANSITION CONDITIONS
(M. Sc. Thesis)

OSMAN YILMAZ

AMASYA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
JULY 2021

ABSTRACT

In this thesis, some spectral properties of a periodic boundary-value-transition problem were
investigated. This study consists of five chapters. The first chapter provides brief information
on the Sturm-Liouville problem and its applications in natural science. In the second chapter,
information about the studies in the literature on Sturm-Liouville theory is given. In the
third chapter, general definitions and theorems related to Sturm-Liouville problems are given,
which will form the basis of the thesis work. In the fourth chapter, it has been shown that the
eigenvalues of the periodic Sturm-Liouville boundary-value-transition problem are real, the
eigenfunctions corresponding to different eigenvalues are orthogonal. A comparison theorem,
Sturm-Picone theorem and some other theorems are also given. The last chapter is devoted
to the results obtained in this work.

Key Words : Periodic Sturm-Liouville problem, eigenvalue, eigenfunction,
transition conditions.
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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler Aciklamalar

Ls[a, b] [a, b] Uzerinde Olgiilebilir, 2. dereceden Lebesgue
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin Hilbert uzay:

L Lineer diferensiyel operator
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

L* L’nin eslenegi

Cla, b] [a,b] C R {izerinde siirekli fonksiyonlarin Banach uzayi

C*([a, b)) [a,b] C R tizerinde birinci mertebeden siirekli ve tiirevli
fonksiyonlarinin Banach uzay1

C?*([a, b)) [a,b] C R iizerinde birinci ve ikinci mertebeden siirekli ve
tiirevli fonksiyonlarinin uzayi

Yy y fonksiyonunun eslenigi

(Yy1,Y2) Ls[a, b] uzaymda y; ve yo'nin i¢ ¢arpimi



1. GIRIS

Fizik ve Matematigin bazi1 problemleri daire bi¢ciminde olan ince levhalarda, silindir ve
kiire bi¢iminde olan ortamlarda meydana gelen siireglerin matematiksel modeli olarak
ifade edilmektedir. Is1 ve madde iletimi problemleri, iki ucu sabit ve bazi i¢ noktalarina
yiik asilmis telin titregim problemleri, baz1 dalga ve difiizyon problemleri bunlara 6rnek
olarak verilebilir. Bu kapsamda elde edilen spektral problemlerin bir¢ogu periyodik
Sturm-Liouville problemleri olarak elde edilir. Bu nedenle periyodik Sturm-Liouville

problemleri sadece teorik agidan degil uygulama acisindan da 6nem arz etmektedir.

Sturm 1s1 iletimi probleminin ¢6zlimiinii aragtirirken elde ettigi sonuglarla aslinda
diferensiyel operatorlerin spektral teorisinin temelleri de atilmigtir. Bu caligmalarim
Poisson 1s1 teorisiyle iligkilendirmistir ve c¢alismalariyla diferensiyel denklemler
teorisine de biiyiik katkilarda bulunmustur. Daha sonraki yillarda ise Liouville’in

caligmalari ile birlikte Sturm-Liouville teorisinin ilk sonuglari elde edilmigtir.

Sturm ve Liouville’ in matematigin bir¢ok alaninda eserleri vardir. Cok sayida cesitli
alanlarda makaleleri yayimlanmigtir. Simir deger problemleri, ikinci mertebeden adi

diferensiyel denklemler ve sayilar kurami tizerine ¢ok sayida caligmalar: vardir.



2. LITERATUR OZETI

Literatiirde Sturm-Liouville olarak adlandirdigimiz problemler, ilk olarak 19.
Yiizyilda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan ikinci mertebeden adi
diferensiyel denklemler igin smir deger problemleri olarak ortaya konmustur.
Baglangigta 1s1 iletimi problemlerinde kullanilan Sturm-Liouville teorisi giiniimiizde

daha genig alanlarda fiziksel problemlerde uygulanmaktadir.

G. D. Birkhoff calismasinda 06zdeger parametresine baglhh adi diferensiyel
denklemlerin, ¢Oziim sistemleri i¢in asimptotik denklemler elde etmis, regiiler smir
sartlarini olusturarak bu regiiler siir deger probleminde o6zfonksiyonlar ve bu

ozfonksiyonlara bagh fonksiyonlar sisteminin tamhig ile ilgili teoremi kanitlamigtir [1].

V. Malathi, M. Bin Suleiman ve B. B. Taib ¢aligmalarinda, periyodik Sturm-Liouville
probleminin 6zdegerlerini, direkt integralleme yontemi ve atig teknigi kullanarak

hesaplamiglardir [2].

D. J. Condon c¢aligmasinda, periyodik Sturm-Liouville problemlerinin sonlu fark

ozdegerleri ile ilgili galigmalar yapmigtir [3].

Boumenir, Shannon-Whittaker 6rnekleme teorisinden yararlanarak ve Paley-Wiener
uzaylarinda interpolasyon teknikleri kullanilarak periyodik bir Sturm-Liouville

probleminin 6zdegerlerini aragtirmigtir [4].

Ya. M. Dymarskii, periyodik Sturm-Luville problemleri ailesinin &zfonksiyonlarinin
manifoldlar1 ile ilgili makalesinde 6zfonksiyon manifoldlarinin diizgiin yapisini,

homotopik 6zelliklerini ve ¢ift 6zdegere kargilik gelen potansiyelleri aragtirmigtir [5].

P. A. Binding ve B. P. Rynne, periyodik Sturm-Liouville problemlerinin yar1 6zdegerleri,
belirli nodal 6zelliklerine sahip olan ilgili yari1 6zfonksiyonlari, bunlarla iligkili belirli

spektral ve teorik ozellikleri ile ilgili ¢ahgmalar yapmigtir [6].



Burghelea, C. Saldanha ve Tomei g¢aligmalarinda, lineer olmayan periyodik

Sturm-Liouville operatoriiniin dairesel geometrisi ile ilgili galigmalar yapmiglardir [7].

S. Somali ve V. Oger calismalarinda, t-periyodik Sturm-Liouville probleminin
ozdegerlerinin iyilestirilmesi ile ilgili ¢alismasinda ekstranit farkina dayanan

Richardson ekstrapolasyonunu aragtirmiglardir [8].

Binding ve Volkmer, periyodik Sturm-Luville problemine priifer agis1 yaklagimi ile
ilgili ¢aligmasinda, periyodik veya antiperiodik Sturm-Liouville problemlerinin priifer

agisiin analizine nasil indirilecegini gostermiglerdir [9].

Simdi Sturm-Liouville probleminin 6nemini aciklamak i¢in bir fiziksel problem 6rnegi
verelim. u(p, 0) ile yiizeyleri yalitimh ince bir diskteki sabit sicaklilar1 gosterelim. Kenari
p = 1 i¢in f(0) sicakhginda tutulurken p ve 6 kutupsal koordinatlar olmak iizere,

V?u = 0 Laplace denklemi saglanir. Yani u(1,60) = f(6) olmak tizere;

p2upp(p, 0) + puy(p,8) + uge(p,#) =0 (O<p<l, —7wT<l<m) (2.1)

esitligi saglanir.

Ayrica u ve w 'nun birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli ve diskin ig
bolgesinde smirlidir. Ayrica u ve u 'nun birinci mertebeden tiirevleri # = 7 yoniinde

streklidir.

(2.1) kismi diferensiyel denkleminde u = R(p)®(#) bi¢iminde degiskenlere ayirma

yontemi kullanildiktan sonra A\ ayirma sabiti olmak tizere,
PR (p) +pR (p) = AR(p) =0 (0<p<1) (22)

D (0) + A\D(B) =0 B(—n) = D(1) D' (—7) =P (7) (2.3)

esitlikleri elde edilir.



(2.3) esitligi basit bir periyodik Sturm-Liouville problemidir ve bu problemin A, = n?
(n = 1,2,3,...) ozdegerlerine sahip oldugu kolayca gosterilebilir. Kargihgi olan
ozfonksiyonlar 1/2 ve sinnf ile cosmf ’nin lineer kombinasyonlardir. (2.2) ile
gosterilen denklem bir Cauchy-Fuler denklemidir. Bilindigi iizere sinirli ¢oziimleri
A= 0iken Ry = 1 ve A = n? (n = 1,2,3...) iken R, = p" olur. Bu bilgilerden

yararlanarak yukarida bahsedilen fizik probleminin ¢oziimiinii,
u(p,0) = % + ;pn(an cosnf + by, sinnh)

bi¢iminde elde edebiliriz. Burada a, ve b,, —7 < z < 7 araligindaki f’ nin Fourier

serisine agilimindaki Fourier katsayilaridir ve bu katsayilar igin,
1 T 1 T )

a, = ——|—/ f(0)cosnbdd (n=0,1,2,3,...), b, = —+/ f(0)sinnddd (n=1,2,3,...)
™ - ™ -7

esitlikleri saglanir [10].

A. Cabada ve J. Angel Cid yaptiklar1 ¢alismada Green fonksiyonunun o6zellikleri
hakkinda kapsamh bir ¢aligma yapmiglardir. a(t) isaret degistirme potansiyeli olmak

iizere periyodik sinir deger problemini,
Loz =2"+a(t) tel0,T], z0)=z((T) 2(0)=2(T)

olarak tanimlamiglardir. Ayrica literatiirdeki onceki sonuclari kullanarak bu problem
icin de gecerli olan, maksimum veya anti-maksimumlukla ilgili yeni acik kriterler elde

etmisglerdir [11].

Al-Khaled ve A. Hazaimeh yapmis olduklari calismada arastirdiklar1 problemin
matematik ve fizikte biiylik 6nem tagidigini 6ne stirmiislerdir. Bircok fiziksel problem
ile, oOzellikle titregimlerle ilgili bircok fiziksel kavramin &zdeger ve ozfonksiyon ile

baglantili olduguna vurgu yapmiglardir [12].



O. Sh. Mukhtarov geligtirdigi metod yardimiyla siireksiz katsayili, gecis sarth, ic
noktali ve fonksiyonel sarthi olmak iizere ¢ok sayida calismalar yapmistir. Bu
calismalarda diferensiyel operatoriin koersitivligi, Fredholm operatorii olma 6zellikleri

ve kok fonksiyonlarimin Abel bazi gibi 6zellikler tizerinde durulmugtur [13].
M. Kandemir ¢aligmasinda,
p(z)u® + q(z)u = Xu, € [-1,0)U(0,1]

diferensiyel denkleminden ve

3
= A lagu®(-1)
s=0
—i—ﬁksu(s)(—O) + 5ksu(s)(+0) + ’Yksu(s)(l)
0
+/ u(s)(:v)¢ks(x)dx

1

+ /0 u'® () pps(x)dx

2

+ZZCU G(ai,)] =0, k=1,2,..8,

=1 j=1

fonksiyonel gecis sartlarindan olusan problem ele alinmistir. Bu problemde simir
sartlar1 sadece araligin u¢ noktalarinda degil, bir sonlu sayida i¢ noktadaki siireksizlik
noktast ve soyut lineer fonksiyonerlerle olugturulmustur. Ayrica problemin
ozdegerlerinin asimptotik dagilimi aragtirilmis ve problemin o6zdegerleri igin

asimptotik formiiller elde edilmigtir [14].

M. Kandemir caligmasinda siireksiz katsayilara sahip ikinci mertebeden eliptik
diferansiyel operatér denklemini ve gecis sartlariyla birlikte yerel olmayan simir
kosullarin1 igeren yerel olmayan simir deger problemlemini aragtirmigtir. Bu yerel
olmayan simir deger problemi ic¢in tanimlanan operatoriin Fredholmness oldugu

gosterilmigtir [15].



K. Aydemir ve O. Sh. Mukhtarov yapmig olduklar1 ¢ahsmada [—m,0) U (0, 7] arahiginda

tanmimlanan Strum-Liouville denklemini,
I(y) = —y"(z, A) + q(2)y(z,\) = Ay(z, \)
esitligiyle tanimlamiglardir. Gegis sartlarini
[ (y) = a1y (0=, A) + agy(0—, A) + agy'(0+, A) + aay(0+, A)
Ca(y) = b1y (0—, A) + boy(0—, A) + b3/ (04, A) + bay(0+, \)
esitlikleriyle ve sinir gartlarin ise,
I's(y) = cosay(—m, A) +sinay’(—7,A) =0
C4(y) = cos By(m, A) + sin By’ (7w, A) =0

esitlikleriyle ifade etmiglerdir. H = Ly[—7,0) & Ly(0, 7] esitligiyle verilen H Hilbert

uzay1 olmak tizere i¢ ¢arpimi,

(v, 2)ir = prz / y(2) 2@z + paa / (V) de

esitligiyle gostermisler ve dikkate alinan problem igin 6zdeger problemi olarak
yorumlanabilecek bir dogrusal operatér tammlamiglardir. Integral denklemler
yontemine dayanan Sturm-Liouville 6zfonksiyon agilimlarinin klasik teorisine yeni bir

yaklagim kullanmiglardir. Ayrica Carleman formiiliinii genellemiglerdir [16].

K. Aydemir ve O. Mukhtarov bazi ¢aligmalarinda sonlu sayida ig¢ tekillige sahip
Sturm-Liouville probleminin baz1 spektral yonlerini arastirmuslardir. Ik olarak ele
alinan problemin kendine eglenik olmasi i¢in, ayrik araliklarin her birinde tanimlanan
fonksiyonlarin L, wuzaylarinin direkt toplami iizerinde yeni bir i¢ c¢arpim
tanimlamiglardir. Daha sonra baz 6zel ¢oziimlerle Green fonksiyonunu bunlara gore
olugturmusglardir. Green fonksiyonuna dayanarak ézfonksiyon agilimi hakkinda sonug
elde etmiglerdir. Elde edilen sonuglarla, dikkate alinan problem ic¢in Parseval ve
Carleman denklemleri, Rayleigh boliimii ve Rayleigh-Ritz formiilii (minimizasyon

ilkesi) gibi énemli spektral 6zellikleri genigletmis ve genellegtirmiglerdir [17].



M. Kandemir ve O. Sh. Mukhtarov birgok ¢alismalarinda, yeni tipten sinir sartlari
ile verilmis Sturm-Liouville problemlerini aragtirmiglardir. Homojen olmayan Sturm-

Liouville denklemini,

esitligiyle ele almiglar ve sinir-gecis sartini ise,

apu™ (—1) + Bpu™* (—0) + npu™ (+0) + ypu™ (1)

Nk 2 mi
+ G () + Y Z/Q Ky () (t)dt = frr, k=1,2,3,4
=1 v

v=1 j=0
esitligiyle tanimlamiglardir. Burada zy; € (—1,0) U (0,1) olarak ifade etmislerdir.
Kendi yaklagimlarimi kullanarak, spektral agidan Fredholmness, coercive ¢oziilebilirlik

ve izomorfizm gibi 6zellikleri aragtirmiglardir [18].

K. Aydemir ve O. Sh. Mukhtarov bir sira calismalarinda oOzparametreyi sadece
denklemde degil, ayn1 zamanda smir-gecis sartlarimda da kullanmiglardir. ki ayrik
aralikta yeni bir Sturm-Liouville problemini arastirmislardir. Ozdegerlerin ve bunlara
karsilik gelen 6zfonksiyonlarm bazi spektral 6zelliklerini aragtirmislardir. Ozellikle
ozdegerlerin asimptotik davranigini ve bunlara kargilik gelen 0Ozfonksiyonlarin

tamhgi aragtirmiglardir [19].

O. Sh. Mukhtarov, H. Olgar ve K. Aydemir ortak bir ¢aligmada ek gecis sartlar: ile
verilmig Sturm-Liouville probleminin zayif 6zfonksiyonlarinin, Hilbert uzayinda bir
Riesz bazi olusturdugunu kanitlamislardir. Ik olarak, Sturm-Liouville probleminin
genellegtirilmis ¢Ozlimiinii, baz1 integral egitlikleri saglayan fonksiyon olarak
tanmimlanuglardir. Ikinci olarak, Riesz temsil teoremini kullanarak bu esitlikleri
operator demeti denklemine indirgemiglerdir. Son olarak, orijinal sinir deger gegis
probleminin 6zfonksiyonlarimin Hilbert uzayinda bir Riesz bazi olusturdugu

gostermiglerdir [20].



3. GENEL BILGILER

Sturm-Liouville problemleri sinir deger problemleri icinde énemli bir yere sahiptir. Ilk

olarak,
d*(y) dy
dz? dx

bi¢iminde verilen ikinci mertebeden lineer adi diferensiyel denklemini inceleyelim.

a1 () + as(x)== + (az(z) + N)y =0

Verilen ifade a;(z) fonksiyonuna béliniirse (a,(x) # 0),

?(y) | ax(x)dy | as(x)y Ny
dx? +a1(x)da: ai(x) +a1(x)

=0

denklemi elde edilir. Bu denklem tiirevlenebilir p(x) > 0 fonksiyonu ile ¢arpilirsa,

p(:c>d;g) +pla —nggﬁ + AY

@

+ p(z)

denklemi elde edilir. Bu son ifadede p, ¢ ve r fonksiyonlarini,

a2() = p(x as() ve r(x _p@)
ar(z)’ (z) = ai(x) (z) ai(z)

P (x) = p(w)

esitliklerini saglayacak bicimde secersek verilmig diferensiyel denklem,

L))+ (gla) + Mr(a)y(a) = 0

Sturm-Liouville denklemi bi¢iminde yazilabilir. Burada ¢(z), r(z) strekli ve p(z)

tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Bununla birlikte,

ifadesini,

bi¢ciminde yazarak integral alinirsa,

Inp(x) :/az(x)dx

p(z) = exp / a2(2) .

oldugu goriiliir. Burada ngg ifadesinin integrali meveut olmalidir [21].



3.1. Tamm p(z), p'(z), q(x), r(x) fonksiyonlar1 bir [a,b] araliginda siirekli, [a,b]
araligii her bir noktasmnda p(x) > 0, 7(z) > 0 ve A € C ise x den bagimsiz

parametre olmak tizere,

d

L))+ (gla) + Mr(a)u() = 0 (3.1)

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Bu denklemle birlikte o, as, 31, G2 reel

sabitler olmak tzere,

ary(a) + azy'(a) = 0, Biy(b) + fay'(b) =0 (3.2)

simir gartlart verilsin. Eger [a,b] araligi sonlu ve bu aralikta ¢(z) fonksiyonu
integrallenebilirse (3.1)-(3.2) problemine regiiler Sturm-Liouville problemi adi verilir.

Burada o? + a3 # 0, 87 + 32 # 0 dir [21].
3.2. Tanim (3.1)-(3.2) esitlikleriyle verilmis problemde,
i) Herhangi bir ze€[a, b] i¢in p(z) = 0 veya r(z) =0

i1) p(x),q(z),r(z) katsayr fonksiyonlarindan en az biri a ve b noktalarindan en az

birinde oo

i1i) (a,b) aralig1 siirsiz, yani (—o0, b), (a, 00) veya (—00,00)

durumlarindan en az biri saglaniyorsa probleme singiiler Sturm-Liouville problemi denir
[21].

3.3. Tanmm p(a) = p(b) ve p(x), p'(z), q(x), r(z) fonksiyonlar: bir [a,b] reel araliginda
stirekli, [a,b] aralgimn her bir noktasinda p(z) > 0, r(z) > 0 ve A € C ise x den

bagimsiz bir parametre olmak iizere,

® o™

(o)) + (ale) + Mr(@))y(e) = 0 (33)
denkleminden,
y(a) = y(b)
y'(a) =y'(b)

simur gartlarmdan olugan probleme periyodik Sturm-Liouville problemi denir [21].
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3.4. Tanmm p(a) = p(b) ve p(x), p'(z), q(x), r(z) fonksiyonlar: bir [a,b] reel araliginda
stirekli, [a,b] aralgimmn her bir noktasinda p(z) > 0, r(z) > 0 ve A € C ise x den

bagimsiz bir parametre olmak iizere,

L))+ (gla) + Mr(2)y() = 0

denkleminden,

simir gartlarindan olugan probleme anti-periyodik Sturm-Liouville problemi denir [21].

3.5. Tamim (3.1)-(3.2) esitlikleriyle verilmig problemde A = \g degeri i¢in agikar
olmayan gy, # 0 ¢Oziimii bulunursa, Ag sayisina verilen bu problemin 6zdegeri,

y = yo(z) fonksiyonuna ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon denir [21].
Simdi

ay" +by +cy=0 (3.4)

denklemiyle verilen ikinci mertebeden sabit katsayili, lineer ve homojen denklemlerin
genel ¢ozlimlerinin elde edilmesini inceleyelim. Bu sekilde verilen denklemi saglayacak
fonksiyonun kendisi ve tiirevleri, katsayilar1 haricinde ayni ozelliklere sahip olmasi
gerekir. Bu tarz fonksiyonlar, r reel ya da kompleks bir sabit olmak iizere, e™
seklindeki fonksiyonlardir. Buna gore (3.4) esitligiyle verilen denklemin ¢oztimii olan
fonksiyonlar y = ™ geklindeki fonksiyonlardir. Bu ifadenin kendisi ve tiirevleri (3.4)

denkleminde yerine yazilirsa,
e (ar® +br +c) =0
bulunur. Burada e™ # 0 oldugundan
ar* +br+c=0

olur. Bu denkleme (3.4) denkleminin karakteristik denklemi denir. A = b* — 4ac olmak

iizere ¢oziimler incelenirse, ci, co keyfi sabitler olmak {izere,
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i) A > 0 igin karakteristik denkleminin reel kokleri r;, 75 olmak {izere genel ¢6ziim,

Yy = c1€"" 4 c9e™* bigimindedir.

i) A = 0 i¢in karakteristik denkleminin reel kokleri 71 = ry = r olmak iizere genel

¢oztim y = (¢ + cox)e™ bigimindedir.

i11) A < 0 i¢in karakteristik denkleminin reel kokleri r; 5 = a £ i olmak iizere genel

¢ozlim, y = e** (¢ cos Bx + ¢o sin fx) bigimindedir [21].

Ornek Asagida verilen regiiler Sturm-Liouville probleminin ézdeger ve 6zfonksiyonlarmi

inceleyelim.
y”+)\y:0 0<z<m
y(0) =0
y'(m) =0

('ozim Karakteristik denklem,

r?2 + X = 0 biciminde olup 72 = —\ dir. Buradan,

i) A <0 igin

T2 = ++/=X olup genel ¢oziim,

y(x) = c1€™* 4 c9e™* bi¢imindedir. Bu durumda,
y(z) = creV ™ 4 cpem VA

y'(z) = 1V —=NeV A — con/—Ne Ve

y(0) = 0 ve ¢/ (7) = 0 siur sartlar denklemde yerine yazilirsa, ¢; = ¢o = 0 yani y(z) = 0

asikar ¢oziim elde edilir.
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ii) A = 0 igin;
r? = 0 egitliginden r; 5 = 0 olur. Béylece denklemin genel ¢oziimii,

y(z) = (¢1 + cox)e™  bigiminde yani,

y(x) = (c1 + caz) olur.

Buradan tiirev alinirsa, y/'(z) = ¢o oldugu goriliir. 3/(7) = 0 oldugundan ¢ = 0 olur.
y(0) = 0 smur sart1 dikkate alinirsa, ¢; = 0 oldugu goriiliir. Boylece sadece y(z) = 0

asikar ¢ozlimii bulunur.
ii1) A > 0 igin

r? = —\ olup T2 = +/-)\ = ++v/\i bulunur. Bu taktirde ri2 = a £ i3 olmak lizere
genel ¢oziim y = €**(c; cos Bz + o sin fx) bigiminde olup

y(x) = ¢, cos V Az + ¢ sin v/ Az bulunur. Buradan

Y (x) = —cV/Asin VAz + cov/ A cos vV Az ve y(0) = 0 siur sartindan ¢; = 0 olur.

y'(m) = 0 smur gart1 yerine yazilirsa, co = 0 oldugunda agikar ¢oziim elde edilir. ¢y # 0

oldugunda ise ¢3v/A cos VAT = 0 elde edilir. Buradan,
cos VA = 0 yani VA = (2"—2_1) olup ézdegerler \, = (%)2 n =1,2,3,... biciminde
olur.

2n—1
2

Boylece y(x) = ¢y sin(#5=)x ¢oziimi elde edilir.

Ornek  Asagida  verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve

ozfonksiyonlarini inceleyelim.

Cozim (3.3) Sturm-Liouville denklemi g6z 6ntine alinirsa, verilen problemde p(x) = 1

oldugu goriiliir. Bu durumda p(—m) = p() esitligi agiktir. Karakteristik denklem ise,

r?2 + X = 0 biciminde olup 72 = —\ yazilabilir.
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i) A < 0 igin

r?=—Ayani 75 =£V-A

Béylece genel ¢oziim y(x) = c1e™” 4 cpe™" geklindedir. Buradan,
y(a:) = cleml’ + Cze—ﬂx

Y (x) = c1v/=AeV N — ey /= Ne VM

y(—m) = y(m) ve y'(—m) = y/(7) sinwr sartlart denklemde yerine yazilirsa, ¢; = ¢o = 0

yani y(z) = 0 agikar ¢oziim elde edilir.

i) A = 0 icin

r? = 0 olup 715 = 0 yazlabilir. Denklemin genel ¢6ziimii, y(z) = (¢1 + coz)e™
y(x) = (c1 + coz) bigiminde olur. Buradan tiirev alimirsa,

y'(x) = co oldugu goriiliir.

y(—m) = y(n) ve y'(—m) = ¢/(7) simr sartlar dikkate alimirsa, co = 0 elde edilir.

Buradan,

y(x) = ¢; ¢oziimi elde edilir.

iii) A > 0 icin

r?2 = —Ayani 715 = £V = £\ olur. Boylece genel ¢oziim,

y(x) = ¢1 cos vV Az + ¢y sin v/ Az bigimidedir. Buradan,

Y (x) = —c1vVAsin vVAz 4+ c3v/\ cos vV Az yazilabilir.

y(—m) = y(r) ve y'(—m) = ¢/ (m) sinr sartlart dikkate alimirsa sirasiyla

2¢o sin VAT = 0 ve 2¢;sin VAT = 0 esitlikleri bulunur. ¢; ve ¢y sifirdan farkl keyfi

sabitler olmak iizere, sin v/ A = 0 olur. Buradan,

sin VA1 = 0 yani VA = n olup dzdegerler A\, = n> n =1,2,3,... bicimindedir.
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Boylece,
y(x) = ¢1 cosnx + co sinnx ¢oziimii elde edilir.

3.6. Tamim X, [ cismi tizerinde bir vektor uzay1 olsun.

.|| : X = R, z — [|z|| doniislimi her x,y € X ve her a € F i¢in

i)[l] > 0

i)|lz|]] =0 2=0

iii) ||| = |al| ||

)l + 1] < llal] + lly]

ozelliklerini sagliyor ise X {izerinde bir norm olur ve bu durumda (X, ||.||) ikilisine bir

normlu vektor uzay1 denir [22].

3.7. Tanim (I¢ Carpim) X bir reel vektor uzayi olsun. X iizerinde bir i¢ carpim agagidaki

ozellikleri saglayan bir
(): XxX—R

fonksiyonudur. Her x,y, 2z € X ve her a, 3 € R i¢in,

) 2

( x) = 0 ancak ve ancak z = 0
iil)(az + By, z) = alz, z) + By, 2)
iv){z,y) = (y, ) [9].

3.8. Tamim X bir kompleks veya reel bir vektor uzay: ve (,) X iizerinde bir ig ¢arpim

ise (X, (,)) ikilisine bir i¢ ¢arpim uzay1 adi verilir [23].

3.9. Tamim (Hilbert Uzay1) Bir i¢ ¢arpim uzaymdaki i¢ ¢arpimin indirgedigi norm,
vl = vy, 9

esitligiyle ve bu normun indirgedigi metrik,

d(ylva) = Hy1 - yzH

esitligiyle tanimlanir. Bir i¢ carpim uzay1, i¢ ¢arpimin indirgedigi normdan indirgenen

metrige gore tam ise, bu uzaya bir Hilbert uzay1 ad1 verilir [23].
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3.10. Tamum (Ls[a,b] Uzay1) Verilen [a,b] araliginda tamml ve Lebesgue anlaminda
olgiilebilir olan y(z) fonksiyonunu ele alahm. |y(x)|* fonksiyonu bu aralikta Lebesgue
anlaminda integrallenebilir ise y(x) fonksiyonuna [a, b] araliginda karesi integrallenebilir

fonksiyon denir. (Naimark, 1967) Karesi integrallenebilir fonksiyonlarin lineer uzayinda,

b
(Y1, 12) :=/ Y1 (2)yo(x)dx

ile gosterilen bu formiil bir i¢ carpim tanimlar. Bu sekilde tanimlanmig olan i¢ ¢arpim
uzaymin Hilbert uzay: oldugu bilinmektedir. Bu uzay Lo[a, ] ile gosterilir [24].

3.11. Tanim (Kendine Eslenik Diferensiyel Operator)

d? d

72 +q(x)—+r(z), a<zx<b

L = p(x) I

ile verilen L operatorii igin vy, 4. € L*[a,b] N C?%[a,b] olmak iizere,
(L(y1),y2) = (v1, L*(y2))

esitligini saglayan L* operatoriine L operatdriiniin eglenigi denir. Burada p € C?a, 0],
q € C'a,b] ve r € C|a,b] fonksiyonlarimin eglenikleri sirasiyla p, g ve T ayn1 zamanda

y1, Y2 fonksiyonlarimin eslenikleri 77, 72 olmak {izere,
b
(L(1) y2) = / (pyi + qui + ry1)Yda
’ b b b
= pyi%ele — / yi(0R) dz + gy}, — / y1(q%p) dz + / y1rads

b b b
= [pyie — vni(pR) % + / 1 (pip)"dx + gl — / i (q) dx + / Y17 ada

"

= (y1, (Py2)" — (qv2)' +T2) + (W72 — %) + (¢ — Pyl
yazilabilir.Bu son egitlikte,
L*(y2) = (By2)" — (@2) +Ty2 = Py + (20 = Qo + (7" =T +T)y2
ifadesi goz 6niine alinirsa,

(L(y1), y2) = (1, L* (=) + [p(wi% — i) + (¢ — )i’
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elde edilir. Bu durumda L operatoriiniin eglenigi,

L = pe) 1 + (@) — a1+ (0~ 7 +7)

esitligiyle ifade edilir. Burada ifade edilen L*, L operatorleri i¢in, L* = L esitligi

saglanirsa L operatoriine kendine egleniktir denir [21].

Ornek y" sinx 4+ 2%y’ + xy = 0 denkleminin eslenigi
(ysinz)” — (2%y) + 2y =0 yani
y'sinx + (2cosx — 2%)y + (x + sinx)y =0

denklemidir.

3.12. Tanmim
d d

L=—lp(z)——]+q(z), asz<b

diferensiyel operatérii verilsin. y;, y» € C?[a,b] olmak iizere,

d dyo dy:

[y1L(y2) — y2L(y1)] = @[p(%% — 92%)] (3.5)

esitligi saglanir. Bu egitlik Lagrange Formiilii olarak adlandirilir [21].

fspat

d dy (x) d dys(x)

L) = - (pl) 25 + (o) (x) ve Li) = (o) "2

+ q(2)y2(z)

esitlikleri sirasiyla y; ve y, ile carpilirsa,

1 L(y2) = pybyn + D'vhyr + quayr ve  y2L(y1) = pyiya + P'Yiya + qyaye

esitlikleri elde edilir. Bu son iki egitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa,

1 L(y2) — o L(y) = p(ysys — i) + 0" (Yhvn — Y1y2)

yani,
1 L(y2) — 2 L(yr) = [p(yoyn — v19,)]
= i[p(y 2 —y %)]
dx ! dx 2 dx

ile gosterilen Lagrange formiilii elde edilir.
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3.13. Tamim (3.5) esitliginin her iki yani a’dan b’ye integrallenirse,

b J J

elde edilir. Bu son esitlige Green formiilii denir [21].

3.14. Tanim y;, yo ayni homojen sinir sartlarin saglayan iki fonksiyon olsun.

d d

= @)1 +4q(2), a<z<b

operatortii,

(1, L(y2)) = (L(y1),y2) veya /[ylL(yz)—yzL(yl)]dxzo

esitliklerinden herhangi birini sagliyorsa, L lineer operatoriine kendine esleniktir denir

21].

3.1. Teorem p(a) = p(b) ve p(z), p'(x), q(z), r(z) fonksiyonlar bir [a, b] reel araliginda
stirekli, [a,b] arahgimin her bir noktasinda p(z) > 0, r(z) > 0 ve A € C ise z den

bagimsiz parametre olmak iizere,

LAY

L(y) = - (pl@)22) + (ale) + Mr(@) y(z) = 0

esitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville problemi kendisine egleniktir [21].

Ispat y1,y, € C?[a,b] olmak iizere verilen problemin kendine eglenik olmasi icin gerek

ve yeter sart,

(y1, L(y2)) = (L(y1),y2) veya / (Y1 L(y2) — y2L(y1)]dx =0

olmasidir.L(y;) ve L(y2) denklemleri sirasiyla,



18

L) = =-(p() ) + (a(e) + M) (2)
D) = - (p() 2) 4 (a(e) + Ar(@)o(e)

bi¢imindedir. Burada L(y,) denklemi y; ile L(y;) denklemi y, ile garpilirsa,

y1L(y2) = pysyr + P'ysy1 + queyr + Aryau

Yo L(y1) = pyiy2 + P'Viy2 + @iy + Aryiye

elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa gikarilirsa,

1 L(y2) — v L(y1) = (s — viy2) + ' (ysrh — ¥iye)

yani,

Y1 L(y2) — y2L(y1) = [p(ysy1 — y192)]

elde edilir. Son denklem a’dan b’ye integrallenirse,

b
/ [1L(y2) — y2L(y)ldz = p(yhyr — i)’
= pO)[Ya(0)y1(b) — y1(b)y2(b)] — p(a)[ys(a)yi(a) — yi(a)yz(a)]

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte y(a) = y(b), y'(a) = y/(b) periyodik sinir sartlar ve
p(a) = p(b) esitligi dikkate alimirsa,

/ [y1 L(y2) — y2L(y1)]dx = 0

olur. Bu ise verilen periyodik Sturm-Liouville denkleminin kendine eglenik oldugunu

gosterir.

3.2. Teorem p(a) = p(b) ve p(x), p'(x), q(z), r(z) fonksiyonlar: bir [a, b] reel araliginda
stirekli, [a,b] araligimin her bir noktasinda p(x) > 0, r(z) > 0 ve A € C ise x den

bagimsiz parametre olmak iizere,
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esitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri reeldir [21].

Ispat Verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin A 6zdegerine karsiik uygun

ozfonksiyonu y olsun. 7, %’ nin ve A\, A’ mn eslenigi olmak iizere,

L) = - (p() 22+ (a(x) + Ar(a))y) = 0 (3.
- d dy ..
L) = (o)D) 4 (4(x) + Tr(a))F(a) = 0 (3.7

y(a) =7(b), ¥'(a)=7(b) esitliklerini gz oniine alalim. Burada (3.6) esitligi 7 ve
(3.7) esitligi y ile carpilirsa,

Y'Y+ PYY +ayy = —Aryy
py"y + 07y + 4y = Ay
esitlikleri elde edilir. Son egitlik a’dan b’ye integrallenirse,
b —
w7 =79l = [ (= Vs
elde edilir. Buradan,
b —
POy (0)y ()] — 7 (b)y ()] — pla)ly'(a)y(a) — ¥ (a)y(a)] = / (A = A)ryydz

bulunur. Son egitlikte 7 ve y fonksiyonlar: i¢in smir sartlar ve p(a) = p(b) dikkate

aliirsa,
b
o )\)/ Flyl2dz = 0
oldugu goriiliir. Boylece son esitlikte r # 0 ve y # 0 oldugu dikkate alinirsa,

A=)\ elde edilir.
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3.3. Teorem p(a) = p(b) ve p(x), p'(x), q(z), r(z) fonksiyonlar: bir [a, b] reel araliginda
stirekli, [a,b] araligimn her bir noktasinda p(z) > 0, r(z) > 0 ve A € C ise x den

bagimsiz parametre olmak tizere,

%@(@%) +(q(x) + M (@))y(z) =0, a<z<b

esitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin farkl A, ve A, 6zdegerlerine
sirasiyla karsilik gelen y,(x) ve y,,(z) 6zfonksiyonlar1 Ls[a,b] uzaymda ortogonaldir.

Yani, 4
/ (@) (z) = 0

esitligi saglanir [21].

Ispat \, ve \,, 6zdegerlerine karsilik gelen ézfonksiyonlar v, () ve 9, (x) oldugu icin,

L) 1= () 22) 4+ (g(a) + Aur())y(2) = 0 (38)
Do) 2= () ) 1 (g(0) 4 A () n() = 0 (39

yazilabilir. Burada (3.8) esitligi v, ile ve (3.9) esitligi y,, ile ¢arpilirsa,
PYnYm + D'YnYm + @Wnlm = —AnTYnYm
PYm¥n + D'Ymn + QYmYn = —AnTYm¥n

esitlikleri elde edilir. Son esitlikler taraf tarafa gikarilirsa,

A = AN)TYnYm = PYntm — YYn) + D' (YnYm — Yrnn)
= pUpYm — Ypin) + D' (YnYm — Yr¥n)
= [P ym — Yoyn)! (3.10)

elde edilir. (3.10) esitliginde a’dan b’ye integral alinirsa,
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/ A = AT YnYmds = pYnYm — YYn)lo
= p(0)[Yn0)ym(b) = Y (D)yn(0)] — p(a)[y,,(a)ym(a) — y,,(a)yn(a)]

esitligi elde edilir. Burada y,, ve y,, Ozfonksiyonlar igin sinir sartlar1 ve p(a) = p(b)

oldugu dikkate alinirsa,
b
(A — )\n)/ TYnYmdr = 0

oldugu goriiliir. A\, # A, oldugundan,

b
/ TYnYmdr =0

3.4. Teorem (Karsilagtirma Teoremi) Ly (y) = y"+g(z)y =0 ve Lao(y) =y "+h(z)y =0

bulunur.

denklemleri verilsin. Bu denklemler x € [a, b] i¢in g(z) < h(x) sartim saglasin.
Li(y1) = 0 ve Ly(y2) = 0 olsun. Bu durumda sifirdan farkli ¢oziimler igin, y;(z)’in

ardigik iki sifir1 arasinda yo(z)’in en az bir sifir1 vardir [25].

Ispat yl+g@)y =0 ile  yi+h(x)ys =0
esitlikleri sirasiyla yo ve y; fonksiyonlar: ile ¢arpilirsa,
Yy 9@y =0 ve  yiyn + h(z)yeyr =0

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa,

Yiye — yayr = [h(z) — g(z)]y1ye
(y1v2 — yown)" = [M(x) — g(x)]y1y2 (3.11)

bulunur. y; (z) fonksiyonunun ardigik iki sifirini 21 ve x5 ile gosterelim. (3.11) egitliginin

x1’den x5’ye integrali alinirsa,

/ ) (W) — g(@)pryedr = / :62(%92 — yyun) da

x1 xr1

= (y1y2 — voun) |22

=y (w2)ya(r2) — yy(w1)y2(r1) + Yo (w2)ys (22) — yo(z1)ys (1)
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esitligi bulunur. Bu son esitlikte y;(z1) = 0 = y1(x2) yazilirsa,

Vi (z2)ya(w2) — v (1)ya(ar) = /m () = g(@)lyry2de (3.12)

1

elde edilir.

Kabul edelim ki (z,z2) araliginda yo(z) fonksiyonunun sifirt olmasm. Bu durumda
y1(xz) ve yo(x) fonksiyonlarmin negatif veya pozitif olma durumlarmi ayri ayr

inceleyelim.
a) y1(x) > 0 ve yo(z) > 0 igin,
(o) — v Car)ualan) = [ hia) ~ @) ads
1
esitligi incelenirse g(z) < h(z),yi(x) > 0,y2(x) > 0, oldugundan esitligin sag tarafi
pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretini inceleyebilmemiz igin ¥} (x;)

ve Y (xy) ifadelerinin igaretlerini bulmamiz gerekir. Bunun igin,

_ o w(@tAn) -y (o) L i ma(@a+Aa) =y (e2)
yi(er) = lim BEESEMEL -y () = lim SEtiEmm

ifadelerini ele alahm. Burada y;(z) > 0 ve z1, 29 y;(z) fonksiyonunun ardisik iki sifira
oldugu igin, yi(x) fonksiyonu z; noktasinda artan, z, noktasinda ise azalan
fonksiyondur. Simdi bu sartlar altinda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu

durumlar1 ayr1 ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < 1+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < ya(xy + Az) yazilabileceginden,

y/ (xl) — lim yl(l'l + AZL’) - yl(l'l)
1 =

>0
Az—0 Azx

olur.
Ty < ro+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(xe) > y1(x2 + Azx) yazilabilir. Bu durumda,
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y1(z2 + Az) — yy(22)

<0

olur.
ii) Az <0 ise,
r1 > x1+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan

y1(z1) > y1(xy + Az) yazlabileceginden,

Az) —
Ji(21) = lim y1(z1 + Ax) — yi ()

>0
Az—0 Azx

olur.
Ty > xo+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu z, noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) < ya(xe + Azx) yazlabilir. O halde,

<0

, . o + Ax) —yi(x
y1($2) :Alirfoyl( 2 Ai yl( 2)

olur.

Boylece yi1(x) > 0, ya(z) > 0 sartlann altinda yj(z1) > 0 ve yj(x2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (3.12) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
2
h(e2)un(e) — gi(en)ualen) = [ hie) - g(o)praads
71
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir geligki olugturur. O halde

(21, z2) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
b) y1(z) < 0 ve ya(x) < 0 igin,
() — o) = [ () — g(@)lnaada
1
esitligi incelenirse, g(z) < h(z), yi(z) < 0, y2(x) < 0 oldugundan esitligin sag tarafi

pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretini inceleyebilmemiz igin v (z1)

ve y)(z9) ifadelerinin igaretlerini bulmamiz gerekir. Bunun igin,
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yi(z1) = lim yi(z1+Az)—yi (x1)

. _
im Y (z24+-Ax)—yi (z2)
Axz—0 Az

=1
Az—0 Az

ve  y(x2)

ifadelerini g6z ontine alahm. Burada y;(z) < 0 ve x1, x9 y1(z) fonksiyonunun ardigik
iki sifir1 oldugu i¢in, y; fonksiyonu z; noktasinda azalan, zs noktasinda ise artan
fonksiyondur. Bu kogullar 1ig1¢inda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar:

ayr1l ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1 (21 + Az) yazlabileceginden,

A _
Mo, ) 4 yi(z1+ Az) — y1(21)

<0
Az—0 Ax

olur.
Ty < x9+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) < y1(xe + Az) yazlabilir. Boylece,

Az) —
J(23) = lim y1(z2 + Ax) — y1(22)

>0
Az—0 Ax

olur.
i) Az <0 ise,
x1 > x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(x; + Az) yazlabilir. Bu durumda,

olur.
To > 9 + Ax gy fonksiyonu zs noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) > y1(x2 + Az) yazilabilir. Bu nedenle,
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y1(z2 + Ax) — y1(x2) >0

olur.

Boylece yi(z) < 0,y2(z) < 0 sartlar altinda yj(z;) < 0 ve yj(z3) > 0 oldugu
goriilmektedir. (3.12) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
T2
h(a2)ua(e) = gi(en)ualen) = [ hia) - g(o)pnpads
x1
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(21, 22) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
¢) y1(z) > 0 ve ya(x) < 0 igin,
h(2)n(e) — (o) = [ () — g@lnaads
1
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(x) > 0, yo(x) < 0 oldugundan egitligin sag tarafi

negatif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretini inceleyebilmemiz igin v} (x1)

ve y)(z9) ifadelerinin igaretlerini bulmamiz gerekir. Bunun igin,

iy Yi(@itAz)—yi(21) i Yi(zetAz)—yi(z2)
yll(xl) — Ali]:ilo 1 1 ~ 1 1 yi(fﬁg) — Alirilo 1 2 i 1 2

ifadelerini ele alahm. Burada y;(x) > 0, z1 ve x5 y;(x) fonksiyonunun ardigik iki sifira
oldugu i¢in, y; fonksiyonu z; noktasinda artan, xo noktasinda ise azalan fonksiyondur.

Bu kogullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlari ayri ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < x1+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(x; + Az) yamlabileceginden,

_ im yi1(z1 + Az) — y1(21)

>0
Az—0 ALE

Y1 (1)

olur.
9 < xo+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) > y1(xe + Az) yazlabilir. O halde,
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y1(z2 + Az) — yy(22)

<0

olur.
ii) Az <0 ise,
r1 > x1 + Az olacagindan y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1(xy + Az) yazlabilir. Bu durumda,

Az) —
Ji(21) = lim y1(z1 + Ax) — yi ()

>0
Az—0 Azx

olur.
Ty > xo+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu z, noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) < y1(xe + Az) yazlabileceginden,

<0

, . o + Ax) —yi(x
y1($2) :Alirfoyl( 2 Ai yl( 2)

olur.

Boylece yi1(x) > 0, ya(z) < 0 sartlarn altinda yj(z1) > 0 ve yj(x2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (3.12) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
2
h(e2)un(e) — gi(en)ualen) = [ hie) - g(o)praads
71
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir geligki olugturur. O halde

(21, z2) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
d) y1(z) < 0 ve ya(x) > 0 i¢in,
() — o) = [ () — g(@)lnaada
1
esitligi incelenirse, g(z) < h(z), yi(z) < 0, y2(x) > 0 oldugundan esitligin sag tarafi

negatif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretini inceleyebilmemiz igin v (z;)

ve y)(z9) ifadelerinin igaretlerini bulmamiz gerekir. Bunun igin,
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_ iy @A)y () iy D2t AT) ()
yilen) = lim SE2m0=E g () = lim S m e

ifadelerini ele alalim. Burada y;(z) < 0, 21 ve 23 y;(x) fonksiyonunun ardigik iki sifira
oldugu i¢in, y; fonksiyonu z; noktasinda azalan, x5 noktasinda ise artan fonksiyondur.

Bu kosullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar: ayr1 ayr1 inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1 > (z1)y1(x1 + Az) yazlabilir. Boylece,

olur.
9 < xo+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xy noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) < y1(xo + Az) yazlabileceginden,

olur.
i) Az < 0 ise,

1 > r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < ya(xy + Az) yazlabilir. O halde,

J\ (1) = lim yi(r1 + Az) — yy (1)
' —

<0
Az—0 Azx

olur.
Ty > w9+ Ax olacagimdan ve y; fonksiyonu x5 noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(xe) > y1(x9 + Azx) yazlabilir. Bu durumda,
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y1(z2 + Az) — yy(22)

>0

olur.

Boylece y1(x) < 0, wya(x) > 0 sartlart altinda y;(x;) < 0 ve yj(z2) > 0 oldugu
goriilmektedir. (3.12) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
T2
h(e2)un(e) = gi(en)ualen) = [ hia) - g(o)pnpads
x1
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(21, 22) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.

Son olarak y;(x;) = 0 iken tiim bu kogullar altinda v} (z1) = 0 olursa, varlik ve teklik

teoremine gore y;(x) = 0 olur. Ancak y;(x1) # 0 idi. O halde ¥ (x;) # 0 olmahdur.

3.5. Teorem p, g € C|a, b] olmak tizere 2" + ¢(z)z = 0 denklemi ve z(a) = z(b) = 0 siur

sartlariyla verilen problemin sifirdan farkli ¢oziimii z(x) olsun. Eger,

b
/ (p—q)2*dx >0

esitsizligi saglaniyorsa, bu takdirde y” + p(x)y = 0 denklemi ve y(a) = 0 sartindan
olugan problemin sifirdan farkl bir ¢6ztimiiniin (a, b] araliginda en az bir sifirt mevcuttur

[25].

Ispat Yz € (a,b] icin y(x) # 0 oldugunu kabul edelim. Ik denklem z ile ikinci denklem

2 .
% ile carpilirsa,
2
z
2(2"+4q2z) =0 ve z(y” +py) =0

esitlikleri elde edilir. Bu iki ifade birbirine egitlenip asagidaki iglemler yapilirsa,

2
ya
?(y” +py) = 2(2" + qz)

yani,

y2" +yqz = 2y" + zpy
elde edilir. Buradan,

(Z'y—y'2)' = (p—qyz

yazilabilir. Son esitlik § ile ¢arpilirsa,
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zZ
§<Z/y —y'z) =2(p—q)

esitligi elde edilir. Bu esitlik @’ dan b’ ye inegrallenirse,

b P b
/ —(Z'y —y'2)de = / 2*(p — q)dx

Y

esitligi elde edilir.Bu esitligin solundaki ilk integrale kismi integrasyon uygulanirsa,

b b
: E Loy o) b 13 Toy o) z/ — 2 .
g%y(zy Y'2) lase ygg/m(zy yZ)(y)d:c /GZ(p q)dx

bulunur. Ilk olarak bu esitligin sol tarafi incelenirse,

im>(2y —y'2) 2. = Lm=n[2 (b)y(b) — v/ (b)z(b)]

oy 5y0)
z(a+e€),, ,
_lli%y(a ) [Z(a+e)yla+e) —y(a+e)z(a+¢)
— 0

elde edilir.

: Z (S / b _ v o e s
l%g(Z Y —Y'2) |oy.= 0 oldugu goz oniine alnirsa,

= /ab(z’y - y’Z)(g)’dx = /ab Z(p—q)dx

elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa,

b / / b
2y —vy'z
- / =y (P e / 2(p— q)de

yazilabilir. Buradan,
b () )2 b
_/ (wy_f@dx:/ 2(p— q)da
olur.

Teoremin ifadesi goz oniine alinirsa,

b
/ Z(p—q)dz >0

oldugundan,
b Loy o 5)2
[ < (3.13)
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esitsizligi elde edilir. Burada ilk olarak herhangi bir ¢ sabit sayisi igin, y(z) = cz(z)
olsun. z(b) = 0 oldugu i¢in y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) # 0 olmasi ile geligir. Diger
taraftan y(x) # cz(x) durumunda ise,
b Loy ol 8\2
[,
olup bu ise (3.13) ifadesi ile geligir. O halde (a,b] araliginda y(z)’ in en az bir sifinn

vardir.
3.6. Teorem k; € C'[a,b] ve k; > 0, g; € C[a,b], (i = 1,2), olmak tizere
(lﬁZ,)/ +g12=0

denklemi ve z(a) = z(b) = 0 sinr sartlariyla verilen problemin sifirdan farklh ¢oziimii
z(x),
(ko) + g2y = 0
denklemi ve y(a) = 0 sartindan olugan problemin sifirdan farkh ¢oziimii y(z) olsun.
Eger, ;
/ [y — ko) ()2 + (ga — g1)#%dz > 0 (3.14)

esitsizligi saglaniyorsa bu taktirde (a, b] araliginda y(z) in en az bir sifirn vardir [25].

Ispat Vx € (a,b] icin y(z) # 0 oldugunu kabul edelim. Ik denklem z ile ikinci denklem

2 .
% ile carpilirsa,

2((kiz) +g12) =0 ve 2°/y((k2y') + goy) =0

esitlikleri elde edilir. Bu iki ifade taraf tarafa c¢ikarilirsa,

2
N z N
(k12) 2z — g(kay ) 4+ (91— 92)2* =0 (3.15)

esitligi elde edilir. Ayrica,

2

(k12') 2 — %(kgy’f - §[<k1z’>’y — (k) 7]



ifadesi goz ontine alimirsa, (3.15) esitligi
z N NV
;[(lﬁz )y — (kay) 2] + (91 — g2)2% = 0

bi¢iminde yazilabilir. Simdi
~[0a=)'y = (k)2
ifadesi ile
g(klyzl — oy 2)

ifadesini kargilagtiralim. (3.17) deki ifade,
M= [(k12)y — (koy) 2] = k2 y 4+ k12 y — kyy 2 — koy 2
bigiminde ve (3.18) ifadesi ise,

N: = (kwz —koy'2)
= ki(y2) +ki(yz) = ka(y'2) = ka(y'2)

= k:llyz/ + kzly,z/ + k;lyz” — k;/zylz — kgy/z/ — kgy”z

/

bi¢iminde yazilirsa,

N =M+ (kl — kg)ylzl

esitligi elde edilir. Son esitlik (3.16) egitliginde yerine yazilisa,

z
QM + (g1 — g2)22 =0
buradan,
z o
SV (= k)y'2) + (91 = 92)2% = 0
yani,
VA / N z o 9
;(k‘lyz —koy 2) + ;(kb —k)yz 4+ (g1 —92)2" =0

esitligi elde edilir. Bu egitlik a’dan 0’ye integrallenirse,

b b b
/ g(k‘lyz/ — kgy/z)ldx + / 2(1{:2 — kl)y/z/dx + / (g1 — gg)ZQdZE =0

31

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



bulunur. Bu esitlikteki ilk ifade,

b b
z i N ’ / / / VAN
/ E(kzlyz — koy 2) dx = —(k1yz — koy z)\z — / (k1yz — kay z)(;) dx

2
Y
bigiminde yazilirsa, bu egitlik (3.19) da yerine yazilir ve diizenlenirse,

b
Z !/ !/ !/
(s’ ka9 = / (g2’ — kay' 2)(
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b / / — Z ' ;1 2 b
- / (kg2 — kay/2)(L 70 = (o — k)’ e / (g1 — g2)2de

b
1 , / ’ / ’ /
N / kv )) = kayy 22 — kayy 22 + ka(y 2)°

b
—kyyy 2z + kgyy,zz,]dzv — / (g1 — g2)2%dx

Y VNSNS k2 A 7 N AN
_ /awﬁ () + a2 +/a(92 g)z'd

esitligi elde edilir. Ik olarak bu esitligin sol tarafindaki ifade incelenirse,

im > 2 —kay 2| = im@ 2 (b) — "(b)z
g b’ — a2 = TS SO0 () — kalb)y 0200
_lii%ZEZi2(14:1(@+5)y(a+5)z/(a+5)
—ky(a+e)y (a+¢)z(a+¢))
=0

ifadesi elde edilir. Burada,

. < ’ ’ b o
l{}é;(’ﬁyz kay 2)|ae =0

oldugu goz oniine alinirsa,

[0 = k) (2 = )2 = = [

i

(3.20)
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yazilabilir. Bu son esitlikte (3.14) esitsizligi géz 6niine alinirsa,

b ! o !
_ / k2(¥)2dfczo

yani,
b / . /
/ ko (20 )20 < 0 (3.21)
a )
esitsizligi yazilabilir. Burada ilk olarak herhangi bir ¢ sabit sayisi i¢in, y(z) = cz(z)

olsun. z(b) = 0 oldugu igin y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) # 0 ile geligir. Diger taraftan

y(x) # cz(x) durumunda ise,
b ’ . /
/ kg(%)%lx >0

olup bu ise (3.21) ifadesi ile celigir. O halde (a,b] araliginda y(z)’ in en az bir sifir1

vardir.
3.7. Teorem (Sturm-Picone) k; € C'a,b] ve g; € Cla,b], (i = 1,2) olmak iizere,
(lﬁzl)/ + 012 = 0

denklemi z(a) = z(b) = 0 simur sartlariyla verilen problemin sifirdan farkh ¢éziimii z(z)

olsun.
(koy) + goy = 0

denklemi ve y(a) = 0 sartindan olugan problemin sifirdan farkh ¢oziimii y(z) olsun.
Eger [a,b] araliginda g, > g1, k1 > ko > 0, go # g1 ve ko # k; ifadeleri saglaniyorsa bu

taktirde (a,b] araliginda y(z) in en az bir sifir1 vardir [25].

Ispat Bir énceki teoremde (3.20) esitligini yani,

b b ’ ’
’ z —Z
10 = k) + (2= ) = = [ (=
ifadesini gézoniine alalim. Bu son esitlikte go > g1, k1 > ko > 0, go Z g1 ve ko Z Ky

ifadelerine dikkat edilecek olursa,
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b ! o !
B / G I ALY
a Y

buradan,
b / o /
/ @(%)%x <0 (3.22)

esitsizligi yazilabilir. Burada ilk olarak herhangi bir ¢ sabit sayisi i¢in, y(z) = cz(x)
olsun. z(b) = 0 oldugu i¢in y(b) = 0 olur.Bu ise y(b) # 0 ile ¢eligir. Diger taraftan

y(z) # cz(z) durumunda ise,

b ! o !
/ m%ﬂu >0

olup bu ise (3.22) ifadesi ile geligir. O halde (a,b] araliginda y(x)’ in en az bir sifirn

vardir.
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4. BULGULAR

Bu tez calismada,

—y" +q(x)y = \y x € [a,c) U (c,b] (4.0.1)

denkleminden,
y(a) = y(b) (4.0.2)
y'(a) =y'(b) (4.0.3)

periyodik sinir gartlarindan ve x = ¢ siireksizlik noktasindaki,
yle+) = ayle-) (4.0.4)

y'(ct) = By'(c—) (4.0.5)

gecis sartlarindan olusan periyodik Sturm-Liouville sinir-deger-gecis probleminin bazi
spektral ozellikleri incelenecektir. Burada g(x), [a,c)U (¢, b] araliklarinda stirekli olan,
x = ¢ noktasinda ise g(c+), g(c¢—) sonlu limit degerine sahip fonksiyonlardir. o, /3 reel

sayilar ve A ise kompleks 6zdeger parametresidir.

Bu boliimde H := Ls[a,c) @ La(c, b] Hilbert uzayindaki i¢ ¢carpim y;, yo € H olmak

uzere,

c— b
(Y1, Y2) 1 :/ y1.%d:r+/ y1-Y2dx (4.0.6)
a c+

olarak ele alinacaktir.
4.0.1. Teorem H, Hilbert uzayinda (4.0.6) esitligi bir i¢ ¢arpim tanimlar.

Ispat Bunun igin (4.6) esitliginin i¢ carpim sartlarm sagladigim gosterelim.

Y1,Y2,Y3 € H ve 05756 R

c— b c— b
o) = [ wado+ [ pgde= [ ulPde s [ P> 0
a c a c+

+

c— b
it)(y1, 1) =0 & / |y1|2dl’+/ p)Pde=0 < 41 =0
a c+
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b

i) (oyn + By2, ys) = / (ay1 + By2)yzdx +/ (ay1 + By2)yzdx
a c+

+

c— b c— b
—a / yTsde-+a / yTsde+ 5 / yada+ 5 / yoTade
a c a c+

= o(y1,y3) + B{y2, y3)

b
)y, y2) / y1Yadr + / y1Y2dx

+

b
/ Yoy dx + / Yoyrdx
+

= <y2,?/1>

4.1. Periyodik Simir Deger Gecis Probleminin Kendine Eglenik Olmasi:

4.1.1. Teorem «.3 = 1 sart1 altinda (4.1)-(4.5) esitlikleri ile verilen periyodik sinir deger
gecis problemi kendine egleniktir.

Ispat Ly diferensiyel operatorii L(y) = —y" +q(z)y — My ile gosterilsin. y1,y, € C?[a, b]

(4.2)-(4.5) smir gartlarim saglasin. Problemin kendine eglenik oldugunu gostermek igin,

(Y1, L(y2)) = (Y2, L(y1))

veya
b

/ L) — yeL(y)lde + / [ L0e) ~ pL)ldz =0

oldugunu gostermeliyiz. Burada L(y2) denklemi y; ile L(y;) denklemi y, ile ¢arpilirsa,

1 L(y2) = =51 + qyatn — \yath
Yo L(y1) = =412 + qyry2 — A1y

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa g¢ikarilirsa,
y1L(y2) = y2L(y1) = (W32 — vo01)

yani,

y1L(y2) — y2L(y1) = (Y192 — yotn)’ (4.1.1)
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bulunur. Son esitlik a’ dan ¢’ ye integrallenirse,

[ L) - L)l = o — vi)ls
= [yi(c=)ya(c—) — ya(c—)y(c—)]
—[y1(a)y2(a) — yy(a)yi(a)] (4.1.2)

esitligi elde edilir. (4.1.1) esitligi ¢’ den b’ ye integrallenirse,

/ [ L(y2) — y2L(yn)ldz = [(y1(b)y2(b) — y5(b)y1(D))]

—[(¥) (c+)y2(c+) = v (cH)y(c+))]

bulunur. Son esitlikte y(a) = y(b), ¥'(a) = y'(b) periyodik sinir sartlar: ve
y(e+) = ay(c—), ¥'(c+) = By (c—) gegis sartlart dikkate alinirsa,

/ L)~ vaLlds = [ @)n(a) ~ i)
—lafy)(c—)ya(c—) — afys(c—)yi(c—)] (4.1.3)

elde edilir. Teoremin ifadesinden o8 = 1 oldugu ve (4.1.2), (4.1.3) esitlikleri dikkate

aliirsa,
b

/"’ (1 L(y2) — yoL(y1)]dw + /+[y1L(y2) — Yo L(y1)]dx =0

saglanir. O halde (4.0.1)-(4.0.5) esitlikleri ile verilen periyodik sinir deger gegis problemi

kendine egleniktir.

4.2. Periyodik Siir Deger Gegis Probleminin Ozdegerlerinin Reel Olmasi

4.2.1. Teorem af = 1 sart1 altinda (4.0.1)-(4.0.5) egitlikleri ile verilen periyodik sinir

deger gecig probleminin biitlin 6zdegerleri reeldir.

Ispat o8 = 1 sart1 altinda periyodik smir deger gecis probleminin \ 6zdegerine karsilik

uygun 6zfonksiyonu y olsun. 7, ¥’ nin ve A, X’ nin eslenigi olmak iizere,

7" +qx)y=X Ny x€la,c)U (e (4.2.1)
y(a) =7(b) (4.2.2)
y'(a) =7 (b) (4.2.3)

y(c+) = ay(c—) (4.2.4)
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Y (c+) = By (c-) (4.2.5)
yazilabilir. Burada (4.0.1) denklemi 7 ile (4.2.1) denklemi y ile garpilirsa,
Y7+ a(x)yy = Myy
~7"y + a(2)7y = Ay
elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa cikarilirsa,
@y =95 == Nyy (4.2.6)
esitligi elde edilir. Bu son egitligin o’ dan b’ ye integrali alinirsa,
(A=) / e = @y-yD) I
L = Feler) e )pe)

~[y'(a)y(a) -y (a)y(a)] (4.2.7)
esitligi elde edilir. (4.2.6) esitliginin ¢’ den b’ ye integrali alinirsa,
(A=X) / s = @y =y'7) ot
= [m0)y(b) — y'(0)y(b)]
—[Hlet)y(et) =y (c+)g(e+)] (4.2.8)

esitligi elde edilir. o = 1 olmak tizere (4.0.2)-(4.0.5) ve (4.2.2)-(4.2.5) smir gegis

sartlar1 (4.2.8) denkleminde yerine yazilirsa,

b
(A=) / yyde = y(a)y(a) -y (a)y(a) — afy(c=)"y(c—) + aby'(c=)y(c—)

= y(a)'y(a) — y'(a)y(a) —Y(c—=)y(c=) + ¥/ (c—)y(c—)]  (4.2.9)

esitligi elde edilir. (4.2.7) ile (4.2.9) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

<A—X>[/:yydx+/cbyydx1=o

_l’_

Sy R / ] = 0

esitligi elde edilir. y # 0 oldugu icin A = X elde edilir.
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4.3. Periyodik Smir Deger Gegis Probleminin Ozfonksiyonlarinin Ortogonal

Olmasi

4.3.1. Teorem af = 1 sart1 altinda (4.1)-(4.5) esitlikleri ile verilen periyodik sinir deger
gecis probleminin farkli A\, ve A, 6zdegerlerine sirasiyla kargilik gelen y,(z) ve y,, ()

ozfonksiyonlar1 Ls[a, c) @ Lo(c, b ile tamimlh uzayada ortogonaldirler. Yani,

[ @i [ =0

+

esitligi saglanir.

Ispat Teoremin ifadesinden,

~Ym T A(Z)Ym = AnYm (4.3.1)
—Yn + 4(2)Yn = AYn (4.3.2)

esitlikleri saglanir. Burada (4.3.1) esitligi v, (4.3.2) esitligi y,, ile carpilirsa ve

denklemler taraf tarafa ¢ikarilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(y;ym - y;nyn)/ = (>\m - )\n)ynym (433)

esitligi elde edilir. Bu son esitligin a’ dan ¢’ ye integrali alinirsa,

(A — An) / YnYmdT = (YnYm — Yr¥n) la

= Y (c=)Ym(c—) = Y (c=)yn(c—)
—~yn(a)ym(a) + Yy, (a)yn(a) (4.3.4)

esitligi elde edilir. Benzer gekilde (4.3.3) denkleminin ¢’ den b’ ye integrali alinirsa,

b
(o — M) / Yt = (.m — o) '
c+

= Y, (0)ym(0) = 11, (0)yn () — Yy, (cH)Ym(c+) + yr, () yn(c+)

esitligi elde edilir. o8 = 1 olmak tizere (4.0.2)-(4.0.5) ve (4.2.2)-(4.2.5) periyodik sir

ve gecis sartlar: bu son esitlikte yerine yazilirsa,
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(s — M) / Yt = 4s(0)m(@) — ¥ (@) (a)

— By (= Yym(c=) + aByn(c—)ym(c—)
yani,
(= ) /+ynymdx = (@ (@) — Y (@)n(a)
(e Wmle=) + (c—unlc—)  (435)

esitligi elde edilir. (4.3.4) ile (4.3.5) egitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

c— b

+

esitligi elde edilir. A\, # A\, oldugundan,

c— b
a c+

elde edilir. Bu ise (4.0.1)-(4.0.5) periyodik smir-deger-gecis probleminin farkh

ozdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlarinin ortogonal oldugunu gosterir.

4.4. Periyodik Simir Deger Gegis Problemi Ile Ilgili Bazi Teoremler:

4.4.1. Teorem (Kargilagtirma Teoremi) L1y = y"+¢g(x)y =0 ve Loy =1vy"+h(x)y =0
denklemleri x € [a, ¢)U(c, b] arahiginda y(a) = y(b), v'(a) = ¥/ (b) smir sartlar: ve af = 1
olmak iizere y(c+) = ay(c—), y'(c+) = By'(c—) gegis sartlaryla verilsin. g(x) < h(x)
olmak tizere Li(y;) = 0 ve La(y2) = 0 olsun. Bu durumda sifirdan farkh ¢oziimler igin
y1(x)" in ardigik iki sifinn arasinda yo(z)’ in en az bir sifir1 vardir.

Ispat v tg@)y =0 ve i+ h(z)ys =0

esitlikleri sirasiyla ys ve y; fonksiyonlariyla ¢arpilirsa,

Yiye + 9(x)yiye =0 ve  yhyr + h(x)yoys =0

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa c¢ikarilirsa,

(y1y2 — voun)' = [M(x) — g(2)]y112 (4.4.1)
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esitligi elde edilir. y; (z) fonksiyonunun ardigik iki sifir1 x; ve x5 ile gosterilsin. (4.4.1)
esitliginin z;’ den x5’ ye integrali alinirsa,
T2 T2
/ / /
[ ) = glnts = [ — st

x1 xr1
€2

= (Y12 — voun) |3

= y(22)ya(w2) — yo(x2)yr1(22) — Yy (21)ya(21) + Yo(w1)ys (1)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte y;(z1) = y1(z2) = 0 oldugu goz 6niine alinirsa,
Vi (w2)y2(w2) — i (21)ya(21) =/ [h(x) = g(2)]y1yad (4.4.2)
1
elde edilir. Kabul edelim ki (xy,x2) araliginda ys(z) fonksiyonunun sifir1 olmasimn. Bu
durumda y; ve y, fonksiyonlarinin negatif veya pozitif olma durumlarini ayr1 ayr

inceleyelim.
A) Verilen kogular altinda (z1,x2) C [a, ¢) olsun.
a) y1(x) > 0 ve yo(z) > 0 igin,
h(2)n(2) — (o) = [ (o) — g(o)lonand
1
esitligi incelenirse, g(x) < h(x), y1(z) > 0, yo(z) > 0 oldugundan egitligin sag tarafi

pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretini inceleyebilmemiz igin vy (z1)

ve y)(z9) ifadelerinin igaretlerinin bulunmasi gerekir. Bunun igin,

y1(f€1+AA62—y1(w1) . yi(zo) = lim y1(z2+Az)—yi (z2)

Az—0 Az

/ :1
vi(e) = Jim,

ifadelerini ele alahm. Burada y;(x) > 0 ve y;(x) fonksiyonunun ardigik iki sifir1 x4
ve 5 oldugu igin, y;(z) fonksiyonu z; noktasinda artan, z, ise noktasinda azalan
fonksiyondur. Bu kosullar 1g1¢inda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar:

inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
xr1 < x1+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x1) < yi(x1 + Az) yazlabileceginden,
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y1(z1 + Az) — yi (1)

>0

olur.
Ty < ro+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x9) > y1(xe + Az) yazlabilir. Bu nedenle,

~ lim y1(zo + Ax) — y1(22)

<0
Az—0 AIE

Y1 (22)

olur.
ii) Az <0 ise,
1 > 11+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1(xy + Ax) yazilabilir. Boylece,

>0

/ oy Ar) =y ()
nilen) = lim, Ad
olur.

9 > o+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) < y1(x2 + Az) yazilabilir. Bu durumda,

yi (x2) — lim yl(l‘Q + A._'L') - yl(‘r?)

<0
Axz—0 Ax

olur.

Boylece y1(x) > 0, ya(z) > 0 sartlarn altinda yj(z1) > 0 ve yj(x2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
T2
h(e2)ua(e) = vi(en)ualen) = [ [hie) - g(o)pnpads
z1
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1,22) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
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b) y1(z) < 0 ve ya(x) < 0 i¢in,

() — el = | (@) - g(o)lyryada

1
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(x) < 0, ya(x) < 0 oldugundan esitligin sag tarafi
pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretini incelenebilmesi i¢in ¥/ (z1) ve
Y (x2) ifadelerinin igaretlerinin bulmasi gerekir. Bunun i¢in,

/ BT y(r1+Ax)—y1(z1) / T y1 (w2 +Ax)—y1(x2)
vilo) = lim SEEATE 0 whlw) = lim T

ifadelerini ele alahm. Burada y;(x) < 0 ve z1, 2o yi(x) fonksiyonunun ardigik iki
sifirt oldugu igin, y; fonksiyonu x; noktasinda azalan, xs noktasinda ise artan
fonksiyondur. Bu kogullar 1s1¢1inda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar:

ayrl ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1 (21 + Azx) yazilabilir. O halde,

_ im yi(z1 + Az) — y1(21)

<0
Az—0 ALE

Y (1)

olur.
Ty < xo+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) < y1(xe + Azx) yazilabileceginden,

>0

/ (@ + Az) =y ()
vi(ze) = lim N
olur.
i) Az < 0 ise,

x1 > r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(x1 + Az) yazilabilir. Bu nedenle,
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yi(z1 + Ax) — yi (1) <0

olur.
Ty > w9+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) > y1(x9 + Ax) yazilabilir. Béylece,

_ im y1 (72 + Az) — y1(72)
Ax—0 ALE

Y (w2) >0

olur.

Bu durumda y;(z) < 0,y2(z) < 0 sartlan altinda y)(z;) < 0 ve yj(z2) > 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
x2
i (e2)ua(e) — si(e)ualer) = [ hia) - g(o)pnpads
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1, o) araliginda ys(x) fonksiyonunun en az bir sifir1 mevecuttur.
c)yi(x) > 0 ve yo(z) < 0 igin,
h(2)n(2) = (o) = [ (o) = g(o)lnaad
1
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(xz) > 0, y2(z) < 0 oldugundan egitligin sag tarafi

negatif olur. Diger yandan egitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi igin ¥} (x1)

ve y;(z9) ifadelerinin igaretlerinin bulunmas: gerekir. Bunun igin,

iy Yi(@itAz)—yi(21) i Yi(zetAz)—yi(z2)
yilan) = lim S22 0=E, gy (ag) = lim SO

ifadelerini ele alalim. Burada y;(z) > 0, x; ve x5 y;(x) fonksiyonunun ardigik iki sifira
oldugu i¢in, y; fonksiyonu z; noktasinda artan, xo noktasinda ise azalan fonksiyondur.

Bu kogullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar: ayri ayr1 inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
1 < x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x1) < y1(x1 + Azx) yazilabileceginden,
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y1(z1 + Az) — yi (1)

>0

olur.
Ty < ro+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) > y1(x2 + Ax) yazilabilir. O halde,

_ im y1(zo + Ax) — y1(22)

<0
Az—0 AIE

Y1 (22)

olur.
ii) Az <0 ise,
1 > 11+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1(xy + Azx) yazilabileceginden,

>0

/ i@+ Az) =y ()
vile) = fm, Ad
olur.

9 > o+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(xe) < y1(x9 + Ax) yazilabilir. Béylece,

yi (x2) — lim yl(l‘Q + A._'L') - yl(‘r?)

<0
Axz—0 Ax

olur.

Bu durumda y;(z) > 0,y2(z) < 0 sartlan altinda y;(z;) > 0 ve yj(z2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
€2
h(e2)ua(e) = gi(en)ualen) = [ hie) - g(o)pnpads
z1
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1,22) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
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d) y1(z) < 0 ve yo(x) > 0 i¢in,

() — el = | (@) - g(o)lyryada

1
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(x) < 0, ya(x) > 0 oldugundan esitligin sag tarafi
negatif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi igin v (z1)
ve yj(z9) ifadelerinin igaretlerinin bulunmasi gerekir. Bunun igin,

/ T y1(r1+Ax)—y1(x1) / T y1(vo+Ax)—y1(r2)
vilm) = lim BEELTEE 0 wile) = lim B

ifadelerini ele alalim. Burada y;(z) < 0, z; ve zo y;(z) fonksiyonunun ardigik iki sifiri
oldugu i¢in, y; fonksiyonu x; noktasinda azalan, x, noktasinda ise artan fonksiyondur.

Bu kogullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar: ayr1 ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
1 < r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1 > (x1)y1 (21 + Az) yazilabilir. Bu durumda

J\ (1) = lim yi(z1 + Az) — yi (1)
'(x1) =

<0
Az—0 Azx

olur.
Ty < r9+Ax olacagidan ve y; fonksiyonu x5 noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) < y1(x2 + Ax) yazilabilir. O halde,

y/ (x2) — lim yl(l‘Q + AZL‘) B y1<x2)
1 —

>0
Az—0 Azx

olur.
i) Az <0 ise,
r1 > 11 + Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan oldugundan,

y1(z1) < ya(xy + Azx) yazilabilir. Bu nedenle,
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olur.
To > 9 + Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan oldugundan,

y1(x2) > y1(x2 + Ax) yazilabileceginden,

Azr) —
J\(25) = lim Y (w2 + Ax) =y (25)

>0
Az—0 Ax

olur.

Bu durumda y;(z) < 0, y2(z) > 0 sartlarn altinda ¢} (z;) < 0 ve yj(z2) > 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
i (e2)uatas) = i (a)oa(e) = [ [b(a) = g(@)lprpads
1
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir celigki olugturur. O halde

(21, z2) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
B) Verilen kosular altinda (z1, z3) C (¢, b] olsun.
a) y1(z) > 0 ve yo(x) > 0 igin,

2
h(e2)ua(e) — gi(en)ualen) = [ hia) - g(o)pnaads
z1
esitligi incelenirse, g(x) < h(x), yi(z) > 0, ya2(x) > 0 oldugundan esitligin sag tarafi
pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi i¢in y} (1) ve
Y (z9) ifadelerinin igaretlerinin bulmasi gerekir. Bunun igin,

i Yi(@itAz)—yi(z1) iy Yi(zetAz)—yi(z2)
yi(an) = lim SEET0=EEE, gy (ag) = lim SO

ifadelerini ele alahm. Burada y; > 0 ve x1, x5 y; fonksiyonunun ardigik iki sifir1 oldugu
i¢gin, y; fonksiyonu x; noktasinda artan, x, ise noktasinda azalan fonksiyondur. Bu

kosullar 1s18inda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar: inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < 1 + Ax olacagindan ve y; fonksiyonu z; noktasinda artan oldugundan,

y1(z1) < y1(x1 + Az) yazilabilir. Bu durumda,
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y1(z1 + Az) — yi (1)

>0

olur.
Ty < 9 + Ax olacagindan ve y; fonksiyonu zy noktasinda azalan oldugundan,

y1(x2) > y1(x9 + Ax) yazilabilir. Béylece,

_ im y1(zo + Ax) — y1(22)

<0
Az—0 AIE

Y1 (22)

olur.
ii) Az <0 ise,
x1 > 11 + Az olacagindan ve y; fonksiyonu z; noktasinda artan oldugundan,

y1(z1) > y1(xy + Az) yazilabilir. O halde,

>0

/ i@+ Az) =y ()
vile) = fm, Ad
olur.

Ty > 19 + Ax olacagindan ve y; fonksiyonu z, noktasinda azalan oldugundan,

y1(ze) < y1(x9 + Ax) yazilabileceginden,

yi (x2) — lim yl(l‘Q + A._'L') - yl(‘r?)

<0
Axz—0 Ax

olur.

Bu durumda y;(x) > 0, yo(z) > 0 sartlan altinda ¢} (x1) > 0 ve yj(z2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
€2
h(e2)ua(e) = gi(en)ualen) = [ hia) - g(o)pnpads
z1
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1,22) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
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b) y1(z) < 0 ve ya(x) < 0 i¢in,

() — el = | (@) - g(o)lyryada

1
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(x) < 0, ya(x) < 0 oldugundan esitligin sag tarafi
pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi i¢in yj (x1) ve
Y (x2) ifadelerinin igaretlerinin bulmasi gerekir. Bunun i¢in,

/ BT y(r1+Ax)—y1(z1) / T y1 (w2 +Ax)—y1(x2)
vilo) = lim SEEATE 0 whlw) = lim T

ifadelerini ele alahm. Burada y;(x) < 0 ve z1, 2o yi(x) fonksiyonunun ardigik iki
sifirt oldugu igin, y; fonksiyonu x; noktasinda azalan, xs noktasinda ise artan
fonksiyondur. Bu kogullar 1s1¢1inda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar:

ayrl ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1(x; + Az) yazilabilir. Bu durumda,

_ im yi(z1 + Az) — y1(21)

<0
Az—0 ALE

Y (1)

olur.
Ty < xo+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) < y1(x9 + Azx) yazilabilir. O halde,

>0

/ (@ + Az) =y ()
vi(ze) = lim N
olur.
i) Az < 0 ise,

x1 > r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(x1 + Ax) yazilabileceginden,
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yi(z1 + Ax) — yi (1) <0

olur.
Ty > w9+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x9) > y1(x9 + Az) yazilabilir. Bu nedenle,

_ im y1 (72 + Az) — y1(72)
Ax—0 ALE

Y (w2) >0

olur.

Boylece y1(z) < 0, yo(z) < 0 sartlan altinda yj(z1) < 0 ve yj(xz2) > 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
x2
i (e2)ua(e) ~ gi(e)ualer) = [ hia) - g(o)pnpads
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1, o) araliginda ys(x) fonksiyonunun en az bir sifir1 mevecuttur.
c)yi(x) > 0 ve yo(z) < 0 igin,
h(2)n(2) = (o) = [ (o) = g(o)lnaad
1
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(xz) > 0, y2(z) < 0 oldugundan egitligin sag tarafi

negatif olur. Diger yandan egitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi igin ¥} (x1)

ve y;(z9) ifadelerinin igaretlerinin bulunmas: gerekir. Bunun igin,

y1(z1+Az)—y1(z1) / .
T9) = lim
Ax ) yl( ) Az—0

y1(z2+Az)—yi1(z2)
Ax

vile) = fm,

ifadelerini ele alalm. Burada y;(z) > 0, 27 ve xo y;(z) fonksiyonunun ardigik iki sifira
oldugu i¢in, y; fonksiyonu z; noktasinda artan, xo noktasinda ise azalan fonksiyondur.

Bu kogullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar: ayri ayr1 inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
1 < x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x1) < y1(x; + Azx) yazilabilir. Bu durumda,
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y1(z1 + Az) — yi (1)

>0

olur.
Ty < ro+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) > y1(x9 + Ax) yazilabilir. Béylece,

_ im y1(zo + Ax) — y1(22)

<0
Az—0 AIE

Y1 (22)

olur.
ii) Az <0 ise,
1 > 11+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > 1 (a1 + Ax) yazilabilir. Bu nedenle,

>0

/ i@+ Az) =y ()
vile) = fm, Ad
olur.

9 > o+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(ze) < y1(x9 + Ax) yazilabileceginden,

yi (x2) — lim yl(l‘Q + A._'L') - yl(‘r?)

<0
Axz—0 Ax

olur.

Bu durumda y;(x) > 0, yo(z) < 0 sartlan altinda ¢} (x1) > 0 ve yj(z2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,
€2
h(e2)ua(e) = gi(en)ualen) = [ hia) - g(o)pnpads
z1
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1,22) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.
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d) y1(z) < 0 ve yo(x) > 0 i¢in,

() — el = | (@) - g(o)lyryada

1
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(x) < 0, ya(x) > 0 oldugundan esitligin sag tarafi
negatif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi igin v (z1)
ve yj(z9) ifadelerinin igaretlerinin bulunmasi gerekir. Bunun igin,

/ T y1(r1+Ax)—y1(x1) / 1 y1 (w2 +Ax)—y1(z2)
vilm) = lim BEELTEE 0 whlm) = lim B

ifadelerini ele alalim. Burada y;(z) < 0, z; ve zo y;(z) fonksiyonunun ardigik iki sifiri
oldugu i¢in, y; fonksiyonu x; noktasinda azalan, x, noktasinda ise artan fonksiyondur.

Bu kogullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar: ayr1 ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
1 < r1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1 > (x1)y1 (21 + Az) yazilabilir. Bu durumda,

J\ (1) = lim yi(z1 + Az) — yi (1)
'(x1) =

<0
Az—0 Azx

olur.
Ty < r9+Ax olacagidan ve y; fonksiyonu x5 noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x9) < y1(x9 + Ax) yazilabilir. Béylece,

y/ (x2) — lim yl(l‘Q + AZL‘) B y1<x2)
1 —

>0
Az—0 Azx

olur.
i) Az <0 ise,
r1 > x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu z; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(xy + Azx) yazilabileceginden,
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y1(z1 + Az) — yi (1)

<0

olur.
Ty > w9 + Az olcagindan ve y; fonksiyonu zs noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) > y1(x2 + Ax) yazilabilir. O halde,

_ im y1(zo + Ax) — y1(22)

>0
Az—0 ALE

Y1 (22)

olur.

Bu durumda y;(x) < 0, yo(z) > 0 sartlan altinda y}(x;) < 0 ve yj(z2) > 0 oldugu

goriilmektedir. (4.4.2) esitligi bu kogullar altinda incelenirse,

(o) — vi(ar)uelen) = [ " [h(@) - g(@)lyryada

xr1
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1, o) araliginda ys(x) fonksiyonunun en az bir sifir1 mevecuttur.

C) Verilen kogular altinda a < 21 < ¢ < x9 < b olsun.

(Y1y2 — yorn) = [M(w) — g(@)]y110

ile verilen (4.4.1) esitligini ele alahm. y;(z) fonksiyonunun ardigik iki sifirn z; ve

olmak iizere, esitligin her iki tarafinin x,” den x5’ ye integrali alinirsa,

€2

/ " h(e) — g(@)yrpnd + [ @) - gy

1 c+

= (ny2 —voy) 15, +(Why2 — voun) |2

= Yile=)ye(e—) — yale—)yi(c—) — yi(@1)yz(a1)
o (20)y1(21) + y1 (v2)y2(22) — Yo (T2) Y1 (72)
—y1(cH)y2(c+) + yhlet)yi(ct)
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0B = 1 ve y(ct) = ay(c—), y'(c+) = By(c—) gegis sartlant ile g (21) = g (w2) = 0
dikkate alinirsa,

2

/c_[h($)—9(95)]yly2d$+/ [h(x) —g(2)]yryedr = y) (w2)ya(22) =y (21)y2(21) (4.4.3)

x1 c+
Kabul edelim ki (xy, z5) araliginda y,(x) fonksiyonunun sifirt olmasimn. Bu durumda

ve 1o fonksiyonlarinin negatif veya pozitif olma durumlarini ayr1 ayri inceleyelim.

a) y1(z) > 0 ve yo(x) > 0 igin,

€2

Vi (w2)ya(2) =y (21)ya(a1) = / () = g(@)lyryade + / () = g(2)]y1y2de

x1 c+
esitligi incelenirse, g(x) < h(x), y1(z) > 0, yo(z) > 0 oldugundan egitligin sag tarafi
pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi i¢in yj (x1) ve

Y} (x9) ifadelerinin igaretlerinin bulunmasi gerekir. Bunun igin,

y1($1+AA92—y1(x1), yi(zo) = lim y1(za+Az)—yi (z2)

Az—0 Az

V() = Jim,

ifadelerini ele alalim. Burada y; > 0 ve x1, xy y; fonksiyonunun ardigik iki sifir1
oldugu i¢in, y; fonksiyonu z; noktasinda artan, x5 ise noktasinda azalan fonksiyondur.

Bu kosullar 1s1ginda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar: inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < r1+ Az olacagidan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(x1 + Az) yazilabilir. Bu durumda,

yi(z1 + Ax) — yi (1) >0

olur.
9 < ro+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x9) > y1(x9 + Ax) yazilabileceginden,

_ im y1(ze + Az) — y1(22)

<0
Az—0 AIE

Y1 (22)

olur.
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i) Az <0 ise,
x1 > x1+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1(x1 + Az) yazilabilir. O halde,

olur.
9 > w9+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) < y1(x9 + Ax) yazilabilir. Béylece,

y1(z2 + Ax) — y1(x2) <0

olur.

Bu durumda y;(z) > 0,y2(z) > 0 sartlan altinda y;(z1) > 0 ve yj(z2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.3) esitligi bu kosullar altinda incelenirse,

€2

Y1 (22)y2(72) — 1 (21)ya(a) = /C_ () = g(@)lyry2de + / () = g(2)]y1y2de

1 c+
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir celigki olugturur. O halde

(21, z2) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.

b) y1(x) < 0 ve yo(z) < 0 igin,

€2

hle2n(e) — el = " he) — g(@)yayedz + | @) - gy

x1 c+
esitligi incelenirse, g(z) < h(z), y1(x) < 0,y2(x) < 0 oldugundan esitligin sag tarafi
pozitif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi i¢in y} (1) ve

Y (z9) ifadelerinin igaretlerinin bulunmasi gerekir. Bunun igin,

y1($1+AAﬂfa):—y1(r1), i (z2) = lim Y1 (z2+Az)—yi (x2)

Az—0 Az

/ — i
i) = Jim,

ifadelerini ele alahm. Burada y;(x) < 0 ve zy, z2 yi(x) fonksiyonunun ardigik iki
sifirn oldugu igin, y; fonksiyonu x; noktasinda azalan, xs noktasinda ise artan
fonksiyondur. Bu kogullar 1g1¢inda Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlar:

ayr1 ayri inceleyelim.
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i) Az > 0 ise,
xr1 < x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1(x1 + Ax) yazilabileceginden,

olur.
Ty < x9+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) < y1(xe + Az) yazilabilir. Bu durumda,

y1(xe + Az) — y1(x9) <0

olur.
ii) Az <0 ise,
x1 > x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(x1 + Az) yazilabilir. O halde,

y1(r1 + Az) — y1(21) <0

olur.
o > xo+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x5 noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(x2) > y1(x2 + Ax) yazilabilir. Béylece,

A _
J)(25) = lim y1(z2 + Ax) — y1(20)

>0
Az—0 Ax

olur.



o7

Bu durumda y;(z) < 0, y2(z) < 0 sartlarn altinda y{(z;) < 0 ve yj(z2) > 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.3) egitligi bu kogullar altinda incelenirse,

z2

(2o — v )uelan) = [ " h() — g()]yryada + [ ) = gtagns

1 c+
esitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1, o) araliginda ys(x) fonksiyonunun en az bir sifir1 mevcuttur.

c)yi(x) > 0 ve ya(x) < 0 igin,

T2

Y1 (22)y2(22) — ¥y (21)y2(21) = / [h(z) — g(2)]y1y2d + / [h(z) — g(z)|y1yeda

x1 c+
esitligi incelenirse, g(x) < h(z), yi(x) > 0, ya(z) < 0 oldugundan esitligin sag tarafi
negatif olur. Diger yandan egitligin sol tarafinin igaretinin inceleyebilmesi igin (1)

ve y;(x2) ifadelerinin igsaretlerinin bulunmasi gerekir. Bunun igin,

y1($1+AA92—y1(:v1)7 Y, (z2) = lim y1(za+Az)—y1 (z2)

Az—0 Az

(o) = Jim,

ifadelerini ele alalm. Burada y;(z) > 0, 21 ve &y y;(z) fonksiyonunun ardigik iki sifirn
oldugu i¢in, y; fonksiyonu x; noktasinda artan, z, noktasinda ise azalan fonksiyondur.

Bu kogullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlari ayr1 ayri inceleyelim.
i) Az > 0 ise,
r1 < 1+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) < y1(xy + Azx) yazilabileceginden,

y1(x1 + Az) — yi(2q) -0

olur.
Ty < ro+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu xs noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) > 11 (22 + Az) yazilabilir. Bu durumda,

y1(z2 + Ax) — y1(x2) <0

olur.
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i) Az <0 ise,
x1 > x1+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z1) > y1(x1 + Az) yazilabilir. Béylece,

olur.
Ty > x9+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x5 noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) < y1(xe + Az) yazilabilir. O halde,

y1(xe + Az) — y1(x9) <0

olur.

Bu durumda y;(z) > 0, y2(z) < 0 sartlarn altinda ¢} (z;) > 0 ve yj(z2) < 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.3) egitligi bu kogullar altinda incelenirse,

Z2

MWMM@%W%MW@OZ/kWﬂ—MMMWM+/‘W@—ﬂ@%wﬂ

1 c+
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(21, z9) araliginda yo(z) fonksiyonunun en az bir sifiri mevcuttur.

d) y1(x) < 0 ve yo(z) > 0 igin,

z2

%WMMb%WNMw@ﬁZ/PW@—MMMWM+/‘W@—ﬂ@%mm

1 c+
esitligi incelenirse, g(z) < h(z),y1(z) < 0,y2(z) > 0 oldugundan esitligin sag tarafi
negatif olur. Diger yandan esitligin sol tarafinin igaretinin incelenebilmesi igin ¥} (x;)
ve y;(x2) ifadelerinin igsaretlerinin bulunmasi gerekir. Bunun igin,

_ 7 (z1+Az)—y1 (71) _ (z2+Az)—y1 (z2)
Vi(w) = Jim BEEAIIRE) () = iy 002t

ifadelerini ele alalim. Burada y;(z) < 0, 21 ve 23 y;(z) fonksiyonunun ardigik iki sifira
oldugu igin, y; fonksiyonu z; noktasinda azalan, x5 noktasinda ise artan fonksiyondur.

Bu kogullar i¢in Az ifadesinin negatif ve pozitif oldugu durumlari ayr1 ayr1 inceleyelim.
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i) Az > 0 ise,
xr1 < x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1 > (x1)y1(x; + Azx) yazilabilir. Bu durumda,

olur.
Ty < x9+ Az olacagindan ve y; fonksiyonu x, noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) < y1(xe + Ax) yazilabilir. Boylece,

y1(xe + Az) — y1(x9) <0

olur.
ii) Az <0 ise,
x1 > x1+Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x; noktasinda azalan fonksiyon oldugundan,

y1(x1) < y1(x1 + Az) yazilabileceginden,

y1(r1 + Az) — y1(21) <0

olur.
o > xo+ Ax olacagindan ve y; fonksiyonu x5 noktasinda artan fonksiyon oldugundan,

y1(z2) > y1(x2 + Ax) yazilabilir. O halde,

A _
J)(25) = lim y1(z2 + Ax) — y1(20)

>0
Az—0 Ax

olur.
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Bu durumda y;(z) < 0, y2(z) > 0 sartlarn altinda y{(z;) < 0 ve yj(z2) > 0 oldugu
goriilmektedir. (4.4.3) egitligi bu kogullar altinda incelenirse,

z2

(2o — v )uelan) = [ " h() — g()]yryada + [ ) = gtagns

1 c+
esitligin sol tarafi pozitif, sag tarafi negatif olur. Bu da bir ¢eligki olugturur. O halde

(x1, o) araliginda ys(x) fonksiyonunun en az bir sifir1 mevcuttur.

Son olarak y;(x;) = 0 iken tiim bu kogullar altinda yj(z;) = 0 olursa, varlik ve teklik

teoremine gore y; (z) = 0 olur. Ancak y;(z1) # 0 idi. Bu durumda yj (x1) # 0 olmalidir.

4.4.2. Teorem p, q € Cla, c) U C(c,b] olmak tizere, 2" + q(z)z = 0 denklemi
z(a) = z(b) = 0 smnr sartlary, o = 1 olmak tzere, z(c+) = az(c—), 2/(c+) = 52 (c—)
gecis sartlariyla verilen problemin sifirdan farkh bir ¢oziimii z(z) olsun. Eger,
- b
/a 2(p — g)dz + /C+ 2(p—q)dz > 0
esitsizligi saglaniyorsa bu durumda y” + p(x)y = 0 denklemi ve y(c+) = ay(c—),
y'(c+) = By (c—) ve y(a) = 0 sartlarindan olusan problemin sifirdan farkl bir

¢Oziimiintn (a, ¢) U (¢, b] araliginda en az bir sifiri mevcuttur.

Ispat ¥z € (a,c) U (c,b] igin y(z) # 0 oldugunu kabul edelim. ilk denklem z ile ikinci
denklem % ile carpilirsa,
2

2(2"+qz) =0 ve %(y” +py) =0

esitlikleri elde edilir. Bu iki ifade birbirine esitlenip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2
A
g(y" +py) = 2(2" + qz)

olup buradan,
(Z'y—y'2) = (p—qyz

bulunur. Son egitlik § ile ¢arpilirsa,

z
§<Z/y —y'z) =2(p—q)
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esitligi elde edilir. Bu egitligin (a, ¢) U (¢, b] araliginda integrali alinirsa,

c— b c— b
/ §(z’y —y'z)dr + / E(z’y —y'2)dx = / 22(p — q)dx + / 22(p — q)dx

+ Y +

esitligi elde edilir. Bu esgitligin sol tarafindaki integrallerde kismi integrasyon

uygulanirsa,
z - z
lim=(z'y —y'2) |57, —/ 2y —vy'2) (=) dx
(- 2) - [ G-
vy~ b [ Gy ya)Cya
im—(2'y —y'2) |0, — 2y —y'2)(=) dx
=0y e y
c— b
= / 22(p — q)dx + / 22(p — q)dx (4.4.4)
a c+

esitligi elde edilir. 11k olarak bu esitlikte limit iceren ifadeler incelenirse,

z z
lim=(2y —y'2) [, + Lm>(e'y—y'z) oy

=0y i
— lim 2 eyl = o (e)2(e-)
_HO;EZ i 2 [#(a+e)yla+e) —y(a+e)z(ate)
Hin S 0(0) ~ o (0):00)
i ey(en) — yle)s(e)
— 2 eyl — o (e)x(eo)
-1 L%;EEB [/ (c+)y(e+) — ' (c+)2(c+)]
= X e y(em) — yle)ete)
i 52 e ay(en) — (- Jasleo)]
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elde edilir. O halde (4.4.4) denklemi o8 = 1 sart1 altinda,

/ac_ 2(p—q)de + /Cb Z(p—q)dx

+

= [T @y-yaCra- [y -y aCya
/ i [ v

+

c— Zly _ y/Z b Z/y _ y’z

= - [ -y - [ ey -y e
c— (o o S\2 b Ioy o )2

_ _/ (2'y 2yZ) dm_/ (="y 2yZ) i
a Y c+ Yy

bulunur. Esitsizligin sol tarafi teoremin ifadesinden dolay1 pozitif oldugu i¢in yani,

c— b
/ Zz(p—Q)der/ Z(p—q)dz >0

+

oldugundan,

C— (ol )2 b Tor o )2

[ s [ g < (4.4.5)
a ) ct+ Y

bulunur. Burada ilk olarak herhangi bir ¢ sabit sayisi i¢in, y(z) = cz(z) olsun. z(b) =0

oldugu i¢in y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) # 0 olmast ile celigir. Diger taraftan y(z) # cz(x)

C— (o il )2 b (0, 21 N\2
/ (2'y 23/2) dx+/ (2"y 2y2) dr > 0
a y c+ y

olup bu ise (4.4.5) ifadesi ile geligir. O halde (a,c) U (¢, b] araliginda y(x)’ in en az bir

durumunda ise,

sifir1 vardir.
4.4.3. Teorem k; € Cta,c) UC(c,b], g; € Cla,c) UC(c,b] ve k; > 0 olmak {izere,
(lﬁzl)/ + 012 = 0

denklemi ve z(a) = z(b) = 0 smur sartlar, o = 1 olmak tizere, z(c+) = az(c—),
Z'(c+) = B2'(c—) gegis sartlariyla verilen problemin sifirdan farkl bir ¢oziimi z(z)
olsun. Benzer sekilde,

(/fzy/), +gy=0

denklemi y(c+) = ay(c—), ¥'(c+) = By'(c—) ve y(a) = 0 sartlar altinda olusan
problemin sifirdan farkll bir ¢6ziimii y(z) olsun. Burada k;(z), = ¢ noktasinda

ki(c+), ki(c—) sonlu limit degerine sahip fonksiyonlardir. Eger,
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/c[(kl - k2)(zl)2 + (g2 — q1)2°]dx + / (k1 — k2>(2'>2 + (g2 — g1)2%]dxr >0 (4.4.6)

+

esitsizligi saglaniyorsa bu taktirde (a,c—) U (¢+,b] arahginda y(x) in en az bir sifir1

vardir.

Ispat Vx € (a,c—) U (c+,b] icin y(z) # 0 oldugunu kabul edelim. Ik denklem z ile

ikinci denklem % ile carpilirsa,
2((k2) +g12) =0 ve 22/y((kay) + goy) = 0

esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa,

2
N z N
(k12) 2z — Z(kgy) + (g1 —g2)22 =0

esitligi elde edilir. Buradan,

N 22 NV z N N
(k1z2) 2z = —(kay ) = —[(k12 ) y — (ko2y ) 2]
Y Y
esitligi goz oniine alinirsa, (4.4.7) egitligi
z N IN
5[(1«12 )y — (kay) 2] + (g1 — g2)2% = 0
bigiminde yazilabilir. Simdi

0=y = (k)2

z ’ ’ ’
—(k1yz — kay 2)

Y

ifadesini kargilagtiralim. (4.4.9) deki ifade diizenlenirse,

M = [(k;lz/)/y — (k;gyl)/z] = k;llz/y + klz”y — k;y/z — kaNZ

bi¢iminde yazilabilir. Benzer gekilde (4.4.10) ifadesi,

N: = (kyz —koy 2)

= ky(yz) +kilyz) — ky(y'2) — ka(y

!/

z)/

= k:llyz/ + k:ly/z/ + kzlyz// — k;y/z —koy 2 — koy 2

= M + (k’l — krg)y/z/

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

(4.4.10)
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Son esitlik (4.4.8) esitliginde yerine yazlirsa,
z N NV z
12 )y = (hay ) 2] + (o - 92)2" = M+ (g1 — g2)2° (4.4.11)
(N + (k’z — lﬁ)y/Z/) + (91 - 92)22
’ AN z ’o
(kryz — koy 2) + g(l{ig —k)yz + (g1 — g2)2?
(4.4.12)

oSrwine |lave

esitligi elde edilir. Bu egitlik a’dan c’ye integrallenirse,

/ g(krlyz/ — koy 2) dx + / 5(]{52 — )y 2 dx +/ (g1 — go)2%dr =0 (4.4.13)

e yA / AN .z / / c— > ’ / VAN
| 20 k=) do = Y g — b2z~ [ (e ')y
Bu son egitlik (4.4.13) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse,

.z / ’ all
ll_{%;(klyz - ka Z)|a+€

e / ’ V2 CF 4 r ca
= / (kyz — koy z)(;) dr — / ;(kg —k1)y z dx — / (g1 — 92)z2dx

’ z

= /ac_[(klyzl — koy'2) (%) y(k‘z — ky)y 2 |dx — /ac_(gl — go) 2 da

z
Y
e ’ ’ Z/ — Z ' a4 T
= [l — by ) = o= k' e = [ 01— )P
“ / 2y —zy “
= [l = k) k[ (g0 - gt
“” / = Gy—z
esitligi elde edilir. Benze sekilde (4.4.11) esitligi ¢’den b’ye integrallenirse,
b Z ’ AN b z ’or b
/ —(kwyz — kay 2) dx + / —(ky — k1)y z dx +/ (g1 — g2)2%dr =0 (4.4.15)
c+ y c+ y c+
yazilabilir. Bu esitlikteki ilk integral icin,

b b
V4 ’ NV . 7 ’ ’ ’ / VAN
/ —(k1yz — koy 2) dx = lim—(k1yz — koy 2) IZJF — / (kyz — koy 2)(—) dx
e+ Y =0y ct+ Y
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oldugu goz 6niine alinir ve bu esitlik (4.4.15) esitliginde yerine yazlip diizenlenirse,

. z ’ /
lim ;(/ﬁyz — kay 2)|24
b ’ ’ VAN b VA o b 2
= / (k1yz — koy 2)(=) dx — / —(ky — K1)y z dx — / (g1 — go)2z°dx
c+ y c+ c+
b ’ ’ VANV z 7o b 2
= [k = g ) = 2 =k s = [ (01— ga)s
ct+ Yy Yy ct+
b / ' b
/ ’ z —Z ;1 R
= / [(k1yz — kay z)(%) — (ko — k1)y z —]dx — / (g1 — g2)2%dx
c+ Y Yy ct
b ’ ’ b
/ z — Z
= [ b = ) 4 (P [ (e - gn)Po
c+ Y c+
b b / o !
_ / (k1 — ko) ()2 + (g2 — g1)2Y]du +/ kg(%fdx (4.4.16)
c+ c+

esitligi elde edilir.(4.4.14) ve (4.4.16) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
. z / / c— . Z ’ ’ b
lim g;(klyz — kay 2)|qyc + l{%;(klyz — kay 2)|es

v /C_{(k;l — ko) (2)2 + (g2 — g1)2%da

| / (ks — k) () + (g2 — g0)2)de

+
+/ kig(zy_zy )2dl‘
b ! - !
+/ ko (2L "2V V2, (4.4.17)
c+ y

esitligi elde edilir. Ik olarak bu esitligin sol tarafi incelenirse,

lim (b= — ka2 + i (hays' — kay 2l
= i 2 (o) (o) — ke -)(e-)
—lLO;EZ - 3 (k(a+2)yla+e)2 (a+e) — kala+e)y (a+e)z(a+ <))
i S 0 B)y(8)2' ) ~ by 9200
—%;EZB (ka(c-H)y(e)2 (e+) — kale)y (e+)2(c+)
= i 2 o) (o) ~ halemy -)(e-)
Aty S e Jay(e-)9 (=) e}y (e-Jax(c-)
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ifadesi elde edilir. O halde bu son ifade (4.4.17)esitliginde yazilirsa,
. R ’ i c— . 2 / / b
l{%;(’ﬁyz — kay 2)|qic + il_l}(l)g(klyz — kay 2)[ey. =0
olur. Bu durum dikkate alinirsa,

b

/ k= k) () (g2 — 91) 2N+ / [l = k)< + (02— )l

c— ’ . ’ b ’ o /
__ / k2<¥)zdx_ / k(L= 2y

+ Y
bulunur. Son egitlikte (4.4.6) esitsizligi gz oniine alimirsa,
o— / . ’ b ’ . ’
_ / k(Y=Y Y2y / k(L= 24 > 0
a Yy c+ Yy

yani,

c— ’ Ll ’ b / _l ’
/ l@(%)wx +/ kz(%)%x <0 (4.4.18)
a c+

esitsizligi yazilabilir. Burada ilk olarak herhangi bir ¢ sabit sayisi i¢in, y(z) = cz(z)
olsun. z(b) = 0 oldugu igin y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) # 0 ile geligir. Diger taraftan
y(x) # cz(x) durumunda ise;
/C /@(M)de + /b @(M)%x >0
a Y o+ Y
olup bu ise (4.4.18) ifadesi ile geligir. O halde (a, c) U (¢, b] araliginda y(x)’ in en az bir

sifir1 vardir.
4.4.4. Teorem k; € C'[a,c) U C(c,b], g; € Cla,c) U C(c, b] ve olmak iizere
(k12) + g1z =0

denklemi ve z(a) = z(b) = 0 smur sartlar, o = 1 olmak iizere, z(c+) = az(c—),
2'(c+) = B7'(c—) gegis sartlariyla verilen problemin sifirdan farkl bir ¢oziimi z(z)
olsun. Benzer sekilde,

(kay') + gy =0

denklemi y(c+) = ay(c—), y'(c+) = By (c—) ve y(a) = 0 sartlarindan olugan problemin
sifirdan farkh bir ¢oziimii y(x) olsun. Burada k;(x), x = ¢ noktasinda k;(c+), k;(c—)

sonlu limit degerine sahip fonksiyonlardir. Eger,
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[a,b] araliginda gy > g1, k1 > ke >0, g2 Z g1 ve kay Z ky

ifadeleri saglaniyorsa bu taktirde (a,c—) U (c+,b] arahiginda y(x) in en az bir sifinn

vardir.

Ispat (4.4.18) esitligi yani,

b

/ (ks — k) () 4 (g2 — 1))+ / [l = k)< + (02— )

c— / . / b / . ’
:_/ k2<—2yyzy )de—/ k(2L )24y

+ Y

esitligini g6z oniine alalim. Bu son egitlikte teoremdeki,

92> g1, k1> ka>0, gaF g1 ve ke £k

sartlar1 gbz oniine alinirsa,

c— ’ o / b ’ s ’
_ / k(Y=Y Y2 / ko (CL = V24 > 0
a y c+ y

c— ’ _ ’ b ’ _ ’
/ kg(%fdx +/ @(%)%zx <0 (4.4.19)
a c+

esitsizligi yazilabilir. Burada ilk olarak herhangi bir ¢ sabit sayisi i¢in, y(z) = cz(z)
olsun. z(b) = 0 oldugu igin y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) # 0 ile geligir. Diger taraftan
y(x) # cz(x) durumunda ise,
/C @(M)chx + /b @(M)%x >0
a Y o+ Y
olup bu ise (4.4.19) ifadesi ile geligir. O halde (a, c) U (¢, b] araliginda y(x)’ in en az bir

sifirn vardir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez galigmasinda literatiirde daha once aragtirilmamig yeni tipten bir periyodik
Sturm-Liouville probleminin en temel spektral ozellikleri ele alinmigtir. Bu caligma
iginde fark yaratan en 6nemli 6zellik ise tanimlanan aralikta i¢ siireksizlik noktasi

olmas1 ve bu stireksizlik noktasinda gegis sartlar1 verilerek aragtirmanin yapilmasidir.

Bu tezde elde edilen sonuclar ne kadar soyut olsa da mekanik ve fizikte ortaya ¢ikan

daha somut caligmalarda kullanilabilir.

Bu tez calismasindaki yontemlerle daha farkli simir veya gecis sartlari olugturularak

yeni sinir-deger-gecis problemleri iizerinde aragtirmalar yapilabilir.
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