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ÖZET

Bu tez çalışmasında; periyodik sınır-değer-geçiş probleminin bazı spektral özellikleri
araştırılmıştır. Bu çalışma beş bölümden oluşmuştur. Birinci bölümde Sturm ve Liouville ile
ilgili kısa bilgiler verilmiş ve araştırılan konunun kullanım alanlarına değinilmiştir. İkinci
bölümde Sturm-Liouville teorisiyle ilgili literatürde yer alan çalışmalarla ilgili bilgiler
verilmiştir. Üçüncü bölümde tez çalışmasına temel oluşturacak Sturm-Liouville
problemleriyle ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. Dördüncü bölümde periyodik
Sturm-Liouville sınır-değer-geçiş probleminin özdeğerlerinin reel olması, farklı özdeğerlere
karşılık gelen özfonksiyonların ortogonal olması, karşılaştırma teoremi, Sturm-Picone teoremi
ve bazı diğer teoremler içinde geçerli olduğu gösterilmiştir. Beşinci bölümde bu çalışmayla
elde edilen sonuçlar açıklanmıştır.

Anahtar Kelimeler : Sturm - Liouville problemi, özdeğer, özfonksiyon,

geçiş şartları.
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ABSTRACT

In this thesis, some spectral properties of a periodic boundary-value-transition problem were
investigated. This study consists of five chapters. The first chapter provides brief information
on the Sturm-Liouville problem and its applications in natural science. In the second chapter,
information about the studies in the literature on Sturm-Liouville theory is given. In the
third chapter, general definitions and theorems related to Sturm-Liouville problems are given,
which will form the basis of the thesis work. In the fourth chapter, it has been shown that the
eigenvalues of the periodic Sturm-Liouville boundary-value-transition problem are real, the
eigenfunctions corresponding to different eigenvalues are orthogonal. A comparison theorem,
Sturm-Picone theorem and some other theorems are also given. The last chapter is devoted
to the results obtained in this work.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda

sunulmuştur.

Simgeler Açıklamalar

L2[a, b] [a, b] üzerinde ölçülebilir, 2. dereceden Lebesgue

anlamında integrallenebilen fonksiyonların Hilbert uzayı

L Lineer diferensiyel operatör

anlamında integrallenebilen fonksiyonların kümesi

L∗ L’nin eşleneği

C[a, b] [a, b] ⊂ R üzerinde sürekli fonksiyonların Banach uzayı

C1([a, b]) [a, b] ⊂ R üzerinde birinci mertebeden sürekli ve türevli

fonksiyonlarının Banach uzayı

C2([a, b]) [a, b] ⊂ R üzerinde birinci ve ikinci mertebeden sürekli ve

türevli fonksiyonlarının uzayı

y y fonksiyonunun eşleniği

〈y1, y2〉 L2[a, b] uzayında y1 ve y2’nin iç çarpımı
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1. GİRİŞ

Fizik ve Matematiğin bazı problemleri daire biçiminde olan ince levhalarda, silindir ve

küre biçiminde olan ortamlarda meydana gelen süreçlerin matematiksel modeli olarak

ifade edilmektedir. Isı ve madde iletimi problemleri, iki ucu sabit ve bazı iç noktalarına

yük asılmış telin titreşim problemleri, bazı dalga ve difüzyon problemleri bunlara örnek

olarak verilebilir. Bu kapsamda elde edilen spektral problemlerin birçoğu periyodik

Sturm-Liouville problemleri olarak elde edilir. Bu nedenle periyodik Sturm-Liouville

problemleri sadece teorik açıdan değil uygulama açısından da önem arz etmektedir.

Sturm ısı iletimi probleminin çözümünü araştırırken elde ettiği sonuçlarla aslında

diferensiyel operatörlerin spektral teorisinin temelleri de atılmıştır. Bu çalışmalarını

Poisson ısı teorisiyle ilişkilendirmiştir ve çalışmalarıyla diferensiyel denklemler

teorisine de büyük katkılarda bulunmuştur. Daha sonraki yıllarda ise Liouville’in

çalışmaları ile birlikte Sturm-Liouville teorisinin ilk sonuçları elde edilmiştir.

Sturm ve Liouville’ in matematiğin birçok alanında eserleri vardır. Çok sayıda çeşitli

alanlarda makaleleri yayımlanmıştır. Sınır değer problemleri, ikinci mertebeden adi

diferensiyel denklemler ve sayılar kuramı üzerine çok sayıda çalışmaları vardır.
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2. LİTERATÜR ÖZETİ

Literatürde Sturm-Liouville olarak adlandırdığımız problemler, ilk olarak 19.

Yüzyılda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafından ikinci mertebeden adi

diferensiyel denklemler için sınır değer problemleri olarak ortaya konmuştur.

Başlangıçta ısı iletimi problemlerinde kullanılan Sturm-Liouville teorisi günümüzde

daha geniş alanlarda fiziksel problemlerde uygulanmaktadır.

G. D. Birkhoff çalışmasında özdeğer parametresine bağlı adi diferensiyel

denklemlerin, çözüm sistemleri için asimptotik denklemler elde etmiş, regüler sınır

şartlarını oluşturarak bu regüler sınır değer probleminde özfonksiyonlar ve bu

özfonksiyonlara bağlı fonksiyonlar sisteminin tamlığı ile ilgili teoremi kanıtlamıştır [1].

V. Malathi, M. Bin Suleiman ve B. B. Taib çalışmalarında, periyodik Sturm-Liouville

probleminin özdeğerlerini, direkt integralleme yöntemi ve atış tekniği kullanarak

hesaplamışlardır [2].

D. J. Condon çalışmasında, periyodik Sturm-Liouville problemlerinin sonlu fark

özdeğerleri ile ilgili çalışmalar yapmıştır [3].

Boumenir, Shannon-Whittaker örnekleme teorisinden yararlanarak ve Paley-Wiener

uzaylarında interpolasyon teknikleri kullanılarak periyodik bir Sturm-Liouville

probleminin özdeğerlerini araştırmıştır [4].

Ya. M. Dymarskii, periyodik Sturm-Luville problemleri ailesinin özfonksiyonlarının

manifoldları ile ilgili makalesinde özfonksiyon manifoldlarının düzgün yapısını,

homotopik özelliklerini ve çift özdeğere karşılık gelen potansiyelleri araştırmıştır [5].

P. A. Binding ve B. P. Rynne, periyodik Sturm-Liouville problemlerinin yarı özdeğerleri,

belirli nodal özelliklerine sahip olan ilgili yarı özfonksiyonları, bunlarla ilişkili belirli

spektral ve teorik özellikleri ile ilgili çalışmalar yapmıştır [6].
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Burghelea, C. Saldanha ve Tomei çalışmalarında, lineer olmayan periyodik

Sturm-Liouville operatörünün dairesel geometrisi ile ilgili çalışmalar yapmışlardır [7].

S. Somali ve V. Oger çalışmalarında, t-periyodik Sturm-Liouville probleminin

özdeğerlerinin iyileştirilmesi ile ilgili çalışmasında ekstranit farkına dayanan

Richardson ekstrapolasyonunu araştırmışlardır [8].

Binding ve Volkmer, periyodik Sturm-Luville problemine prüfer açısı yaklaşımı ile

ilgili çalışmasında, periyodik veya antiperiodik Sturm-Liouville problemlerinin prüfer

açısının analizine nasıl indirileceğini göstermişlerdir [9].

Şimdi Sturm-Liouville probleminin önemini açıklamak için bir fiziksel problem örneği

verelim. u(p, θ) ile yüzeyleri yalıtımlı ince bir diskteki sabit sıcaklıları gösterelim. Kenarı

p = 1 için f(θ) sıcaklığında tutulurken p ve θ kutupsal koordinatlar olmak üzere,

∇2u = 0 Laplace denklemi sağlanır. Yani u(1, θ) = f(θ) olmak üzere;

p2upp(p, θ) + pup(p, θ) + uθθ(p, θ) = 0 (0 < p < 1, − π < θ < π) (2.1)

eşitliği sağlanır.

Ayrıca u ve u ’nun birinci ve ikinci mertebeden kısmi türevleri sürekli ve diskin iç

bölgesinde sınırlıdır. Ayrıca u ve u ’nun birinci mertebeden türevleri θ = π yönünde

süreklidir.

(2.1) kısmi diferensiyel denkleminde u = R(p)Φ(θ) biçiminde değişkenlere ayırma

yöntemi kullanıldıktan sonra λ ayırma sabiti olmak üzere,

p2R
′′
(p) + pR

′
(p)− λR(p) = 0 (0 < p < 1) (2.2)

Φ
′′
(θ) + λΦ(θ) = 0 Φ(−π) = Φ(π) Φ

′
(−π) = Φ

′
(π) (2.3)

eşitlikleri elde edilir.
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(2.3) eşitliği basit bir periyodik Sturm-Liouville problemidir ve bu problemin λn = n2

(n = 1, 2, 3, ...) özdeğerlerine sahip olduğu kolayca gösterilebilir. Karşılığı olan

özfonksiyonlar 1/2 ve sin nθ ile cos nθ ’nin lineer kombinasyonlarıdır. (2.2) ile

gösterilen denklem bir Cauchy-Euler denklemidir. Bilindiği üzere sınırlı çözümleri

λ = 0 iken R0 = 1 ve λ = n2 (n = 1, 2, 3...) iken Rn = pn olur. Bu bilgilerden

yararlanarak yukarıda bahsedilen fizik probleminin çözümünü,

u(p, θ) =
a0

2
+

∞∑
n=1

pn(an cos nθ + bn sin nθ)

biçiminde elde edebiliriz. Burada an ve bn, −π < x < π aralığındaki f ’ nin Fourier

serisine açılımındaki Fourier katsayılarıdır ve bu katsayılar için,

an =
1

π
+

∫ π

−π

f(θ) cos nθdθ (n = 0, 1, 2, 3, ...), bn =
1

π
+

∫ π

−π

f(θ) sin nθdθ (n = 1, 2, 3, ...)

eşitlikleri sağlanır [10].

A. Cabada ve J. Angel Cid yaptıkları çalışmada Green fonksiyonunun özellikleri

hakkında kapsamlı bir çalışma yapmışlardır. a(t) işaret değiştirme potansiyeli olmak

üzere periyodik sınır değer problemini,

L0x ≡ x′′ + a(t) t ∈ [0, T ], x(0) = x(T ) x′(0) = x′(T )

olarak tanımlamışlardır. Ayrıca literatürdeki önceki sonuçları kullanarak bu problem

için de geçerli olan, maksimum veya anti-maksimumlukla ilgili yeni açık kriterler elde

etmişlerdir [11].

Al-Khaled ve A. Hazaimeh yapmış oldukları çalışmada araştırdıkları problemin

matematik ve fizikte büyük önem taşıdığını öne sürmüşlerdir. Birçok fiziksel problem

ile, özellikle titreşimlerle ilgili birçok fiziksel kavramın özdeğer ve özfonksiyon ile

bağlantılı olduğuna vurgu yapmışlardır [12].
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O. Sh. Mukhtarov geliştirdiği metod yardımıyla süreksiz katsayılı, geçiş şartlı, iç

noktalı ve fonksiyonel şartlı olmak üzere çok sayıda çalışmalar yapmıştır. Bu

çalışmalarda diferensiyel operatörün koersitivliği, Fredholm operatörü olma özellikleri

ve kök fonksiyonlarının Abel bazı gibi özellikler üzerinde durulmuştur [13].

M. Kandemir çalışmasında,

p(x)u(4) + q(x)u = λ4u, x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]

diferensiyel denkleminden ve

Lk(u) =
3∑

s=0

λ4−s[αksu
(s)(−1)

+βksu
(s)(−0) + δksu

(s)(+0) + γksu
(s)(1)

+

∫ 0

−1

u(s)(x)φks(x)dx

+

∫ 1

0

u(s)(x)φks(x)dx

+
2∑

i=1

N i
ks∑

j=1

ζ ij
ksu

(s)(ai
ksj)] = 0, k = 1, 2, ..., 8,

fonksiyonel geçiş şartlarından oluşan problem ele alınmıştır. Bu problemde sınır

şartları sadece aralığın uç noktalarında değil, bir sonlu sayıda iç noktadaki süreksizlik

noktası ve soyut lineer fonksiyonerlerle oluşturulmuştur. Ayrıca problemin

özdeğerlerinin asimptotik dağılımı araştırılmış ve problemin özdeğerleri için

asimptotik formüller elde edilmiştir [14].

M. Kandemir çalışmasında süreksiz katsayılara sahip ikinci mertebeden eliptik

diferansiyel operatör denklemini ve geçiş şartlarıyla birlikte yerel olmayan sınır

koşullarını içeren yerel olmayan sınır değer problemlemini araştırmıştır. Bu yerel

olmayan sınır değer problemi için tanımlanan operatörün Fredholmness olduğu

gösterilmiştir [15].
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K. Aydemir ve O. Sh. Mukhtarov yapmış oldukları çalışmada [−π, 0)∪ (0, π] aralığında

tanımlanan Strum-Liouville denklemini,

Γ(y) = −y′′(x, λ) + q(x)y(x, λ) = λy(x, λ)

eşitliğiyle tanımlamışlardır. Geçiş şartlarını

Γ1(y) = a1y
′(0−, λ) + a2y(0−, λ) + a3y

′(0+, λ) + a4y(0+, λ)

Γ2(y) = b1y
′(0−, λ) + b2y(0−, λ) + b3y

′(0+, λ) + b4y(0+, λ)

eşitlikleriyle ve sınır şartlarını ise,

Γ3(y) = cos αy(−π, λ) + sin αy′(−π, λ) = 0

Γ4(y) = cos βy(π, λ) + sin βy′(π, λ) = 0

eşitlikleriyle ifade etmişlerdir. H = L2[−π, 0) ⊕ L2(0, π] eşitliğiyle verilen H Hilbert

uzayı olmak üzere iç çarpımı,

〈y, z〉H = ρ12

∫ 0

−π

y(x)z(x)dx + ρ34

∫ π

0

y(x)z(x)dx

eşitliğiyle göstermişler ve dikkate alınan problem için özdeğer problemi olarak

yorumlanabilecek bir doğrusal operatör tanımlamışlardır. İntegral denklemler

yöntemine dayanan Sturm-Liouville özfonksiyon açılımlarının klasik teorisine yeni bir

yaklaşım kullanmışlardır. Ayrıca Carleman formülünü genellemişlerdir [16].

K. Aydemir ve O. Mukhtarov bazı çalışmalarında sonlu sayıda iç tekilliğe sahip

Sturm-Liouville probleminin bazı spektral yönlerini araştırmışlardır. İlk olarak ele

alınan problemin kendine eşlenik olması için, ayrık aralıkların her birinde tanımlanan

fonksiyonların L2 uzaylarının direkt toplamı üzerinde yeni bir iç çarpım

tanımlamışlardır. Daha sonra bazı özel çözümlerle Green fonksiyonunu bunlara göre

oluşturmuşlardır. Green fonksiyonuna dayanarak özfonksiyon açılımı hakkında sonuç

elde etmişlerdir. Elde edilen sonuçlarla, dikkate alınan problem için Parseval ve

Carleman denklemleri, Rayleigh bölümü ve Rayleigh-Ritz formülü (minimizasyon

ilkesi) gibi önemli spektral özellikleri genişletmiş ve genelleştirmişlerdir [17].
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M. Kandemir ve O. Sh. Mukhtarov birçok çalışmalarında, yeni tipten sınır şartları

ile verilmiş Sturm-Liouville problemlerini araştırmışlardır. Homojen olmayan Sturm-

Liouville denklemini,

p(x)u′′(x) + (q(x)− λ)u = f(x)

eşitliğiyle ele almışlar ve sınır-geçiş şartını ise,

αku
mk(−1) + βku

mk(−0) + ηku
mk(+0) + γku

mk(1)

+

nk∑
j=1

δkju
mk(xkj) +

2∑
v=1

mk∑
j=0

∫

Ωv

Kkvj(t)u
(j)(t)dt = fk, k = 1, 2, 3, 4

eşitliğiyle tanımlamışlardır. Burada xkj ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) olarak ifade etmişlerdir.

Kendi yaklaşımlarını kullanarak, spektral açıdan Fredholmness, coercive çözülebilirlik

ve izomorfizm gibi özellikleri araştırmışlardır [18].

K. Aydemir ve O. Sh. Mukhtarov bir sıra çalışmalarında özparametreyi sadece

denklemde değil, aynı zamanda sınır-geçiş şartlarında da kullanmışlardır. İki ayrık

aralıkta yeni bir Sturm-Liouville problemini araştırmışlardır. Özdeğerlerin ve bunlara

karşılık gelen özfonksiyonların bazı spektral özelliklerini araştırmışlardır. Özellikle

özdeğerlerin asimptotik davranışını ve bunlara karşılık gelen özfonksiyonların

tamlığını araştırmışlardır [19].

O. Sh. Mukhtarov, H. Olgar ve K. Aydemir ortak bir çalışmada ek geçiş şartları ile

verilmiş Sturm-Liouville probleminin zayıf özfonksiyonlarının, Hilbert uzayında bir

Riesz bazı oluşturduğunu kanıtlamışlardır. İlk olarak, Sturm-Liouville probleminin

genelleştirilmiş çözümünü, bazı integral eşitlikleri sağlayan fonksiyon olarak

tanımlamışlardır. İkinci olarak, Riesz temsil teoremini kullanarak bu eşitlikleri

operatör demeti denklemine indirgemişlerdir. Son olarak, orijinal sınır değer geçiş

probleminin özfonksiyonlarının Hilbert uzayında bir Riesz bazı oluşturduğu

göstermişlerdir [20].
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3. GENEL BİLGİLER

Sturm-Liouville problemleri sınır değer problemleri içinde önemli bir yere sahiptir. İlk

olarak,

a1(x)
d2(y)

dx2
+ a2(x)

dy

dx
+ (a3(x) + λ)y = 0

biçiminde verilen ikinci mertebeden lineer adi diferensiyel denklemini inceleyelim.

Verilen ifade a1(x) fonksiyonuna bölünürse (a1(x) 6= 0),

d2(y)

dx2
+

a2(x)dy

a1(x)dx
+

a3(x)y

a1(x)
+

λy

a1(x)
= 0

denklemi elde edilir. Bu denklem türevlenebilir p(x) > 0 fonksiyonu ile çarpılırsa,

p(x)
d2(y)

dx2
+ p(x)

a2(x)dy

a1(x)dx
+ p(x)

a3(x)y

a1(x)
+ p(x)

λy

a1(x)
= 0

denklemi elde edilir. Bu son ifadede p, q ve r fonksiyonlarını,

p′(x) = p(x)
a2(x)

a1(x)
, q(x) = p(x)

a3(x)

a1(x)
ve r(x) =

p(x)

a1(x)

eşitliklerini sağlayacak biçimde seçersek verilmiş diferensiyel denklem,

d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0

Sturm-Liouville denklemi biçiminde yazılabilir. Burada q(x), r(x) sürekli ve p(x)

türevlenebilir fonksiyonlardır. Bununla birlikte,

p′(x) = p(x)
a2(x)

a1(x)

ifadesini,
p′(x)

p(x)
=

a2(x)

a1(x)

biçiminde yazarak integral alınırsa,

lnp(x) =

∫
a2(x)

a1(x)
dx

p(x) = exp

∫
a2(x)

a1(x)
dx

olduğu görülür. Burada a2(x)
a1(x)

ifadesinin integrali mevcut olmalıdır [21].
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3.1. Tanım p(x), p′(x), q(x), r(x) fonksiyonları bir [a, b] aralığında sürekli, [a, b]

aralığını her bir noktasında p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ ∈ C ise x den bağımsız

parametre olmak üzere,

d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0 (3.1)

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Bu denklemle birlikte α1, α2, β1, β2 reel

sabitler olmak üzere,

α1y(a) + α2y
′(a) = 0, β1y(b) + β2y

′(b) = 0 (3.2)

sınır şartları verilsin. Eğer [a, b] aralığı sonlu ve bu aralıkta q(x) fonksiyonu

integrallenebilirse (3.1)-(3.2) problemine regüler Sturm-Liouville problemi adı verilir.

Burada α2
1 + α2

2 6= 0, β2
1 + β2

2 6= 0 dır [21].

3.2. Tanım (3.1)-(3.2) eşitlikleriyle verilmiş problemde,

i) Herhangi bir xε[a, b] için p(x) = 0 veya r(x) = 0

ii) p(x), q(x), r(x) katsayı fonksiyonlarından en az biri a ve b noktalarından en az

birinde ∞

iii) (a, b) aralığı sınırsız, yani (−∞, b), (a,∞) veya (−∞,∞)

durumlarından en az biri sağlanıyorsa probleme singüler Sturm-Liouville problemi denir

[21].

3.3. Tanım p(a) = p(b) ve p(x), p′(x), q(x), r(x) fonksiyonları bir [a, b] reel aralığında

sürekli, [a, b] aralığının her bir noktasında p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ ∈ C ise x den

bağımsız bir parametre olmak üzere,

d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0 (3.3)

denkleminden,

y(a) = y(b)

y′(a) = y′(b)

sınır şartlarından oluşan probleme periyodik Sturm-Liouville problemi denir [21].
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3.4. Tanım p(a) = p(b) ve p(x), p′(x), q(x), r(x) fonksiyonları bir [a, b] reel aralığında

sürekli, [a, b] aralığının her bir noktasında p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ ∈ C ise x den

bağımsız bir parametre olmak üzere,

d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0

denkleminden,

y(a) = −y(b)

y′(a) = −y′(b)

sınır şartlarından oluşan probleme anti-periyodik Sturm-Liouville problemi denir [21].

3.5. Tanım (3.1)-(3.2) eşitlikleriyle verilmiş problemde λ = λ0 değeri için aşikar

olmayan y0 6= 0 çözümü bulunursa, λ0 sayısına verilen bu problemin özdeğeri,

y = y0(x) fonksiyonuna ise bu özdeğere uygun özfonksiyon denir [21].

Şimdi

ay′′ + by′ + cy = 0 (3.4)

denklemiyle verilen ikinci mertebeden sabit katsayılı, lineer ve homojen denklemlerin

genel çözümlerinin elde edilmesini inceleyelim. Bu şekilde verilen denklemi sağlayacak

fonksiyonun kendisi ve türevleri, katsayıları haricinde aynı özelliklere sahip olması

gerekir. Bu tarz fonksiyonlar, r reel ya da kompleks bir sabit olmak üzere, erx

şeklindeki fonksiyonlardır. Buna göre (3.4) eşitliğiyle verilen denklemin çözümü olan

fonksiyonlar y = erx şeklindeki fonksiyonlardır. Bu ifadenin kendisi ve türevleri (3.4)

denkleminde yerine yazılırsa,

erx(ar2 + br + c) = 0

bulunur. Burada erx 6= 0 olduğundan

ar2 + br + c = 0

olur. Bu denkleme (3.4) denkleminin karakteristik denklemi denir. ∆ = b2− 4ac olmak

üzere çözümler incelenirse, c1, c2 keyfi sabitler olmak üzere,
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i) ∆ > 0 için karakteristik denkleminin reel kökleri r1, r2 olmak üzere genel çözüm,

y = c1e
r1x + c2e

r2x biçimindedir.

ii) ∆ = 0 için karakteristik denkleminin reel kökleri r1 = r2 = r olmak üzere genel

çözüm y = (c1 + c2x)erx biçimindedir.

iii) ∆ < 0 için karakteristik denkleminin reel kökleri r1,2 = α ± iβ olmak üzere genel

çözüm, y = eαx(c1 cos βx + c2 sin βx) biçimindedir [21].

Örnek Aşağıda verilen regüler Sturm-Liouville probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarını

inceleyelim.

y
′′

+ λy = 0 0 ≤ x ≤ π

y(0) = 0

y′(π) = 0

Çözüm Karakteristik denklem,

r2 + λ = 0 biçiminde olup r2 = −λ dır. Buradan,

i) λ < 0 için

r1,2 = ±√−λ olup genel çözüm,

y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x biçimindedir. Bu durumda,

y(x) = c1e
√−λx + c2e

−√−λx

y′(x) = c1

√−λe
√−λx − c2

√−λe−
√−λx

y(0) = 0 ve y′(π) = 0 sınır şartları denklemde yerine yazılırsa, c1 = c2 = 0 yani y(x) = 0

aşikar çözüm elde edilir.
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ii) λ = 0 için;

r2 = 0 eşitliğinden r1,2 = 0 olur. Böylece denklemin genel çözümü,

y(x) = (c1 + c2x)erx biçiminde yani,

y(x) = (c1 + c2x) olur.

Buradan türev alınırsa, y′(x) = c2 olduğu görülür. y′(π) = 0 olduğundan c2 = 0 olur.

y(0) = 0 sınır şartı dikkate alınırsa, c1 = 0 olduğu görülür. Böylece sadece y(x) = 0

aşikar çözümü bulunur.

iii) λ > 0 için

r2 = −λ olup r1,2 = ±√−λ = ±
√

λi bulunur. Bu taktirde r1,2 = α ± iβ olmak üzere

genel çözüm y = eαx(c1 cos βx + c2 sin βx) biçiminde olup

y(x) = c1 cos
√

λx + c2 sin
√

λx bulunur. Buradan

y′(x) = −c1

√
λ sin

√
λx + c2

√
λ cos

√
λx ve y(0) = 0 sınır şartından c1 = 0 olur.

y′(π) = 0 sınır şartı yerine yazılırsa, c2 = 0 olduğunda aşikar çözüm elde edilir. c2 6= 0

olduğunda ise c2

√
λ cos

√
λπ = 0 elde edilir. Buradan,

cos
√

λπ = 0 yani
√

λ = (2n−1
2

) olup özdeğerler λn = (2n−1
2

)2 n = 1, 2, 3, ... biçiminde

olur.

Böylece y(x) = c2 sin(2n−1
2

)x çözümü elde edilir.

Örnek Aşağıda verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin özdeğer ve

özfonksiyonlarını inceleyelim.

y′′ + λy = 0, −π ≤ x ≤ π

y(−π) = y(π)

y′(−π) = y′(π)

Çözüm (3.3) Sturm-Liouville denklemi göz önüne alınırsa, verilen problemde p(x) = 1

olduğu görülür. Bu durumda p(−π) = p(π) eşitliği açıktır. Karakteristik denklem ise,

r2 + λ = 0 biçiminde olup r2 = −λ yazılabilir.
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i) λ < 0 için

r2 = −λ yani r1,2 = ±√−λ

Böylece genel çözüm y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x şeklindedir. Buradan,

y(x) = c1e
√−λx + c2e

−√−λx

y′(x) = c1

√−λe
√−λx − c2

√−λe−
√−λx

y(−π) = y(π) ve y′(−π) = y′(π) sınır şartları denklemde yerine yazılırsa, c1 = c2 = 0

yani y(x) = 0 aşikar çözüm elde edilir.

ii) λ = 0 için

r2 = 0 olup r1,2 = 0 yazılabilir. Denklemin genel çözümü, y(x) = (c1 + c2x)erx

y(x) = (c1 + c2x) biçiminde olur. Buradan türev alınırsa,

y′(x) = c2 olduğu görülür.

y(−π) = y(π) ve y′(−π) = y′(π) sınır şartları dikkate alınırsa, c2 = 0 elde edilir.

Buradan,

y(x) = c1 çözümü elde edilir.

iii) λ > 0 için

r2 = −λ yani r1,2 = ±
√

λ = ±
√

λi olur. Böylece genel çözüm,

y(x) = c1 cos
√

λx + c2 sin
√

λx biçimidedir. Buradan,

y′(x) = −c1

√
λ sin

√
λx + c2

√
λ cos

√
λx yazılabilir.

y(−π) = y(π) ve y′(−π) = y′(π) sınır şartları dikkate alınırsa sırasıyla

2c2 sin
√

λπ = 0 ve 2c1 sin
√

λπ = 0 eşitlikleri bulunur. c1 ve c2 sıfırdan farklı keyfi

sabitler olmak üzere, sin
√

λπ = 0 olur. Buradan,

sin
√

λπ = 0 yani
√

λ = n olup özdeğerler λn = n2 n = 1, 2, 3, ... biçimindedir.
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Böylece,

y(x) = c1 cos nx + c2 sin nx çözümü elde edilir.

3.6. Tanım X, F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.

||.|| : X → R, x → ||x|| dönüşümü her x, y ∈ X ve her α ∈ F için

i)||x|| ≥ 0

ii)||x|| = 0 ⇔ x = 0

iii)||αx|| = |α|||x||
iv)||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||
özelliklerini sağlıyor ise X üzerinde bir norm olur ve bu durumda (X, ||.||) ikilisine bir

normlu vektör uzayı denir [22].

3.7. Tanım (İç Çarpım) X bir reel vektör uzayı olsun. X üzerinde bir iç çarpım aşağıdaki

özellikleri sağlayan bir

〈, 〉 : X ×X → R

fonksiyonudur. Her x, y, z ∈ X ve her α, β ∈ R için,

i)〈x, x〉 ≥ 0

ii)〈x, x〉 = 0 ancak ve ancak x = 0

iii)〈αx + βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉
iv)〈x, y〉 = 〈y, x〉 [9].

3.8. Tanım X bir kompleks veya reel bir vektör uzayı ve 〈, 〉 X üzerinde bir iç çarpım

ise (X, 〈, 〉) ikilisine bir iç çarpım uzayı adı verilir [23].

3.9. Tanım (Hilbert Uzayı) Bir iç çarpım uzayındaki iç çarpımın indirgediği norm,

||y|| =
√
〈y, y〉

eşitliğiyle ve bu normun indirgediği metrik,

d(y1, y2) = ||y1 − y2||

eşitliğiyle tanımlanır. Bir iç çarpım uzayı, iç çarpımın indirgediği normdan indirgenen

metriğe göre tam ise, bu uzaya bir Hilbert uzayı adı verilir [23].
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3.10. Tanım (L2[a, b] Uzayı) Verilen [a, b] aralığında tanımlı ve Lebesgue anlamında

ölçülebilir olan y(x) fonksiyonunu ele alalım. |y(x)|2 fonksiyonu bu aralıkta Lebesgue

anlamında integrallenebilir ise y(x) fonksiyonuna [a, b] aralığında karesi integrallenebilir

fonksiyon denir. (Naimark, 1967) Karesi integrallenebilir fonksiyonların lineer uzayında,

〈y1, y2〉 :=

∫ b

a

y1(x)y2(x)dx

ile gösterilen bu formül bir iç çarpım tanımlar. Bu şekilde tanımlanmış olan iç çarpım

uzayının Hilbert uzayı olduğu bilinmektedir. Bu uzay L2[a, b] ile gösterilir [24].

3.11. Tanım (Kendine Eşlenik Diferensiyel Operatör)

L = p(x)
d2

dx2
+ q(x)

d

dx
+ r(x), a ≤ x ≤ b

ile verilen L operatörü için y1, y2 ∈ L2[a, b] ∩ C2[a, b] olmak üzere,

〈L(y1), y2〉 = 〈y1, L
∗(y2)〉

eşitliğini sağlayan L∗ operatörüne L operatörünün eşleniği denir. Burada p ∈ C2[a, b],

q ∈ C1[a, b] ve r ∈ C[a, b] fonksiyonlarının eşlenikleri sırasıyla p, q ve r aynı zamanda

y1, y2 fonksiyonlarının eşlenikleri y1, y2 olmak üzere,

〈L(y1), y2〉 =

∫ b

a

(py′′1 + qy′1 + ry1)y2dx

= py′1y2|ba −
∫ b

a

y′1(py2)
′dx + qy1y2|ba −

∫ b

a

y1(qy2)
′dx +

∫ b

a

y1ry2dx

= [py′1y2 − y1(py2)
′]|ba +

∫ b

a

y1(py2)
′′dx + qy1y2|ba −

∫ b

a

y1(qy2)
′dx +

∫ b

a

y1ry2dx

= 〈y1, (py2)
′′ − (qy2)

′ + ry2〉+ [p(y′1y2 − y1y2
′) + (q − p′)y1y2]|ba

yazılabilir.Bu son eşitlikte,

L∗(y2) := (py2)
′′ − (qy2)

′ + ry2 = py′′2 + (2p′ − q)y′2 + (p′′ − q′ + r)y2

ifadesi göz önüne alınırsa,

〈L(y1), y2〉 = 〈y1, L
∗(y2)〉+ [p(y′1y2 − y1y2

′) + (q − p′)y1y2]|ba
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elde edilir. Bu durumda L operatörünün eşleniği,

L∗ = p(x)
d2

dx2
+ (2p′(x)− q(x))

d

dx
+ (p′′ − q′ + r)

eşitliğiyle ifade edilir. Burada ifade edilen L∗, L operatörleri için, L∗ = L eşitliği

sağlanırsa L operatörüne kendine eşleniktir denir [21].

Örnek y′′ sin x + x2y′ + xy = 0 denkleminin eşleniği

(y sin x)′′ − (x2y)′ + xy = 0 yani

y′′ sin x + (2 cos x− x2)y′ + (x + sin x)y = 0

denklemidir.

3.12. Tanım

L =
d

dx
[p(x)

d

dx
] + q(x), a ≤ x ≤ b

diferensiyel operatörü verilsin. y1, y2 ∈ C2[a, b] olmak üzere,

[y1L(y2)− y2L(y1)] =
d

dx
[p(y1

dy2

dx
− y2

dy1

dx
)] (3.5)

eşitliği sağlanır. Bu eşitlik Lagrange Formülü olarak adlandırılır [21].

İspat

L(y1) =
d

dx
(p(x)

dy1(x)

dx
) + q(x)y1(x) ve L(y2) =

d

dx
(p(x)

dy2(x)

dx
+ q(x)y2(x)

eşitlikleri sırasıyla y1 ve y2 ile çarpılırsa,

y1L(y2) = py′′2y1 + p′y′2y1 + qy2y1 ve y2L(y1) = py′′1y2 + p′y′1y2 + qy1y2

eşitlikleri elde edilir. Bu son iki eşitlik taraf tarafa çıkarılırsa,

y1L(y2)− y2L(y1) = p(y′2y1 − y′1y2)
′ + p′(y′2y1 − y′1y2)

yani,

y1L(y2)− y2L(y1) = [p(y′2y1 − y′1y2)]
′

=
d

dx
[p(y1

dy2

dx
− y2

dy1

dx
)]

ile gösterilen Lagrange formülü elde edilir.
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3.13. Tanım (3.5) eşitliğinin her iki yanı a’dan b’ye integrallenirse,
∫ b

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = p(y1
dy2

dx
− y2

dy1

dx
)|ba

elde edilir. Bu son eşitliğe Green formülü denir [21].

3.14. Tanım y1, y2 aynı homojen sınır şartlarını sağlayan iki fonksiyon olsun.

L =
d

dx
[p(x)

d

dx
] + q(x), a ≤ x ≤ b

operatörü,

〈y1, L(y2)〉 = 〈L(y1), y2〉 veya
∫ b

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = 0

eşitliklerinden herhangi birini sağlıyorsa, L lineer operatörüne kendine eşleniktir denir

[21].

3.1. Teorem p(a) = p(b) ve p(x), p′(x), q(x), r(x) fonksiyonları bir [a, b] reel aralığında

sürekli, [a, b] aralığının her bir noktasında p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ ∈ C ise x den

bağımsız parametre olmak üzere,

L(y) =
d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0

y(a) = y(b)

y′(a) = y′(b)

eşitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville problemi kendisine eşleniktir [21].

İspat y1, y2 ∈ C2[a, b] olmak üzere verilen problemin kendine eşlenik olması için gerek

ve yeter şart,

〈y1, L(y2)〉 = 〈L(y1), y2〉 veya
∫ b

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = 0

olmasıdır.L(y1) ve L(y2) denklemleri sırasıyla,
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L(y1) =
d

dx
(p(x)

dy1

dx
) + (q(x) + λr(x))y1(x)

L(y2) =
d

dx
(p(x)

dy2

dx
) + (q(x) + λr(x))y2(x)

biçimindedir. Burada L(y2) denklemi y1 ile L(y1) denklemi y2 ile çarpılırsa,

y1L(y2) = py′′2y1 + p′y′2y1 + qy2y1 + λry2y1

y2L(y1) = py′′1y2 + p′y′1y2 + qy1y2 + λry1y2

elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa çıkarılırsa,

y1L(y2)− y2L(y1) = p(y′′2y1 − y′′1y2) + p′(y′2y1 − y′1y2)

yani,

y1L(y2)− y2L(y1) = [p(y′2y1 − y′1y2)]
′

elde edilir. Son denklem a’dan b’ye integrallenirse,
∫ b

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = p(y′2y1 − y′1y2)|ba
= p(b)[y′2(b)y1(b)− y′1(b)y2(b)]− p(a)[y′2(a)y1(a)− y′1(a)y2(a)]

eşitliği elde edilir. Bu son eşitlikte y(a) = y(b), y′(a) = y′(b) periyodik sınır şartları ve

p(a) = p(b) eşitliği dikkate alınırsa,
∫ b

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = 0

olur. Bu ise verilen periyodik Sturm-Liouville denkleminin kendine eşlenik olduğunu

gösterir.

3.2. Teorem p(a) = p(b) ve p(x), p′(x), q(x), r(x) fonksiyonları bir [a, b] reel aralığında

sürekli, [a, b] aralığının her bir noktasında p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ ∈ C ise x den

bağımsız parametre olmak üzere,
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d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0

y(a) = y(b)

y′(a) = y′(b)

eşitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin özdeğerleri reeldir [21].

İspat Verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin λ özdeğerine karşılık uygun

özfonksiyonu y olsun. y, y’ nin ve λ, λ’ nın eşleniği olmak üzere,

L(y) :=
d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0 (3.6)

L∗(y) :=
d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + yr(x))y(x) = 0 (3.7)

y(a) = y(b), y′(a) = y′(b) eşitliklerini göz önüne alalım. Burada (3.6) eşitliği y ve

(3.7) eşitliği y ile çarpılırsa,

py′′y + p′y′y + qyy = −λryy

py′′y + p′y′y + qyy = −λryy

eşitlikleri elde edilir. Son eşitlik a’dan b’ye integrallenirse,

p(y′y − y′y)|ba =

∫ b

a

(λ− λ)ryydx

elde edilir. Buradan,

p(b)[y′(b)y(b)]− y′(b)y(b)]− p(a)[y′(a)y(a)− y′(a)y(a)] =

∫ b

a

(λ− λ)ryydx

bulunur. Son eşitlikte y ve y fonksiyonları için sınır şartları ve p(a) = p(b) dikkate

alınırsa,

(λ− λ)

∫ b

a

r|y|2dx = 0

olduğu görülür. Böylece son eşitlikte r 6= 0 ve y 6= 0 olduğu dikkate alınırsa,

λ = λ elde edilir.
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3.3. Teorem p(a) = p(b) ve p(x), p′(x), q(x), r(x) fonksiyonları bir [a, b] reel aralığında

sürekli, [a, b] aralığının her bir noktasında p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ ∈ C ise x den

bağımsız parametre olmak üzere,

d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λr(x))y(x) = 0, a ≤ x ≤ b

y(a) = y(b)

y′(a) = y′(b)

eşitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin farklı λn ve λm özdeğerlerine

sırasıyla karşılık gelen yn(x) ve ym(x) özfonksiyonları L2[a, b] uzayında ortogonaldir.

Yani, ∫ b

a

yn(x)ym(x)r(x) = 0

eşitliği sağlanır [21].

İspat λn ve λm özdeğerlerine karşılık gelen özfonksiyonlar yn(x) ve ym(x) olduğu için,

L(yn) :=
d

dx
(p(x)

dyn

dx
) + (q(x) + λnr(x))yn(x) = 0 (3.8)

L(ym) :=
d

dx
(p(x)

dym

dx
) + (q(x) + λmr(x))ym(x) = 0 (3.9)

yazılabilir. Burada (3.8) eşitliği ym ile ve (3.9) eşitliği yn ile çarpılırsa,

py′′nym + p′y′nym + qynym = −λnrynym

py′′myn + p′y′myn + qymyn = −λmrymyn

eşitlikleri elde edilir. Son eşitlikler taraf tarafa çıkarılırsa,

(λm − λn)rynym = p(y′′nym − y′′myn) + p′(y′nym − y′myn)

= p(y′nym − y′myn)′ + p′(y′nym − y′myn)

= [p(y′nym − y′myn)]′ (3.10)

elde edilir. (3.10) eşitliğinde a’dan b’ye integral alınırsa,
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∫ b

a

(λm − λn)rynymdx = p(y′nym − y′myn)|ba
= p(b)[y′n(b)ym(b)− y′m(b)yn(b)]− p(a)[y′n(a)ym(a)− y′m(a)yn(a)]

eşitliği elde edilir. Burada yn ve ym özfonksiyonları için sınır şartları ve p(a) = p(b)

olduğu dikkate alınırsa,

(λm − λn)

∫ b

a

rynymdx = 0

olduğu görülür. λm 6= λn olduğundan,
∫ b

a

rynymdx = 0

bulunur.

3.4. Teorem (Karşılaştırma Teoremi) L1(y) = y′′+g(x)y = 0 ve L2(y) = y′′+h(x)y = 0

denklemleri verilsin. Bu denklemler x ∈ [a, b] için g(x) < h(x) şartını sağlasın.

L1(y1) = 0 ve L2(y2) = 0 olsun. Bu durumda sıfırdan farklı çözümler için, y1(x)’in

ardışık iki sıfırı arasında y2(x)’in en az bir sıfırı vardır [25].

İspat y′′1 + g(x)y1 = 0 ile y′′2 + h(x)y2 = 0

eşitlikleri sırasıyla y2 ve y1 fonksiyonları ile çarpılırsa,

y′′1y2 + g(x)y1y2 = 0 ve y′′2y1 + h(x)y2y1 = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa çıkarılırsa,

y′′1y2 − y′′2y1 = [h(x)− g(x)]y1y2

(y′1y2 − y′2y1)
′ = [h(x)− g(x)]y1y2 (3.11)

bulunur. y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırını x1 ve x2 ile gösterelim. (3.11) eşitliğinin

x1’den x2’ye integrali alınırsa,
∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx =

∫ x2

x1

(y′1y2 − y′2y1)
′dx

= (y′1y2 − y′2y1)|x2
x1

= y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) + y′2(x2)y1(x2)− y′2(x1)y1(x1)
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eşitliği bulunur. Bu son eşitlikte y1(x1) = 0 = y1(x2) yazılırsa,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx (3.12)

elde edilir.

Kabul edelim ki (x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun sıfırı olmasın. Bu durumda

y1(x) ve y2(x) fonksiyonlarının negatif veya pozitif olma durumlarını ayrı ayrı

inceleyelim.

a) y1(x) > 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) > 0, olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretini inceleyebilmemiz için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerini bulmamız gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) > 0 ve x1, x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1(x) fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 noktasında ise azalan

fonksiyondur. Şimdi bu şartlar altında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu

durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,
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y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1 +∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Böylece y1(x) > 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (3.12) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

b) y1(x) < 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretini inceleyebilmemiz için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerini bulmamız gerekir. Bunun için,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

ve y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini göz önüne alalım. Burada y1(x) < 0 ve x1, x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık

iki sıfırı olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan

fonksiyondur. Bu koşullar ışığında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları

ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 > x2 + ∆x y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu nedenle,
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y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

Böylece y1(x) < 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (3.12) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

c) y1(x) > 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretini inceleyebilmemiz için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerini bulmamız gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) > 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 noktasında ise azalan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,
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y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1 + ∆x olacağından y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Böylece y1(x) > 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (3.12) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

d) y1(x) < 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) > 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretini inceleyebilmemiz için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerini bulmamız gerekir. Bunun için,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) < 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1 > (x1)y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,
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y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

Böylece y1(x) < 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (3.12) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

Son olarak y1(x1) = 0 iken tüm bu koşullar altında y′1(x1) = 0 olursa, varlık ve teklik

teoremine göre y1(x) ≡ 0 olur. Ancak y1(x1) 6= 0 idi. O halde y′1(x1) 6= 0 olmalıdır.

3.5. Teorem p, q ∈ C[a, b] olmak üzere z′′+ q(x)z = 0 denklemi ve z(a) = z(b) = 0 sınır

şartlarıyla verilen problemin sıfırdan farklı çözümü z(x) olsun. Eğer,
∫ b

a

(p− q)z2dx ≥ 0

eşitsizliği sağlanıyorsa, bu takdirde y′′ + p(x)y = 0 denklemi ve y(a) = 0 şartından

oluşan problemin sıfırdan farklı bir çözümünün (a, b] aralığında en az bir sıfırı mevcuttur

[25].

İspat ∀x ∈ (a, b] için y(x) 6= 0 olduğunu kabul edelim. İlk denklem z ile ikinci denklem
z2

y
ile çarpılırsa,

z(z′′ + qz) = 0 ve
z2

y
(y′′ + py) = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu iki ifade birbirine eşitlenip aşağıdaki işlemler yapılırsa,

z2

y
(y′′ + py) = z(z′′ + qz)

yani,

yz′′ + yqz = zy′′ + zpy

elde edilir. Buradan,

(z′y − y′z)′ = (p− q)yz

yazılabilir. Son eşitlik z
y
ile çarpılırsa,
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z

y
(z′y − y′z)′ = z2(p− q)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik a’ dan b’ ye inegrallenirse,
∫ b

a

z

y
(z′y − y′z)′dx =

∫ b

a

z2(p− q)dx

eşitliği elde edilir.Bu eşitliğin solundaki ilk integrale kısmi integrasyon uygulanırsa,

lim
ε→0

z

y
(z′y − y′z) |ba+ε −lim

ε→0

∫ b

a+ε

(z′y − y′z)(
z

y
)′dx =

∫ b

a

z2(p− q)dx

bulunur. İlk olarak bu eşitliğin sol tarafı incelenirse,

lim
ε→0

z

y
(z′y − y′z) |ba+ε = lim

ε→0

z(b)

y(b)
[z′(b)y(b)− y′(b)z(b)]

−lim
ε→0

z(a + ε)

y(a + ε)
[z′(a + ε)y(a + ε)− y′(a + ε)z(a + ε)]

= 0

elde edilir.

lim
ε→0

z
y
(z′y − y′z) |ba+ε= 0 olduğu göz önüne alınırsa,

−
∫ b

a

(z′y − y′z)(
z

y
)′dx =

∫ b

a

z2(p− q)dx

elde edilir. Gerekli işlemler yapılırsa,

−
∫ b

a

(z′y − y′z)(
z′y − y′z

y2
)dx =

∫ b

a

z2(p− q)dx

yazılabilir. Buradan,

−
∫ b

a

(z′y − y′z)2

y2
dx =

∫ b

a

z2(p− q)dx

olur.

Teoremin ifadesi göz önüne alınırsa,
∫ b

a

z2(p− q)dx ≥ 0

olduğundan, ∫ b

a

(z′y − y′z)2

y2
dx ≤ 0 (3.13)
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eşitsizliği elde edilir. Burada ilk olarak herhangi bir c sabit sayısı için, y(x) = cz(x)

olsun. z(b) = 0 olduğu için y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) 6= 0 olması ile çelişir. Diğer

taraftan y(x) 6= cz(x) durumunda ise,
∫ b

a

(z′y − y′z)2

y2
dx > 0

olup bu ise (3.13) ifadesi ile çelişir. O halde (a, b] aralığında y(x)’ in en az bir sıfırı

vardır.

3.6. Teorem ki ∈ C1[a, b] ve ki > 0, gi ∈ C[a, b], (i = 1, 2), olmak üzere

(k1z
′
)
′
+ g1z = 0

denklemi ve z(a) = z(b) = 0 sınır şartlarıyla verilen problemin sıfırdan farklı çözümü

z(x),

(k2y
′
)
′
+ g2y = 0

denklemi ve y(a) = 0 şartından oluşan problemin sıfırdan farklı çözümü y(x) olsun.

Eğer, ∫ b

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx ≥ 0 (3.14)

eşitsizliği sağlanıyorsa bu taktirde (a, b] aralığında y(x) in en az bir sıfırı vardır [25].

İspat ∀x ∈ (a, b] için y(x) 6= 0 olduğunu kabul edelim. İlk denklem z ile ikinci denklem
z2

y
ile çarpılırsa,

z((k1z
′
)
′
+ g1z) = 0 ve z2/y((k2y

′
)
′
+ g2y) = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu iki ifade taraf tarafa çıkarılırsa,

(k1z
′
)
′
z − z2

y
(k2y

′
)
′
+ (g1 − g2)z

2 = 0 (3.15)

eşitliği elde edilir. Ayrıca,

(k1z
′
)
′
z − z2

y
(k2y

′
)
′
=

z

y
[(k1z

′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z]
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ifadesi göz önüne alınırsa, (3.15) eşitliği

z

y
[(k1z

′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z] + (g1 − g2)z

2 = 0 (3.16)

biçiminde yazılabilir. Şimdi
z

y
[(k1z

′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z] (3.17)

ifadesi ile
z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
(3.18)

ifadesini karşılaştıralım. (3.17) deki ifade,

M := [(k1z
′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z] = k

′
1z

′
y + k1z

′′
y − k

′
2y

′
z − k2y

′′
z

biçiminde ve (3.18) ifadesi ise,

N : = (k1yz
′ − k2y

′
z)

′

= k
′
1(yz

′
) + k1(yz

′
)
′ − k

′
2(y

′
z)− k2(y

′
z)

′

= k
′
1yz

′
+ k1y

′
z
′
+ k1yz

′′ − k
′
2y

′
z − k2y

′
z
′ − k2y

′′
z

biçiminde yazılırsa,

N := M + (k1 − k2)y
′
z
′

eşitliği elde edilir. Son eşitlik (3.16) eşitliğinde yerine yazılısa,

z

y
M + (g1 − g2)z

2 = 0

buradan,
z

y
(N + (k2 − k1)y

′
z
′
) + (g1 − g2)z

2 = 0

yani,
z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
+

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
+ (g1 − g2)z

2 = 0

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik a’dan b’ye integrallenirse,
∫ b

a

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
dx +

∫ b

a

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
dx +

∫ b

a

(g1 − g2)z
2dx = 0 (3.19)
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bulunur. Bu eşitlikteki ilk ifade,

∫ b

a

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
dx =

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|ba −

∫ b

a

(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′
dx

biçiminde yazılırsa, bu eşitlik (3.19) da yerine yazılır ve düzenlenirse,

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|ba =

∫ b

a

(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′
dx−

∫ b

a

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
dx−

∫ b

a

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ b

a

[(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′ − z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
]dx−

∫ b

a

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ b

a

[(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z
′
y − zy

′

y2
)− (k2 − k1)y

′
z
′ z

y
]dx−

∫ b

a

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ b

a

1

y2
[(k1(yz

′
)2 − k2yy

′
zz

′ − k1yy
′
zz

′
+ k2(y

′
z)2

−k1yy
′
zz

′
+ k2yy

′
zz

′
]dx−

∫ b

a

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ b

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + k2(

z
′
y − zy

′

y
)2]dx +

∫ b

a

(g2 − g1)z
2dx

=

∫ b

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx +

∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx

eşitliği elde edilir. İlk olarak bu eşitliğin sol tarafındaki ifade incelenirse,

lim
ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|ba+ε = lim

ε→0

z(b)

y(b)
(k1(b)y(b)z

′
(b)− k2(b)y

′
(b)z(b))

−lim
ε→0

z(a + ε)

y(a + ε)
(k1(a + ε)y(a + ε)z

′
(a + ε)

−k2(a + ε)y
′
(a + ε)z(a + ε))

= 0

ifadesi elde edilir. Burada,

lim
ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|ba+ε = 0

olduğu göz önüne alınırsa,
∫ b

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx = −
∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx (3.20)
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yazılabilir. Bu son eşitlikte (3.14) eşitsizliği göz önüne alınırsa,

−
∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≥ 0

yani, ∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≤ 0 (3.21)

eşitsizliği yazılabilir. Burada ilk olarak herhangi bir c sabit sayısı için, y(x) = cz(x)

olsun. z(b) = 0 olduğu için y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) 6= 0 ile çelişir. Diğer taraftan

y(x) 6= cz(x) durumunda ise,
∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx > 0

olup bu ise (3.21) ifadesi ile çelişir. O halde (a, b] aralığında y(x)’ in en az bir sıfırı

vardır.

3.7. Teorem (Sturm-Picone) ki ∈ C1[a, b] ve gi ∈ C[a, b], (i = 1, 2) olmak üzere,

(k1z
′
)
′
+ g1z = 0

denklemi z(a) = z(b) = 0 sınır şartlarıyla verilen problemin sıfırdan farklı çözümü z(x)

olsun.

(k2y
′
)
′
+ g2y = 0

denklemi ve y(a) = 0 şartından oluşan problemin sıfırdan farklı çözümü y(x) olsun.

Eğer [a, b] aralığında g2 ≥ g1, k1 ≥ k2 > 0, g2 6≡ g1 ve k2 6≡ k1 ifadeleri sağlanıyorsa bu

taktirde (a, b] aralığında y(x) in en az bir sıfırı vardır [25].

İspat Bir önceki teoremde (3.20) eşitliğini yani,
∫ b

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx = −
∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx

ifadesini gözönüne alalım. Bu son eşitlikte g2 ≥ g1, k1 ≥ k2 > 0, g2 6≡ g1 ve k2 6≡ k1

ifadelerine dikkat edilecek olursa,
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−
∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≥ 0

buradan, ∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≤ 0 (3.22)

eşitsizliği yazılabilir. Burada ilk olarak herhangi bir c sabit sayısı için, y(x) = cz(x)

olsun. z(b) = 0 olduğu için y(b) = 0 olur.Bu ise y(b) 6= 0 ile çelişir. Diğer taraftan

y(x) 6= cz(x) durumunda ise,

∫ b

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx > 0

olup bu ise (3.22) ifadesi ile çelişir. O halde (a, b] aralığında y(x)’ in en az bir sıfırı

vardır.
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4. BULGULAR

Bu tez çalışmada,

−y′′ + q(x)y = λy x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.0.1)

denkleminden,

y(a) = y(b) (4.0.2)

y′(a) = y′(b) (4.0.3)

periyodik sınır şartlarından ve x = c süreksizlik noktasındaki,

y(c+) = αy(c−) (4.0.4)

y′(c+) = βy′(c−) (4.0.5)

geçiş şartlarından oluşan periyodik Sturm-Liouville sınır-değer-geçiş probleminin bazı

spektral özellikleri incelenecektir. Burada q(x), [a, c)∪ (c, b] aralıklarında sürekli olan,

x = c noktasında ise q(c+), q(c−) sonlu limit değerine sahip fonksiyonlardır. α, β reel

sayılar ve λ ise kompleks özdeğer parametresidir.

Bu bölümde H := L2[a, c) ⊕ L2(c, b] Hilbert uzayındaki iç çarpım y1, y2 ∈ H olmak

üzere,

〈y1, y2〉H =

∫ c−

a

y1.y2dx +

∫ b

c+

y1.y2dx (4.0.6)

olarak ele alınacaktır.

4.0.1. Teorem H, Hilbert uzayında (4.0.6) eşitliği bir iç çarpım tanımlar.

İspat Bunun için (4.6) eşitliğinin iç çarpım şartlarını sağladığını gösterelim.

y1, y2, y3 ∈ H ve α, β ∈ R

i)〈y1, y1〉 =

∫ c−

a

y1.y1dx +

∫ b

c+

y1.y1dx =

∫ c−

a

|y1|2dx +

∫ b

c+

|y1|2dx ≥ 0

ii)〈y1, y1〉 = 0 ⇔
∫ c−

a

|y1|2dx +

∫ b

c+

|y1|2dx = 0 ⇔ y1 = 0
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iii)〈αy1 + βy2, y3〉 =

∫ c−

a

(αy1 + βy2)y3dx +

∫ b

c+

(αy1 + βy2)y3dx

= α

∫ c−

a

y1y3dx+α

∫ b

c+

y1y3dx+β

∫ c−

a

y2y3dx+β

∫ b

c+

y2y3dx

= α〈y1, y3〉+ β〈y2, y3〉

iv)〈y1, y2〉 =

∫ c−

a

y1y2dx +

∫ b

c+

y1y2dx

=

∫ c−

a

y2y1dx +

∫ b

c+

y2y1dx

= 〈y2, y1〉

4.1. Periyodik Sınır Değer Geçiş Probleminin Kendine Eşlenik Olması:

4.1.1. Teorem α.β = 1 şartı altında (4.1)-(4.5) eşitlikleri ile verilen periyodik sınır değer

geçiş problemi kendine eşleniktir.

İspat Ly diferensiyel operatörü L(y) = −y′′+q(x)y−λy ile gösterilsin. y1, y2 ∈ C2[a, b]

(4.2)-(4.5) sınır şartlarını sağlasın. Problemin kendine eşlenik olduğunu göstermek için,

〈y1, L(y2)〉 = 〈y2, L(y1)〉

veya ∫ c−

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx +

∫ b

c+

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = 0

olduğunu göstermeliyiz. Burada L(y2) denklemi y1 ile L(y1) denklemi y2 ile çarpılırsa,

y1L(y2) = −y′′2y1 + qy2y1 − λy2y1

y2L(y1) = −y′′1y2 + qy1y2 − λy1y2

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa çıkarılırsa,

y1L(y2)− y2L(y1) = (y′′1y2 − y′′2y1)

yani,

y1L(y2)− y2L(y1) = (y′1y2 − y′2y1)
′ (4.1.1)
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bulunur. Son eşitlik a’ dan c’ ye integrallenirse,
∫ c−

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = (y′1y2 − y′2y1)|c−a
= [y′1(c−)y2(c−)− y′2(c−)y1(c−)]

−[y′1(a)y2(a)− y′2(a)y1(a)] (4.1.2)

eşitliği elde edilir. (4.1.1) eşitliği c’ den b’ ye integrallenirse,
∫ b

c+

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = [(y′1(b)y2(b)− y′2(b)y1(b))]

−[(y′1(c+)y2(c+)− y′2(c+)y1(c+))]

bulunur. Son eşitlikte y(a) = y(b), y′(a) = y′(b) periyodik sınır şartları ve

y(c+) = αy(c−), y′(c+) = βy′(c−) geçiş şartları dikkate alınırsa,
∫ b

c+

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = [(y′1(a)y2(a)− y′2(a)y1(a))]

−[αβy′1(c−)y2(c−)− αβy′2(c−)y1(c−)] (4.1.3)

elde edilir. Teoremin ifadesinden αβ = 1 olduğu ve (4.1.2), (4.1.3) eşitlikleri dikkate

alınırsa, ∫ c−

a

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx +

∫ b

c+

[y1L(y2)− y2L(y1)]dx = 0

sağlanır. O halde (4.0.1)-(4.0.5) eşitlikleri ile verilen periyodik sınır değer geçiş problemi

kendine eşleniktir.

4.2. Periyodik Sınır Değer Geçiş Probleminin Özdeğerlerinin Reel Olması

4.2.1. Teorem αβ = 1 şartı altında (4.0.1)-(4.0.5) eşitlikleri ile verilen periyodik sınır

değer geçiş probleminin bütün özdeğerleri reeldir.

İspat αβ = 1 şartı altında periyodik sınır değer geçiş probleminin λ özdeğerine karşılık

uygun özfonksiyonu y olsun. y, y’ nin ve λ, λ’ nın eşleniği olmak üzere,

−y′′ + q(x)y = λy x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.2.1)

y(a) = y(b) (4.2.2)

y′(a) = y′(b) (4.2.3)

y(c+) = αy(c−) (4.2.4)
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y′(c+) = βy′(c−) (4.2.5)

yazılabilir. Burada (4.0.1) denklemi y ile (4.2.1) denklemi y ile çarpılırsa,

−y′′y + q(x)yy = λyy

−y′′y + q(x)yy = λyy

elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa çıkarılırsa,

(y′y − y′y)′ = (λ− λ)yy (4.2.6)

eşitliği elde edilir. Bu son eşitliğin a’ dan b’ ye integrali alınırsa,

(λ− λ)

∫ c−

a

yydx = (y′y − y′y) |c−a
= [y′(c−)y(c−)− y′(c−)y(c−)]

−[y′(a)y(a)− y′(a)y(a)] (4.2.7)

eşitliği elde edilir. (4.2.6) eşitliğinin c’ den b’ ye integrali alınırsa,

(λ− λ)

∫ b

c+

yydx = (y′y − y′y) |bc+
= [y(b)′y(b)− y′(b)y(b)]

−[y(c+)′y(c+)− y′(c+)y(c+)] (4.2.8)

eşitliği elde edilir. αβ = 1 olmak üzere (4.0.2)-(4.0.5) ve (4.2.2)-(4.2.5) sınır geçiş

şartları (4.2.8) denkleminde yerine yazılırsa,

(λ− λ)

∫ b

c+

yydx = y(a)′y(a)− y′(a)y(a)− αβy(c−)′y(c−) + αβy′(c−)y(c−)

= y(a)′y(a)− y′(a)y(a)− y(c−)′y(c−) + y′(c−)y(c−)] (4.2.9)

eşitliği elde edilir. (4.2.7) ile (4.2.9) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa,

(λ− λ)[

∫ c−

a

yydx +

∫ b

c+

yydx] = 0

(λ− λ)[

∫ c−

a

|y|2dx +

∫ b

c+

|y|2dx] = 0

eşitliği elde edilir. y 6= 0 olduğu için λ = λ elde edilir.
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4.3. Periyodik Sınır Değer Geçiş Probleminin Özfonksiyonlarının Ortogonal

Olması

4.3.1. Teorem αβ = 1 şartı altında (4.1)-(4.5) eşitlikleri ile verilen periyodik sınır değer

geçiş probleminin farklı λn ve λm özdeğerlerine sırasıyla karşılık gelen yn(x) ve ym(x)

özfonksiyonları L2[a, c)⊕ L2(c, b] ile tanımlı uzayada ortogonaldirler. Yani,
∫ c−

a

yn(x)ym(x)dx +

∫ b

c+

yn(x)ym(x)dx = 0

eşitliği sağlanır.

İspat Teoremin ifadesinden,

−y′′m + q(x)ym = λmym (4.3.1)

−y′′n + q(x)yn = λnyn (4.3.2)

eşitlikleri sağlanır. Burada (4.3.1) eşitliği yn (4.3.2) eşitliği ym ile çarpılırsa ve

denklemler taraf tarafa çıkarılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

(y′nym − y′myn)′ = (λm − λn)ynym (4.3.3)

eşitliği elde edilir. Bu son eşitliğin a’ dan c’ ye integrali alınırsa,

(λm − λn)

∫ c−

a

ynymdx = (y′nym − y′myn) |c−a
= y′n(c−)ym(c−)− y′m(c−)yn(c−)

−y′n(a)ym(a) + y′m(a)yn(a) (4.3.4)

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde (4.3.3) denkleminin c’ den b’ ye integrali alınırsa,

(λm−λn)

∫ b

c+

ynymdx = (y′nym−y′myn) |bc+

= y′n(b)ym(b)− y′m(b)yn(b)− y′n(c+)ym(c+) + y′m(c+)yn(c+)

eşitliği elde edilir. αβ = 1 olmak üzere (4.0.2)-(4.0.5) ve (4.2.2)-(4.2.5) periyodik sınır

ve geçiş şartları bu son eşitlikte yerine yazılırsa,
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(λm − λn)

∫ b

c+

ynymdx = y′n(a)ym(a)− y′m(a)yn(a)

−αβy′n(c−)ym(c−) + αβy′m(c−)yn(c−)

yani,

(λm − λn)

∫ b

c+

ynymdx = y′n(a)ym(a)− y′m(a)yn(a)

−y′n(c−)ym(c−) + y′m(c−)yn(c−) (4.3.5)

eşitliği elde edilir. (4.3.4) ile (4.3.5) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa,

(λm − λn)[

∫ c−

a

ynymdx +

∫ b

c+

ynymdx] = 0

eşitliği elde edilir. λm 6= λn olduğundan,
∫ c−

a

ynymdx +

∫ b

c+

ynymdx = 0

elde edilir. Bu ise (4.0.1)-(4.0.5) periyodik sınır-değer-geçiş probleminin farklı

özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlarının ortogonal olduğunu gösterir.

4.4. Periyodik Sınır Değer Geçiş Problemi İle İlgili Bazı Teoremler:

4.4.1. Teorem (Karşılaştırma Teoremi) L1y = y′′+g(x)y = 0 ve L2y = y′′+h(x)y = 0

denklemleri x ∈ [a, c)∪(c, b] aralığında y(a) = y(b), y′(a) = y′(b) sınır şartları ve αβ = 1

olmak üzere y(c+) = αy(c−), y′(c+) = βy′(c−) geçiş şartlarıyla verilsin. g(x) < h(x)

olmak üzere L1(y1) = 0 ve L2(y2) = 0 olsun. Bu durumda sıfırdan farklı çözümler için

y1(x)’ in ardışık iki sıfırı arasında y2(x)’ in en az bir sıfırı vardır.

İspat y′′1 + g(x)y1 = 0 ve y′′2 + h(x)y2 = 0

eşitlikleri sırasıyla y2 ve y1 fonksiyonlarıyla çarpılırsa,

y′′1y2 + g(x)y1y2 = 0 ve y′′2y1 + h(x)y2y1 = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa çıkarılırsa,

(y′1y2 − y′2y1)
′ = [h(x)− g(x)]y1y2 (4.4.1)
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eşitliği elde edilir. y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı x1 ve x2 ile gösterilsin. (4.4.1)

eşitliğinin x1’ den x2’ ye integrali alınırsa,
∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx =

∫ x2

x1

(y′1y2 − y′2y1)
′dx

= (y′1y2 − y′2y1) |x2
x1

= y′1(x2)y2(x2)− y′2(x2)y1(x2)− y′1(x1)y2(x1) + y′2(x1)y1(x1)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte y1(x1) = y1(x2) = 0 olduğu göz önüne alınırsa,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx (4.4.2)

elde edilir. Kabul edelim ki (x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun sıfırı olmasın. Bu

durumda y1 ve y2 fonksiyonlarının negatif veya pozitif olma durumlarını ayrı ayrı

inceleyelim.

A) Verilen koşular altında (x1, x2) ⊂ [a, c) olsun.

a) y1(x) > 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) > 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretini inceleyebilmemiz için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) > 0 ve y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı x1

ve x2 olduğu için, y1(x) fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 ise noktasında azalan

fonksiyondur. Bu koşullar ışığında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları

inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu nedenle,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Böylece y1(x) > 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.
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b) y1(x) < 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretini incelenebilmesi için y′1(x1) ve

y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) < 0 ve x1, x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki

sıfırı olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan

fonksiyondur. Bu koşullar ışığında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları

ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu nedenle,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

Bu durumda y1(x) < 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

c)y1(x) > 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) > 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 noktasında ise azalan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Bu durumda y1(x) > 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.
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d) y1(x) < 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) > 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) < 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1 > (x1)y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1 + ∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu nedenle,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0
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olur.

x2 > x2 + ∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

Bu durumda y1(x) < 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

B) Verilen koşular altında (x1, x2) ⊂ (c, b] olsun.

a) y1(x) > 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) > 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1) ve

y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1 > 0 ve x1, x2 y1 fonksiyonunun ardışık iki sıfırı olduğu

için, y1 fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 ise noktasında azalan fonksiyondur. Bu

koşullar ışığında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1 + ∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2 + ∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1 + ∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2 + ∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Bu durumda y1(x) > 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.
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b) y1(x) < 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1) ve

y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) < 0 ve x1, x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki

sıfırı olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan

fonksiyondur. Bu koşullar ışığında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları

ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu nedenle,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

Böylece y1(x) < 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

c)y1(x) > 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) > 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 noktasında ise azalan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu nedenle,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Bu durumda y1(x) > 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.
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d) y1(x) < 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) > 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) < 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1 > (x1)y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,
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y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 > x2 +∆x olcağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

Bu durumda y1(x) < 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.2) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ x2

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

C) Verilen koşular altında a ≤ x1 < c < x2 ≤ b olsun.

(y′1y2 − y′2y1)
′ = [h(x)− g(x)]y1y2

ile verilen (4.4.1) eşitliğini ele alalım. y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı x1 ve x2

olmak üzere, eşitliğin her iki tarafının x1’ den x2’ ye integrali alınırsa,

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

= (y′1y2 − y′2y1) |c−x1
+(y′1y2 − y′2y1) |x2

c+

= y′1(c−)y2(c−)− y′2(c−)y1(c−)− y′1(x1)y2(x1)

+y′2(x1)y1(x1) + y′1(x2)y2(x2)− y′2(x2)y1(x2)

−y′1(c+)y2(c+) + y′2(c+)y1(c+)
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αβ = 1 ve y(c+) = αy(c−), y′(c+) = βy′(c−) geçiş şartları ile y1(x1) = y1(x2) = 0

dikkate alınırsa,
∫ c−

x1

[h(x)−g(x)]y1y2dx+

∫ x2

c+

[h(x)−g(x)]y1y2dx = y′1(x2)y2(x2)−y′1(x1)y2(x1) (4.4.3)

Kabul edelim ki (x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun sıfırı olmasın. Bu durumda y1

ve y2 fonksiyonlarının negatif veya pozitif olma durumlarını ayrı ayrı inceleyelim.

a) y1(x) > 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) > 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1) ve

y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1 > 0 ve x1, x2 y1 fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 ise noktasında azalan fonksiyondur.

Bu koşullar ışığında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.
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ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Bu durumda y1(x) > 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.3) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

b) y1(x) < 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

pozitif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1) ve

y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) < 0 ve x1, x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki

sıfırı olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan

fonksiyondur. Bu koşullar ışığında ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları

ayrı ayrı inceleyelim.
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i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.
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Bu durumda y1(x) < 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.3) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sağ tarafı pozitif, sol tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

c)y1(x) > 0 ve y2(x) < 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) > 0, y2(x) < 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin inceleyebilmesi için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) > 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında artan, x2 noktasında ise azalan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.

i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.
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ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) > y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
> 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
< 0

olur.

Bu durumda y1(x) > 0, y2(x) < 0 şartları altında y′1(x1) > 0 ve y′1(x2) < 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.3) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

d) y1(x) < 0 ve y2(x) > 0 için,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliği incelenirse, g(x) < h(x), y1(x) < 0, y2(x) > 0 olduğundan eşitliğin sağ tarafı

negatif olur. Diğer yandan eşitliğin sol tarafının işaretinin incelenebilmesi için y′1(x1)

ve y′1(x2) ifadelerinin işaretlerinin bulunması gerekir. Bunun için,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1+∆x)−y1(x1)
∆x

, y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2+∆x)−y1(x2)
∆x

ifadelerini ele alalım. Burada y1(x) < 0, x1 ve x2 y1(x) fonksiyonunun ardışık iki sıfırı

olduğu için, y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan, x2 noktasında ise artan fonksiyondur.

Bu koşullar için ∆x ifadesinin negatif ve pozitif olduğu durumları ayrı ayrı inceleyelim.
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i) ∆x > 0 ise,

x1 < x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1 > (x1)y1(x1 + ∆x) yazılabilir. Bu durumda,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 < x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) < y1(x2 + ∆x) yazılabilir. Böylece,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.

ii) ∆x < 0 ise,

x1 > x1+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x1 noktasında azalan fonksiyon olduğundan,

y1(x1) < y1(x1 + ∆x) yazılabileceğinden,

y′1(x1) = lim
∆x→0

y1(x1 + ∆x)− y1(x1)

∆x
< 0

olur.

x2 > x2+∆x olacağından ve y1 fonksiyonu x2 noktasında artan fonksiyon olduğundan,

y1(x2) > y1(x2 + ∆x) yazılabilir. O halde,

y′1(x2) = lim
∆x→0

y1(x2 + ∆x)− y1(x2)

∆x
> 0

olur.
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Bu durumda y1(x) < 0, y2(x) > 0 şartları altında y′1(x1) < 0 ve y′1(x2) > 0 olduğu

görülmektedir. (4.4.3) eşitliği bu koşullar altında incelenirse,

y′1(x2)y2(x2)− y′1(x1)y2(x1) =

∫ c−

x1

[h(x)− g(x)]y1y2dx +

∫ x2

c+

[h(x)− g(x)]y1y2dx

eşitliğin sol tarafı pozitif, sağ tarafı negatif olur. Bu da bir çelişki oluşturur. O halde

(x1, x2) aralığında y2(x) fonksiyonunun en az bir sıfırı mevcuttur.

Son olarak y1(x1) = 0 iken tüm bu koşullar altında y′1(x1) = 0 olursa, varlık ve teklik

teoremine göre y1(x) ≡ 0 olur. Ancak y1(x1) 6= 0 idi. Bu durumda y′1(x1) 6= 0 olmalıdır.

4.4.2. Teorem p, q ∈ C[a, c) ∪ C(c, b] olmak üzere, z′′ + q(x)z = 0 denklemi

z(a) = z(b) = 0 sınır şartları, αβ = 1 olmak üzere, z(c+) = αz(c−), z′(c+) = βz′(c−)

geçiş şartlarıyla verilen problemin sıfırdan farklı bir çözümü z(x) olsun. Eğer,
∫ c−

a

z2(p− q)dx +

∫ b

c+

z2(p− q)dx ≥ 0

eşitsizliği sağlanıyorsa bu durumda y′′ + p(x)y = 0 denklemi ve y(c+) = αy(c−),

y′(c+) = βy′(c−) ve y(a) = 0 şartlarından oluşan problemin sıfırdan farklı bir

çözümünün (a, c) ∪ (c, b] aralığında en az bir sıfırı mevcuttur.

İspat ∀x ∈ (a, c) ∪ (c, b] için y(x) 6= 0 olduğunu kabul edelim. İlk denklem z ile ikinci

denklem z2

y
ile çarpılırsa,

z(z′′ + qz) = 0 ve
z2

y
(y′′ + py) = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu iki ifade birbirine eşitlenip gerekli düzenlemeler yapılırsa,

z2

y
(y′′ + py) = z(z′′ + qz)

olup buradan,

(z′y − y′z)′ = (p− q)yz

bulunur. Son eşitlik z
y
ile çarpılırsa,

z

y
(z′y − y′z)′ = z2(p− q)
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eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin (a, c) ∪ (c, b] aralığında integrali alınırsa,
∫ c−

a

z

y
(z′y − y′z)′dx +

∫ b

c+

z

y
(z′y − y′z)′dx =

∫ c−

a

z2(p− q)dx +

∫ b

c+

z2(p− q)dx

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin sol tarafındaki integrallerde kısmi integrasyon

uygulanırsa,

lim
ε→0

z

y
(z′y − y′z) |c−a+ε −

∫ c−

a

(z′y − y′z)(
z

y
)′dx

+lim
ε→0

z

y
(z′y − y′z) |bc+ −

∫ b

c+

(z′y − y′z)(
z

y
)′dx

=

∫ c−

a

z2(p− q)dx +

∫ b

c+

z2(p− q)dx (4.4.4)

eşitliği elde edilir. İlk olarak bu eşitlikte limit içeren ifadeler incelenirse,

lim
ε→0

z

y
(z′y − y′z) |c−a+ε + lim

ε→0

z

y
(z′y − y′z) |bc+

= lim
ε→0

z(c−)

y(c−)
[z′(c−)y(c−)− y′(c−)z(c−)]

−lim
ε→0

z(a + ε)

y(a + ε)
[z′(a + ε)y(a + ε)− y′(a + ε)z(a + ε)]

+lim
ε→0

z(b)

y(b)
[z′(b)y(b)− y′(b)z(b)]

−lim
ε→0

z(c+)

y(c+)
[z′(c+)y(c+)− y′(c+)z(c+)]

= lim
ε→0

z(c−)

y(c−)
[z′(c−)y(c−)− y′(c−)z(c−)]

−lim
ε→0

z(c+)

y(c+)
[z′(c+)y(c+)− y′(c+)z(c+)]

= lim
ε→0

z(c−)

y(c−)
[z′(c−)y(c−)− y′(c−)z(c−)]

−lim
ε→0

αz(c−)

αy(c−)
[βz′(c−)αy(c−)− βy′(c−)αz(c−)]

= 0
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elde edilir. O halde (4.4.4) denklemi αβ = 1 şartı altında,
∫ c−

a

z2(p− q)dx +

∫ b

c+

z2(p− q)dx

= −
∫ c−

a

(z′y − y′z)(
z

y
)′dx−

∫ b

c+

(z′y − y′z)(
z

y
)′dx

= −
∫ c−

a

(z′y − y′z)(
z′y − y′z

y2
)dx−

∫ b

c+

(z′y − y′z)(
z′y − y′z

y2
)dx

= −
∫ c−

a

(z′y − y′z)2

y2
dx−

∫ b

c+

(z′y − y′z)2

y2
dx

bulunur. Eşitsizliğin sol tarafı teoremin ifadesinden dolayı pozitif olduğu için yani,
∫ c−

a

z2(p− q)dx +

∫ b

c+

z2(p− q)dx ≥ 0

olduğundan, ∫ c−

a

(z′y − y′z)2

y2
dx +

∫ b

c+

(z′y − y′z)2

y2
dx ≤ 0 (4.4.5)

bulunur. Burada ilk olarak herhangi bir c sabit sayısı için, y(x) = cz(x) olsun. z(b) = 0

olduğu için y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) 6= 0 olması ile çelişir. Diğer taraftan y(x) 6= cz(x)

durumunda ise, ∫ c−

a

(z′y − y′z)2

y2
dx +

∫ b

c+

(z′y − y′z)2

y2
dx > 0

olup bu ise (4.4.5) ifadesi ile çelişir. O halde (a, c) ∪ (c, b] aralığında y(x)’ in en az bir

sıfırı vardır.

4.4.3. Teorem ki ∈ C1[a, c) ∪ C1(c, b], gi ∈ C[a, c) ∪ C(c, b] ve ki > 0 olmak üzere,

(k1z
′
)
′
+ g1z = 0

denklemi ve z(a) = z(b) = 0 sınır şartları, αβ = 1 olmak üzere, z(c+) = αz(c−),

z′(c+) = βz′(c−) geçiş şartlarıyla verilen problemin sıfırdan farklı bir çözümü z(x)

olsun. Benzer şekilde,

(k2y
′
)
′
+ g2y = 0

denklemi y(c+) = αy(c−), y′(c+) = βy′(c−) ve y(a) = 0 şartları altında oluşan

problemin sıfırdan farklı bir çözümü y(x) olsun. Burada ki(x), x = c noktasında

ki(c+), ki(c−) sonlu limit değerine sahip fonksiyonlardır. Eğer,
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∫ c−

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx +

∫ b

c+

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx ≥ 0 (4.4.6)

eşitsizliği sağlanıyorsa bu taktirde (a, c−) ∪ (c+, b] aralığında y(x) in en az bir sıfırı

vardır.

İspat ∀x ∈ (a, c−) ∪ (c+, b] için y(x) 6= 0 olduğunu kabul edelim. İlk denklem z ile

ikinci denklem z2

y
ile çarpılırsa,

z((k1z
′
)
′
+ g1z) = 0 ve z2/y((k2y

′
)
′
+ g2y) = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitlik taraf tarafa çıkarılırsa,

(k1z
′
)
′
z − z2

y
(k2y

′
)
′
+ (g1 − g2)z

2 = 0 (4.4.7)

eşitliği elde edilir. Buradan,

(k1z
′
)
′
z − z2

y
(k2y

′
)
′
=

z

y
[(k1z

′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z]

eşitliği göz önüne alınırsa, (4.4.7) eşitliği

z

y
[(k1z

′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z] + (g1 − g2)z

2 = 0 (4.4.8)

biçiminde yazılabilir. Şimdi
z

y
[(k1z

′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z] (4.4.9)

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
(4.4.10)

ifadesini karşılaştıralım. (4.4.9) deki ifade düzenlenirse,

M := [(k1z
′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z] = k

′
1z

′
y + k1z

′′
y − k

′
2y

′
z − k2y

′′
z

biçiminde yazılabilir. Benzer şekilde (4.4.10) ifadesi,

N : = (k1yz
′ − k2y

′
z)

′

= k
′
1(yz

′
) + k1(yz

′
)
′ − k

′
2(y

′
z)− k2(y

′
z)

′

= k
′
1yz

′
+ k1y

′
z
′
+ k1yz

′′ − k
′
2y

′
z − k2y

′
z
′ − k2y

′′
z

= M + (k1 − k2)y
′
z
′
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Son eşitlik (4.4.8) eşitliğinde yerine yazılırsa,

z

y
[(k1z

′
)
′
y − (k2y

′
)
′
z] + (g1 − g2)z

2 =
z

y
M + (g1 − g2)z

2 (4.4.11)

=
z

y
(N + (k2 − k1)y

′
z
′
) + (g1 − g2)z

2

=
z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
+

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
+ (g1 − g2)z

2

= 0 (4.4.12)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik a’dan c’ye integrallenirse,
∫ c−

a

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
dx +

∫ c−

a

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
dx +

∫ c−

a

(g1 − g2)z
2dx = 0 (4.4.13)

∫ c−

a

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
dx = lim

ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|c−a+ε −

∫ c−

a

(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′
dx

Bu son eşitlik (4.4.13) eşitliğinde yerine yazılır ve düzenlenirse,

lim
ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|c−a+ε

=

∫ c−

a

(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′
dx−

∫ c−

a

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
dx−

∫ c−

a

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ c−

a

[(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′ − z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
]dx−

∫ c−

a

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ c−

a

[(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z
′
y − zy

′

y2
)− (k2 − k1)y

′
z
′ z

y
]dx−

∫ c−

a

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ c−

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + k2(

z
′
y − zy

′

y
)2]dx +

∫ c−

a

(g2 − g1)z
2dx

=

∫ c−

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx +

∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx (4.4.14)

eşitliği elde edilir. Benze şekilde (4.4.11) eşitliği c’den b’ye integrallenirse,
∫ b

c+

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
dx +

∫ b

c+

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
dx +

∫ b

c+

(g1 − g2)z
2dx = 0 (4.4.15)

yazılabilir. Bu eşitlikteki ilk integral için,
∫ b

c+

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)

′
dx = lim

ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|bc+ −

∫ b

c+

(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′
dx
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olduğu göz önüne alınır ve bu eşitlik (4.4.15) eşitliğinde yerine yazılıp düzenlenirse,

lim
ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|bc+

=

∫ b

c+

(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′
dx−

∫ b

c+

z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
dx−

∫ b

c+

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ b

c+

[(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z

y
)
′ − z

y
(k2 − k1)y

′
z
′
]dx−

∫ b

c+

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ b

c+

[(k1yz
′ − k2y

′
z)(

z
′
y − zy

′

y2
)− (k2 − k1)y

′
z
′ z

y
]dx−

∫ b

c+

(g1 − g2)z
2dx

=

∫ b

c+

[(k1 − k2)(z
′
)2 + k2(

z
′
y − zy

′

y
)2]dx +

∫ b

c+

(g2 − g1)z
2dx

=

∫ b

c+

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx +

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx (4.4.16)

eşitliği elde edilir.(4.4.14) ve (4.4.16) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa,

lim
ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|c−a+ε + lim

ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|bc+

=

∫ c−

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx

+

∫ b

c+

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx

+

∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx

+

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx (4.4.17)

eşitliği elde edilir. İlk olarak bu eşitliğin sol tarafı incelenirse,

lim
ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|c−a+ε + lim

ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|bc+

= lim
ε→0

z(c−)

y(c−)
(k1(c−)y(c−)z

′
(c−)− k2(c−)y

′
(c−)z(c−))

−lim
ε→0

z(a + ε)

y(a + ε)
(k1(a + ε)y(a + ε)z

′
(a + ε)− k2(a + ε)y

′
(a + ε)z(a + ε))

+lim
ε→0

z(b)

y(b)
(k1(b)y(b)z

′
(b)− k2(b)y

′
(b)z(b))

−lim
ε→0

z(c+)

y(c+)
(k1(c+)y(c+)z

′
(c+)− k2(c+)y

′
(c+)z(c+))

= lim
ε→0

z(c−)

y(c−)
(k1(c−)y(c−)z

′
(c−)− k2(c−)y

′
(c−)z(c−))

−lim
ε→0

αz(c−)

αy(c−)
(k1(c−)αy(c−)βz

′
(c−)− k2(c−)βy

′
(c−)αz(c−))

= 0
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ifadesi elde edilir. O halde bu son ifade (4.4.17)eşitliğinde yazılırsa,

lim
ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|c−a+ε + lim

ε→0

z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)|bc+ = 0

olur. Bu durum dikkate alınırsa,
∫ c−

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx +

∫ b

c+

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx

= −
∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx−

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx

bulunur. Son eşitlikte (4.4.6) eşitsizliği göz önüne alınırsa,

−
∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx−

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≥ 0

yani, ∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx +

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≤ 0 (4.4.18)

eşitsizliği yazılabilir. Burada ilk olarak herhangi bir c sabit sayısı için, y(x) = cz(x)

olsun. z(b) = 0 olduğu için y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) 6= 0 ile çelişir. Diğer taraftan

y(x) 6= cz(x) durumunda ise;
∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx +

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx > 0

olup bu ise (4.4.18) ifadesi ile çelişir. O halde (a, c)∪ (c, b] aralığında y(x)’ in en az bir

sıfırı vardır.

4.4.4. Teorem ki ∈ C1[a, c) ∪ C1(c, b], gi ∈ C[a, c) ∪ C(c, b] ve olmak üzere

(k1z
′
)
′
+ g1z = 0

denklemi ve z(a) = z(b) = 0 sınır şartları, αβ = 1 olmak üzere, z(c+) = αz(c−),

z′(c+) = βz′(c−) geçiş şartlarıyla verilen problemin sıfırdan farklı bir çözümü z(x)

olsun. Benzer şekilde,

(k2y
′
)
′
+ g2y = 0

denklemi y(c+) = αy(c−), y′(c+) = βy′(c−) ve y(a) = 0 şartlarından oluşan problemin

sıfırdan farklı bir çözümü y(x) olsun. Burada ki(x), x = c noktasında ki(c+), ki(c−)

sonlu limit değerine sahip fonksiyonlardır. Eğer,
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[a, b] aralığında g2 ≥ g1, k1 ≥ k2 > 0, g2 6≡ g1 ve k2 6≡ k1

ifadeleri sağlanıyorsa bu taktirde (a, c−) ∪ (c+, b] aralığında y(x) in en az bir sıfırı

vardır.

İspat (4.4.18) eşitliği yani,
∫ c−

a

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx +

∫ b

c+

[(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2]dx

= −
∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx−

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx

eşitliğini göz önüne alalım. Bu son eşitlikte teoremdeki,

g2 ≥ g1, k1 ≥ k2 > 0, g2 6≡ g1 ve k2 6≡ k1

şartları göz önüne alınırsa,

−
∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx−

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≥ 0

∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx +

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx ≤ 0 (4.4.19)

eşitsizliği yazılabilir. Burada ilk olarak herhangi bir c sabit sayısı için, y(x) = cz(x)

olsun. z(b) = 0 olduğu için y(b) = 0 olur. Bu ise y(b) 6= 0 ile çelişir. Diğer taraftan

y(x) 6= cz(x) durumunda ise,
∫ c−

a

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx +

∫ b

c+

k2(
z
′
y − zy

′

y
)2dx > 0

olup bu ise (4.4.19) ifadesi ile çelişir. O halde (a, c)∪ (c, b] aralığında y(x)’ in en az bir

sıfırı vardır.
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında literatürde daha önce araştırılmamış yeni tipten bir periyodik

Sturm-Liouville probleminin en temel spektral özellikleri ele alınmıştır. Bu çalışma

içinde fark yaratan en önemli özellik ise tanımlanan aralıkta iç süreksizlik noktası

olması ve bu süreksizlik noktasında geçiş şartları verilerek araştırmanın yapılmasıdır.

Bu tezde elde edilen sonuçlar ne kadar soyut olsa da mekanik ve fizikte ortaya çıkan

daha somut çalışmalarda kullanılabilir.

Bu tez çalışmasındaki yöntemlerle daha farklı sınır veya geçiş şartları oluşturularak

yeni sınır-değer-geçiş problemleri üzerinde araştırmalar yapılabilir.
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