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ÖZET

Bu tez çalışmasında; anti-periyodik sınır-değer-geçiş probleminin temel çözümlerinin
asimptotik davranışları araştırılmıştır. Beş bölümden oluşan bu çalışmada birinci bölümde,
araştırılan konunun güncelliği, uygulama alanları ile ilgili kısa bilgiler verilmiştir. İkinci
bölümde, Sturm-Liouville teorisi ile ilgili literatürde yer alan çalışmalara değinilmiştir.
Üçüncü bölümde, bu tez çalışmasında kullanılacak olan temel tanım ve teoremlere yer
verilmiştir. Dördüncü bölümde anti-periyodik sınır şartları ve geçiş şartları ile birlikte
Sturm-Liouville problemi ifade edilerek probleme uygun Hilbert uzayı inşa edilmiştir. Bazı
yardımcı başlangıç-değer problemleri incelenerek ele alınan problem için temel çözüm
fonksiyonları tanımlanmıştır ve bu temel çözümlerin özdeğer parametresine göre asimptotik
davranışı incelenmiştir. Beşinci ve son bölümde ise bu çalışmadan elde edilen sonuçlara
değinilmiştir.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda

sunulmuştur.

Simgeler Açıklamalar

L2[a, b] [a, b] üzerinde ölçülebilir, 2. kuvvetten Lebesgue

anlamında integrallenebilen fonksiyonların kümesi

Lp(E) E kümesinde ölçülebilir, p. kuvvetten Lebesgue

anlamında integrallenebilen fonksiyonların kümesi

X X’in kapanışı

T ∗ T ’nin eşleneği

C[a, b] [a, b] ⊂ R üzerinde sürekli fonksiyonların uzayı

Cn[a, b] [a, b] üzerinde tanımlı n. mertebeden sürekli türevlenebilir

fonksiyonların uzayı

C(I, F) Sürekli f : I −→ F (Burada F = R ya da F = C)

fonksiyonlarının sınıfı

C1(I, F) Birinci mertebeden sürekli türevlenebilir f : I −→ F

(Burada F = R ya da F = C) fonksiyonlarının sınıfı

C2(I, F) İkinci mertebeden sürekli türevlenebilir f : I −→ F

(Burada F = R ya da F = C) fonksiyonlarının sınıfı

‖T‖ Sınırlı lineer T operatörünün normu

‖u‖ u vektörünün (elemanının) normu

〈u, v〉 u ve v’nin iç çarpımı
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1. GİRİŞ

Matematiksel fizikte ortaya çıkan birçok problemin çözümü için uygulanan Fourier

yöntemi (değişkenlerine ayırma yöntemi) adi diferansiyel denklemler için spektral

parametre içeren sınır-değer problemlerinin araştırılmasını gerektirmektedir. Bu

özelliklere örnek olarak özdeğer ve özfonksiyonların asimptotiğinin bulunması, Green

fonksiyonunun inşa edilmesi vb. gösterilebilir.

Bu tez çalışmasının esas amacı literatürde daha önce araştırılmamış yeni tipten bir

anti-periyodik sınır-değer probleminin en temel spektral özelliklerinin incelenmesidir.

Araştırılan spektral problemin en esas farklandırıcı özelliği bir iç süreksizlik noktası

ile verilmesi ve bu süreksizlik noktasında geçiş şartı içermesidir. Bu nedenle tez

çalışmasında incelenen problem klasik Sturm-Liouville problemlerinden farklı olan

orijinal bir sınır-değer problemidir.
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2. LİTERATÜR ÖZETİ

Isı yayılımı probleminin çözümü üzerine çalışmalar yapıldığı sırada ortaya çıkan ve

literatürde Sturm-Liouville problemleri (SLP) olarak adlandırılan sınır-değer

problemleri ilk kez 19. yüzyılın ilk yarısında C. Sturm ve J. Liouville tarafından

tanımlanmış ve incelenmiştir. Matematiksel fizik problemlerinin araştırılması, klasik

Sturm-Liouville teorisini ilgi odağı haline getirmiş ve bu teorinin daha da

geliştirilmesi ihtiyacı ortaya çıkmıştır.

Örneğin; kristal örgüde iletken elektronun hareketi için basit bir model, periyodik

potansiyele sahip zamandan bağımsız Schrödinger denklemi biçiminde ifade edilir. Bu

potansiyel, kristal örgüdeki iyonlar ve kristaldeki diğer elektronlardan kaynaklanan

kuvvetlerin elektronun hareketi üzerindeki etkisini açıklar. Bu problemin tek boyutlu

olduğu düşünülürse elektronun dalga fonksiyonu olan V (x) potansiyeli periyodik bir

fonksiyon olmak üzere

i~ψt = − ~
2

2m
ψxx + V (x)ψ (2.1)

Schrödinger denklemi elde edilir. Periyodu a ile gösterilirse V (x + a) = V (x) sağlanır.

O halde

u(x) = ϕ
(x

a

)
, q(x) =

2ma2

~
V

(x

a

)
, λ =

2mE

~2

değişken değişimleri yapıldıktan sonra u normal dalga fonksiyonu, λ enerji parametresi,

q(x + 1) = q(x) olmak üzere (2.1) Schrödinger denklemi

−u
′′

+ q(x)u = λu (2.2)

biçimindeki Sturm-Liouville denklemine indirgenir. Schrödinger denkleminin

spektrumu genelde süreklidir ve kapalı aralıkların birleşiminden veya boşluklarla

ayrılmış bantlardan oluşur. Bu bantların ve boşlukların varlığı, kristallerin iletkenlik

özellikleri için önemli etkilere sahiptir. Enerjisi bantlardan birinde bulunan

elektronlar kristal boyunca serbestçe hareket ederken enerjisi boşluklardan birinde

bulunan elektronlar büyük mesafeler boyunca hareket edemez. Bir kristal, boş

olmayan enerji bantları tamamen elektronlarla doluysa bir yalıtkan gibi davranır, bir

metal gibi sadece kısmen doldurulmuş enerji bantlarına sahipse (yüzde 10 ile 90

arasında) elektrik iletir. Yarı iletkenler genellikle tam bir valans bandına sahiptir,

ancak küçük bir bant boşluğu enerjileri Eg ile termal enerji kBT aynı düzendedir.

Sonuç olarak elektronlar valans bandından boş bir iletim bandına termal olarak

uyarılabilir. Daha sonra uyarılmış elektronlar ve valans bandında bıraktıkları delikler
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elektriği iletirler. Bir boyutlu Schrödinger operatörünün spektrumunu incelemek için

periyodik katsayılı lineer adi diferansiyel denklemlere uygulanan Floquet teorisi

kullanılır. Floquet teorisi ayrıca adi diferansiyel denklemlerin zaman-periyodik

çözümlerinin kararlılığını incelemek için de kullanılır. Denklemdeki q(x) katsayısının

periyodikliği çözümlerin periyodik olduğu anlamına gelmez ancak u(x) bir çözüm ise

o zaman u(x + 1)’in de çözüm olduğu anlamına gelir. Örneğin; u
′′

+ u = 0 adi

diferansiyel denklemi periyodu 1 olan katsayılara sahiptir. Bu denklemin cos x ve sin x

çözümleri 1-periyodik değildir, ancak sin(x + 1) = sin x cos 1 + sin 1 cos x ve

cos(x + 1) = cos x cos 1 − sin x sin 1 bir çözümdürler. Floquet teorisi perspektifinde

q(x) = 0 olduğu düşünülürse (2.2) denklemi

−u
′′

= λu

şeklindedir. Eğer λ < 0 ise adi diferansiyel denklemin temel çözüm çifti

u1(x; λ) = e−
√−λx, u2(x; λ) = e

√−λx

şeklindedir. Buradan

u1(x + 1; λ) = e−
√−λu1(x; λ), u2(x + 1; λ) = e

√−λu2(x; λ)

elde edilir. Böylece u1(x + 1; λ) ve u2(x + 1; λ) çözümlerinin

u1(x + 1; λ) = α11u1(x; λ) + α12u2(x; λ)

u2(x + 1; λ) = α21u1(x; λ) + α12u2(x; λ)

biçiminde ifade edildiği görülür. Bu sistemin matrisinin

A =


 a11 a12

a21 a22




olduğu göz önüne alınırsa A(λ) köşegen matrisinin izi D(λ) = 2cosh
√−λ dir.

Eğer λ > 0 ise −u
′′

= λu adi diferansiyel denklemin temel çözüm çifti

u1(x; λ) = cos(
√

λx), u2(x; λ) = sin(
√

λx)

şeklindedir. Böylece

u1(x + 1; λ) = cos(
√

λ)u1(x; λ)− sin(
√

λ)u2(x; λ)
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u2(x + 1; λ) = sin(
√

λ)u1(x; λ) + cos(
√

λ)u2(x; λ)

elde edilir. Burada D(λ) = 2cos
√

λ dir. Böylece sürekli spektruma karşılık gelen

0 ≤ x < ∞ için |D(λ)| ≤ 2 dir. Ayrıca D(λ) = 2, λ = (2m)2π2 olduğunda denklemin

iki boyutlu uzayda 1-periyodik çözümleri, D(λ) = −2, λ = (2m + 1)2π2 olduğunda

denklemin iki boyutlu uzayda 2-periyodik çözümleri vardır. Sıfır olmayan periyodik

potansiyeller için D(λ) davranışı benzerdir ancak yerel maksimum değerleri genel

olarak 2 den büyük ve yerel minimum değerleri genel olarak −2 den küçüktür. Bu

durum boşluklarla ayrılmış, sürekli spektrum bantları olan bir yapıya yol açar. Özel

olarak periyodik bir q(x) potansiyeli verildiğinde iki yardımcı özdeğer problemi ortaya

konmaktadır.

Şimdi

−u
′′

+ q(x)u = λu

u(0) = u(1), u
′
(0) = u

′
(1)

biçimindeki sınır-değer problemi (SDP) göz önüne alınsın. Bu regüler Sturm-Liouville

özdeğer problemidir ve spektrumu n →∞ için λn →∞ olmak üzere

λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·

gibi sonsuz bir reel özdeğerler dizisinden oluşur. Burada iki katlı özdeğerler varsa diziye

iki kez dahil edilir.

Diğer taraftan

−u
′′

+ q(x)u = µu

u(0) = −u(1), u
′
(0) = −u

′
(1)

biçimindeki Sturm-Liouville probleminin spektrumu n →∞ için µn →∞ olmak üzere

µ0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ · · ·

gibi sonsuz bir reel özdeğerler dizisinden oluşur, burada iki katlı herhangi bir özdeğer

iki kez yazılmıştır.

1908 yılında George D. Birkhoff yayımlanmış olduğu makalede

dny

dxn
+ λαn−1(x, λ)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ λnα0(x, λ)y = 0
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formundaki özdeğer parametresine bağlı lineer diferansiyel denklemlerin çözümlerinin

asimptotik davranışlarını incelemiştir. Birkhoff bu çalışmasında regüler sınır şartları

kavramını tanımlamış, probleme uygun diferansiyel operatörün özfonksiyonlarından ve

özfonksiyonlara bağlanmış fonksiyonlardan oluşan sistemin tamlığı hakkında teorem

ispatlamıştır [7].

Daha sonra Tamarkin, çalışmasında parametreye bağlı lineer diferansiyel denklemler

için temel çözüm sisteminin asimptotiğini bulmuş, regüler sınır şartları ile birlikte

güçlü regüler sınır şartları tanımlamış ve bu sınır şartları altında özfonksiyonlar ve

özfonksiyonlara bağlanmış fonksiyonların serisine açılım özelliklerini incelemiştir [24].

Daha sonraki yıllarda fiziğin ortaya koyduğu yeni somut fizik problemlerinin

araştırılması diferansiyel operatörlerin spektral teorisinin hızla gelişmesine yol

açmıştır. Günümüzde de Sturm-Liouville problemleri spektral teorinin ihtiyaç

duyduğu en güncel konulardan biri olmaya devam etmektedir.

Lee, çalışmasında klasik Sturm-Liouville özdeğer problemi ile ilişkili spektral ve salınım

teorisinin periyodik analoglarını sunmuştur [13].

Berghe, Daele ve Meyer, çalışmasında regüler Sturm-Liouville problemlerinin

özdeğerleri periyodik ve yarı-periyodik sınır koşulları altında araştırılmış ve yaklaşık

özdeğerlerin hatasını azaltmak için basit bir lineer bağımlı çok adımlı yöntemin

kullanılabileceği gösterilmiştir [6].

Liu, çalışmasında




un(s) = f(s, u(s), u(α1(s)), · · · , u(αm(s))) , a.e. s ∈ [0, S]

∆ui(sk) = Ii,k(u(sk), · · · , un−1(sk)) , k = 1, · · · , p

n. mertebeden fonksiyonel diferansiyel denkleminin impulse etkileri ve

un(0) = ui(S), i = 0, · · · , n− 1

periyodik sınır koşulları ile birlikte periyodik sınır değer probleminin çözümleri için

varlık problemlerini araştırmıştır. Kullanılan metot Mawhin’in tesadüf derecesi

teorisine ve bazı teknik eşitsizliklere dayanmaktadır. Ayrıca ana sonuçları göstermek

için örnekler sunulmuştur [14].

Wang, çalışmasında sabit nokta teoremini kullanarak zaman ölçeklerinde impulsive
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dinamik denklemleri için birinci dereceden periyodik sınır-değer problemlerinin sınıfına

ait bir ve iki pozitif çözümünü araştırmıştır. Bu makalede ana sonuçları göstermek için

iki örnek verilmiştir [26].

Malathi, Mohamed ve Bachok, makalesinde birinci dereceden adi diferansiyel

denklemlerin sistemine indirgenme yapılmadan çekim tekniği kullanılarak doğrudan

integrasyon yöntemiyle periyodik Sturm-Liouville problemlerinin özdeğerleri

araştırılmıştır. Bu çalışmada Floquet teorisi, Sturm-Liouville problemlerinin aşikar

olmayan bir çözümünü bulmak için uygulanır ve özdeğerlere çekim teknikleri

kullanılarak yaklaşılır. Ayrıca doğrudan integrasyon yöntemiyle elde edilen sonuçlar

ile birinci dereceden adi diferansiyel denklemlerin azaltılmasıyla karşılaştırılan

hesaplama avantajları sunulmaktadır [15].

Boumenir, yayımlamış olduğu makalede Paley-Wiener uzaylarında interpolasyon

teknikleri kullanarak periyodik bir Sturm-Liouville probleminin özdeğerlerinin

hesaplanması ile ilgilenmiştir. Klasik regüler Sturm-Liouville problemlerinin

özdeğerlerini periyodik sınır koşullarıyla hesaplamak için




−u
′′
(t, µ) + Q(t)u(t, µ) = µ2u(t, µ) t ∈ [0, ω]

u(0, µ) = u(ω, µ) ve u
′
(0, µ) = u

′
(ω, µ)

(2.3)

şeklinde yeni bir yöntem tanıtmıştır, burada Q(t) ∈ L1(0, ω) dir. Genel olarak

(2.3)’ün spektrumunun, ayrılmış sınır koşullarında olduğu gibi basit olmayabileceğini

ve bunun büyük bir zorluk olduğunu hatırlatmıştır. Bu durumda sınır fonksiyonunun

iyi bilinen Hill diskriminantı olduğu ortaya çıkıyor ve bu yaklaşım için sadece birkaç

değere ihtiyaç olduğunu belirtmiştir. Kesme hatasının sayısal tarafta daha yüksek

doğruluk sağlayan ve özdeğer ile ilişkili örnekleme noktalarının sayısı arttırılarak en

aza indirilebileceğini ifade ederek özdeğer eklerinin ve sonuçlarının iyi bilinen Sleign2

koduyla karşılaştırılmasının sağlandığı birkaç örneği incelemiştir. Yöntemin

özelliklerinden biri, çift özdeğerlerin yerini bulma olasılığıdır. Gerçekten de kesme

hatasını en aza indirgeyerek, yakın özdeğerleri yakınlaştırabileceğini ifade etmiştir.

Periyodik Sturm-Liouville operatörünün spektral teorisinin kalbinde yer alan Hill

diskriminantı

∆(µ) := u1(ω, µ) + u
′
2(ω, µ)
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şeklinde tanımlanır. Burada u1(t, µ) ve u2(t, µ)





u1(0, µ) = 1

u
′
1(0, µ) = 0

ve





u2(0, µ) = 0

u
′
2(0, µ) = 1

şartlarını sağlayan (2.3)’ün iki bağımsız çözümüdür. µ2 nin (2.3) ile ilişkili bir özdeğer

olduğunu ve µ nin ∆(µ) = 2 denkleminin çözümü olduğunu hatırlatmıştır. Hill

diskriminantının interpolasyonu için analitik fonksiyonlar açısından uygun bir temsil

bulunması gerektiğini belirtmiştir. Ters spektral teoriden u1(t, µ) ve u2(t, µ)

u1(t, µ) = cos tµ +

∫ t

0

K1(t, η) cos ηµdη

u2(t, µ) =
sin tµ

µ
+

∫ t

0

K2(t, η)
sin ηµ

µ
dη

eşitlikleri ile temsil edilebilir; buradaki K1 ve K2 dönüşüm operatörlerinin çekirdeğidir.

Q’nun yerel olarak integrallenebilir m tane türevi varsa K1 ve K2’nin yerel olarak

integrallenebilir m + 1 tane türevi olduğunu hatırlatarak m = 0 için bu K1 ve K2’nin

yerel olarak integrallenebilir olduğunu, K1 ve K2’nin sürekli fonksiyonlar olduğunu

ifade etmiştir. Lyapunov fonksiyonunun veya (2.3) için Hill diskriminantının K1 ve K2

kullanılarak açıklanabileceğini belirtmiştir. Buradan

∆(µ) : = u1(ω, µ) + u
′
2(ω, µ)

= 2 cos ωµ + K1(ω, ω)
sin ωµ

µ
+ K2(ω, ω)

sin ωµ

µ

+

∫ ω

0

[
∂

∂t
K2(ω, η) +

∂

∂t
K1(ω, η)

]
sin ηµ

µ
dη.

elde edilir. Aşağıda

S(µ) =

∫ ω

0

[
∂

∂t
K2(ω, η) +

∂

∂t
K1(ω, η)

]
sin ηµ

µ
dη

q :=

∫ ω

0

|Q(η)|dη

ξ := exp

(
c

∫ ω

0

η|Q(η)|dη

)

gösterimlerinden ve
∣∣∣∣
sin z

z

∣∣∣∣ ≤ c
exp(|Imz|)

1 + |z|
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eşitsizliğinden yararlandığını belirterek daha sonra Paley-Wiener uzayının

PWω =

{
F (µ) : |F (µ)| < Meω|Imµ| ve

∫ ∞

−∞
|F (µ)|2dµ < ∞

}

eşitliği ile tanımlandığını elde etmiştir.

K1(ω, ω) = K2(ω, ω) =
1

2

∫ ω

0

Q(η)dη

eşitliğini hatırlatarak sonuç olarak

∆(µ) := 2 cos ωµ +
sin ωµ

µ

∫ ω

0

Q(η)dη + S(µ)

elde edildiğini göstermiştir [8].

Aydemir ve Mukhtarov, çalışmasında iki aralıklı Sturm-Liouville özfonksiyon

açılımlarına esas olarak integral denklemler yöntemine dayanan yeni bir yaklaşım

sunmuşlardır. Burada Sturm-Liouville problemi bir iç noktada iki tamamlayıcı geçiş

şartıyla birlikte ele alınmıştır [1].

Kandemir, çalışmasında lokal olmayan sınır koşulları ve geçiş koşulları ile birlikte

süreksiz katsayılı ikinci mertebeden eliptik diferansiyel operatör denklemlerini içeren

lokal olmayan sınır-değer problemleri ele alınmıştır [10].

Aydemir ve Mukhtarov, çalışmasında bir iç noktada süreksizliğe sahip olan bir

Sturm-Liouville probleminin özdeğerlerinin ve özfonksiyonlarının bazı spektral

özellikleri incelenmiştir. Kendi yaklaşımlarını kullanarak özfonksiyon genişlemelerinin

düzgün yakınsaması, Parseval eşitliği, Rayleigh-Ritz formülü, minimax ilkesi ve

dikkate alınan sınır-değer-geçiş problemi için özdeğerlerin monotonluğu gibi özellikler

araştırılmıştır [2].

Aydemir ve Mukhtarov, makalesinde özdeğer parametresinin sadece denklemde değil,

aynı zamanda sınır ve geçiş koşullarında da ortaya çıktığı iki ayrık aralıkta

Sturm-Liouville problemlerinin yeni bir sınıfı araştırılmıştır. Özdeğerlerin ve

özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonların bazı spektral özellikleri incelenmiştir.

Özellikle özdeğerlerin asimptotik davranışı ve karşılık gelen özfonksiyonlar

incelenmiştir [3].

Mukhtarov, Olğar, Aydemir ve Jabbarov makalesinde iki ayrık aralıkta

Sturm-Liouville denkleminin bir sınır-değer problemi sınıfını süreksizlik noktasındaki
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ilave geçiş şartlarıyla birlikte incelemiştir. λ spektral parametresi sadece

Sturm-Liouville denkleminde değil aynı zamanda sınır koşullarında da

bulunmaktadır. Bu sınır-değer problemlerinin operatör-denklem formülasyonu

oluşturularak spektral özellikleri araştırılmıştır [22].

Kandemir ve Mukhtarov, çalışmalarında iki ayrık aralıkta sınır geçiş koşulları ile

birlikte eliptik diferansiyel-operatör denklemi ele alınmıştır. Sınır geçiş koşullarının,

sonlu sayıda iç noktalar ve soyut lineer operatörler içerebileceği belirtilmiştir. Kök

fonksiyonları sisteminin ilgili Hilbert uzayında bir Abel bazı oluşturduğu

kanıtlanmıştır [12].

Son yıllarda geçiş şartı içeren Sturm-Liouville problemleri [4, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 21]

vb. çalışmalarında da oldukça geniş ve farklı özellikleri ile araştırılmıştır.
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3. GENEL BİLGİLER

Bu kesimde u(x) fonksiyonlarının reel değerli ya da kompleks değerli fonksiyon oldukları

kabul edilecektir. Bu nedenle aşağıda F gösterimi hem R hem de C cisimlerini temsil

edecek şekilde kullanılacaktır. Ayrıca burada [a, b], (a, b), [a, b), (a, b] aralıklarının

her biri ortak I simgesi ile gösterilecektir; burada −∞ ≤ a < b ≤ +∞ dur (yani

I açık, kapalı, yarı açık, sınırlı veya sınırsız olsun). C(I,F), C1(I,F), C2(I,F), · · ·
gösterimleri sürekli, birinci mertebeden sürekli türevlenebilir, ikinci mertebeden sürekli

türevlenebilir fonksiyonların sınıfları için kullanılacaktır.

Her i ∈ N için C i(I,F) ⊂ Ci−1(I,F) ve C0(I,F) := C(I,F) dir.

3.1. Tanım H, F (kompleks veya reel) cismi üzerinde tanımlanan bir lineer uzay olsun.

〈 , 〉 : H ×H −→ F fonksiyonu

i. ∀ α, β ∈ F, ∀ x, y, z ∈ H için 〈αx + βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉
ii. ∀ x, y ∈ H için 〈x, y〉 = 〈y, x〉
iii. ∀ x ∈ H için 〈x, x〉 ≥ 0 ve 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0

koşullarını sağlıyorsa 〈 , 〉 fonksiyonuna H lineer uzayı üzerinde bir iç çarpım H’ye

de iç çarpım uzayı denir ve (H, 〈 , 〉) ile gösterilir [9].

3.2. Tanım (H, 〈 , 〉) iç çarpım uzayı olsun. Eğer H, ∀x ∈ H için ‖x‖ =
√
〈x, x〉

iç çarpımdan indirgenen norma göre tam ise H’ye Hilbert uzayı denir [9].

3.3. Tanım p ∈ C1(I,F) ve q ∈ C(I,F) olmak üzere ve

(Lu)(x) :=
d

dx

(
p(x)

du

dx

)
− q(x)u(x)

L : C2(I,F) −→ C(I,F), u(x) 7→ (Lu)(x) şeklinde tanımlanan dönüşüme Sturm-

Liouville operatörü adı verilir.

3.1. Not Dikkat edilirse u ∈ C2(I,F) ise Lu ∈ C(I,F) olduğu açıktır. L’nin bir lineer

operatör olduğu kolayca gösterilebilir.

Gerçekten ∀u, v ∈ C2(I,F), ∀α, β ∈ F için

L(αu + βv) =
d

dx

(
p(x)

d(αu + βv)

dx

)
− q(x)(αu + βv)

L(αu + βv) = αL(u) + βL(v)
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elde edilir.

3.4. Tanım r ∈ C(I,F) olmak üzere λ ∈ F özdeğer parametresine bağlı

Lu + λru = 0, x ∈ I (3.1)

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir.

(3.1) Sturm-Liouville denklemi uygun sınır koşulları ile birlikte Sturm-Liouville

problemi (sistemi) olarak adlandırılır.

Aşağıdaki tanımlarda I = [a, b] nin sınırlı veya kapalı aralık; p, q, r reel değerli

fonksiyonlar; p ∈ C1(I,R), q, r ∈ C(I,R) ve u ∈ C2(I,F) olduğu göz önüne

alınacaktır.

3.5. Tanım Bir Sturm-Liouville denkleminde yukarıdaki şartlara ek olarak ∀ x ∈ [a, b]

için p(x), r(x) > 0 şartları da sağlanırsa o halde bu denkleme regüler Sturm-Liouville

operatörü (veya denklemi) denir.

3.6. Tanım I = [a, b] aralığında verilmiş "L" operatörü regüler Sturm-Liouville

operatörü ise

Lu + λru = 0

α1u(a) + α2u
′
(a) = 0 , β1u(b) + β2u

′
(b) = 0

problemine regüler Sturm-Liouville problemi denir. Burada α1, α2, β1, β2 ∈ R,

α2
1 + α2

2 > 0 ve β2
1 + β2

2 > 0 dir.

3.7. Tanım α1, α2, β1, β2 ∈ R, α2
1 + α2

2 > 0 ve β2
1 + β2

2 > 0 olmak üzere

Lu + λru = 0

α1u(a) + α2u
′
(a) = 0 , β1u(b) + β2u

′
(b) = 0

regüler Sturm-Liouville problemi verilsin. Regüler olmayan Sturm-Liouville problemine

singüler Sturm-Liouville problemi denir. O halde

i. a ve b noktalarından en az biri sonsuzdur

ii. Herhangi bir x ∈ [a, b] için p(x) = 0 veya r(x) = 0

iii. p(x) ve q(x) fonksiyonlarının en az birinin sınır noktalarının en az birinde sonlu

limiti yoktur



12

durumlarından en az biri sağlanıyorsa singüler Sturm-Liouville problemi elde edilir.

3.8. Tanım p ∈ C1(R,R), q, r ∈ C(R,R) nin (b − a) periyotlu fonksiyonlar olduğu

durumda

u(a) = u(b) , u
′
(a) = u

′
(b)

periyodik sınır şartları ile verilen regüler bir Sturm-Liouville denkleminden oluşan

probleme periyodik Sturm-Liouville problemi denir (burada u periyodik olarak [a, b]

den C2(R,R)’ye genişletilebilir).

3.9. Tanım p ∈ C1(R,R), q, r ∈ C(R,R) nin (b − a) periyotlu fonksiyonlar olduğu

durumda

u(a) = −u(b) , u
′
(a) = −u

′
(b)

anti-periyodik sınır şartları ile verilen regüler bir Sturm-Liouville denkleminden oluşan

probleme anti-periyodik Sturm-Liouville problemi denir (burada u periyodik olarak

[a, b] den C2(R,R)’ye genişletilebilir).

3.1. Teorem (Lagrange Özdeşliği) ∀ u, v ∈ C2(I,F) için

uLv − vLu =
d

dx
[p(x)W (u, v; x)]

eşitliği sağlanır.

Burada W (u, v; x) = u
′
v − uv

′ fonksiyonuna Wronskian denir.

İspat

uLv − vLu = u(pv
′
)
′ − (pu

′
)
′
+ vqu

= (pv
′
u)

′ − (pu
′
v)

′

=
d

dx
[p(uv

′ − u
′
v)]

eşitliği sağlanır. Lagrange özdeşliğinden kolayca aşağıdaki önemli formül elde edilir.

3.10. Tanım (Green Formülü) ∀ u, v ∈ C2(I,F) için
∫ b

a

(uLv − vLu)dx = [p(uv
′ − u

′
v)]|ba = [pW (u, v)]|ba

eşitliği sağlanır.

3.11. Tanım u ve v aynı homojen sınır şartlarını sağlayan iki fonksiyon olsun.

L =
d

dx
(p(x)

d

dx
)− q(x), a ≤ x ≤ b
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operatörü

〈u, Lv〉 = 〈Lu, v〉 yani
∫ b

a

(uLv − vLu)dx = 0

eşitliğini sağlıyorsa L operatörü kendine eşleniktir denir.

3.2. Teorem p(a) = p(b), I = [a, b] olmak üzere u ∈ C2(I,F), p ∈ C1(I,R), q, r ∈
C(I,R), her x ∈ I için p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ ∈ C ise x den bağımsız kompleks

parametre olsun.

Lu + λru = 0

u(a) = u(b) , u
′
(a) = u

′
(b)

eşitlikleriyle verilen periyodik Sturm-Liouville problemi kendine eşleniktir.

İspat u, v ∈ C2(I,F) olmak üzere verilen problemin kendine eşlenik olması için gerek

ve yeter şart
∫ b

a
(uLv − vLu)dx = 0 olmasıdır.

Lu =
d

dx
(p(x)

du(x)

dx
)− q(x)u(x) + λr(x)u(x)

Lv =
d

dx
(p(x)

dv(x)

dx
)− q(x)v(x) + λr(x)v(x)

eşitliklerinden Lu ifadesi v ile Lv ifadesi u ile çarpılırsa

vLu = pu
′′
v + p

′
u
′
v − quv + λruv

uLv = puv
′′

+ p
′
uv

′ − quv + λruv

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa çıkarılarak düzenlenirse

uLv − vLu = p(uv
′′ − u

′′
v) + p

′
(uv

′ − u
′
v)

= p(uv
′ − u

′
v)

′
+ p

′
(uv

′ − u
′
v)

= [p(uv
′ − u

′
v)]

′

olduğu görülür. Son eşitlik a ’dan b ’ye integrallenirse
∫ b

a

(uLv − vLu)dx = p(uv
′ − u

′
v)|ba

= p(b)[u(b)v
′
(b)− u

′
(b)v(b)]− p(a)[u(a)v

′
(a)− u

′
(a)v(a)]

eşitliği elde edilir. Burada p(a) = p(b), u(a) = u(b), u
′
(a) = u

′
(b), v(a) = v(b),

v
′
(a) = v

′
(b) eşitlikleri dikkate alınırsa

∫ b

a

(uLv − vLu)dx = 0



14

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

3.12. Tanım λ kompleks parametresine bağlı Sturm-Liouville probleminin herhangi bir

aşikar olmayan u 6= 0 çözümü varsa λ ’ya bu problemin özdeğeri, u fonksiyonuna ise

bu özdeğere karşılık gelen özfonksiyon denir.

3.13. Tanım r ∈ C(I,R) ve ∀ x ∈ I için r(x) > 0 olsun. u, v ∈ C(I,F) olmak üzere

eğer

〈u, v〉r :=

∫

I

u(x)v(x)r(x)dx = 0

eşitliği sağlanıyorsa u ve v fonksiyonları r ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir denir.

3.1. Lemma u1 ve u2 periyodik Sturm-Liouville probleminin özfonksiyonları ise

W (u1, u2; x) =

∣∣∣∣∣∣
u1(x) u

′
1(x)

u2(x) u
′
2(x)

∣∣∣∣∣∣

Wronskianı için

W (u1, u2; a) = W (u1, u2; b)

eşitliği sağlanır.

3.3. Teorem Periyodik Sturm-Liouville probleminin λ1 6= λ2 olmak üzere λ1 ve λ2

özdeğerlerine karşılık gelen u1 ve u2 özfonksiyonları r ağırlık fonksiyonuna göre

ortogonaldir. Yani

〈u1, u2〉r := 0

dir.

İspat p(a) = p(b) olmak üzere

L[u] + λr(x)u = 0

u(a) = u(b) , u
′
(a) = u

′
(b)

periyodik Sturm-Liouville problemi göz önüne alınsın. Bu periyodik Sturm-Liouville

sınır değer probleminin farklı özdeğerleri λ1 , λ2 ve bu özdeğerlere karşılık gelen

özfonksiyonları sırasıyla u1 ve u2 olsun.

Green formülü kullanılarak
∫ b

a

(u1Lu2 − u2Lu1)dx = [p(u1u
′
2 − u

′
1u2)]|ba = [pW (u1, u2)]|ba (3.2)
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yazılabilir. O halde;

u1(a) = u1(b) , u
′
1(a) = u

′
1(b)

u2(a) = u2(b) , u
′
2(a) = u

′
2(b)

Lu1 + λ1ru1 = 0 , Lu2 + λ2ru2 = 0

eşitlikleri yazılabilir. Ayrıca

Lu1 = −λ1ru1 , Lu2 = −λ2ru2 (3.3)

eşitlikleri (3.2)’nin sol tarafında yerine yazılırsa
∫ b

a

(u1Lu2 − u2Lu1)dx =

∫ b

a

[u1(−λ2ru2)− u2(−λ1ru1)]dx

= (λ1 − λ2)

∫ b

a

u1(x)u2(x)r(x)dx

= (λ1 − λ2)〈u1, u2〉r

elde edilir. Buradan,

(λ1 − λ2)〈u1, u2〉r = [pW (u1, u2)]|ba
= p(b)W (u1, u2)(b)− p(a)W (u1, u2)(a)

= p(b)

∣∣∣∣∣∣
u1(b) u

′
1(b)

u2(b) u
′
2(b)

∣∣∣∣∣∣
− p(a)

∣∣∣∣∣∣
u1(a) u

′
1(a)

u2(a) u
′
2(a)

∣∣∣∣∣∣

= p(b)

∣∣∣∣∣∣
u1(b) u

′
1(b)

u1(b) u
′
1(b)

∣∣∣∣∣∣
− p(a)

∣∣∣∣∣∣
u1(a) u

′
1(a)

u1(a) u
′
1(a)

∣∣∣∣∣∣
= 0

elde edilir. Böylece (λ1 − λ2)〈u1, u2〉r = 0 ve λ1 6= λ2 olduğu için 〈u1, u2〉r = 0 olduğu

görülür. O halde u1 ve u2 özfonksiyonları r ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir.

3.2. Lemma (λ, u) bir özdeğer-özfonksiyon çifti ise (λ, u) de bir özdeğer-özfonksiyon

çiftidir.

İspat Lu + λru = 0 denkleminde eşitliğin her iki tarafının eşleniği alınırsa;

Lu + λru = 0 = 0

olur. Buradan gerekli işlemler yapılırsa

Lu + λru = 0
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olduğu görülür.

3.4. Teorem Periyodik Sturm-Liouville sınır-değer probleminin bütün özdeğerleri

reeldir.

İspat Periyodik Sturm-Liouville sınır-değer probleminin λ ∈ C özdeğerine karşılık

gelen özfonksiyonu u olsun. O halde

L[u] + λr(x)u = 0 , u(a) = u(b) , u
′
(a) = u

′
(b) (3.4)

L[u] + λr(x)u = 0 , u(a) = u(b) , u
′
(a) = u

′
(b) (3.5)

yazılabilir. (3.4) eşitliği u, (3.5) eşitliği u ile çarpılırsa;

uL[u] + λr(x)uu = 0 (3.6)

uL[u] + λr(x)uu = 0 (3.7)

elde edilir. (3.6), (3.7) eşitlikleri taraf tarafa çıkartılıp düzenlenirse;

[p(u
′
u− uu

′
)]
′
+ (λ− λ)ruu = 0 (3.8)

eşitliği elde edilir. (3.8) eşitliği a dan b ye integrallenirse;

[p(u
′
u− uu

′
)]|ba = −(λ− λ)

∫ b

a

r(x)|u(x)|2dx

bulunur. Buradan

p(b)[u
′
(b)u(b)− u(b)u

′
(b)]− p(a)[u

′
(a)u(a)− u(a)u

′
(a)]

= −(λ− λ)

∫ b

a

r(x)|u(x)|2dx

yazılabilir. (3.4) ve (3.5) eşitlikleri kullanılarak

p(b)[u
′
(b)u(b)− u(b)u

′
(b)]− p(b)[u

′
(b)u(b)− u(b)u

′
(b)]

= −(λ− λ)

∫ b

a

r(x)|u(x)|2dx

olduğu görülür ve buradan

0 = −(λ− λ)

∫ b

a

r(x)|u(x)|2dx (3.9)

eşitliği elde edilir. u bir özfonksiyon ve r > 0 olduğundan

λ− λ = 0 ⇒ λ = λ
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eşitliği bulunur. O halde λ özdeğeri reeldir.

3.14. Tanım L regüler ya da periyodik Sturm-Liouville operatörü olsun.

Regüler durumda L operatörünün tanım bölgesi

D(L) = {u ∈ C2(I) | α1u(a) + α2u
′
(a) = 0 , β1u(b) + β2u

′
(b) = 0 ,

α2
1 + α2

2 > 0 , β2
1 + β2

2 > 0} (3.10)

periyodik durumda L operatörünün tanım bölgesi

D(L) = {u ∈ C2(I) | u(a) = u(b) , u
′
(a) = u

′
(b)} (3.11)

şeklinde tanımlansın.

L : D(L) −→ C(I) ve ∀u, v ∈ D(L) olmak üzere eğer 〈u, Lv〉 = 〈Lu, v〉 eşitliği

sağlanıyorsa L operatörü simetriktir denir.

3.3. Lemma Periyodik Sturm-Liouville operatörü simetriktir.

İspat Green formülü yardımıyla; ∀ u, v ∈ D(L) olmak üzere

〈u, Lv〉 − 〈Lu, v〉 =

∫ b

a

(uLv − Luv)dx = [p (uv
′ − u

′
v)]|ba = 0

olduğu açıktır. O halde (3.11)’den yararlanılırsa

〈u, Lv〉 = 〈Lu, v〉

eşitliği elde edilir.

3.2. Not Teorem 3.2, Lemma 3.1, Teorem 3.3, Lemma 3.2, Teorem 3.4, Lemma 3.3’ün

hükümleri anti-periyodik Sturm-Liouville problemleri için de geçerlidir. İspatlar

tamamen benzerdir. Tezin "4. Bulgular" bölümünde anti-periyodik Sturm-Liouville

probleminin bir genelleşmesi araştırılmıştır. Bu genelleşmiş problemin özel bir

durumu (K = 1 durumu) klasik anti-periyodik Sturm-Liouville problemine dönüştüğü

için 3.2, 3.3, 3.4 Teoremlerinin ve de 3.1, 3.2, 3.3 Lemmalarının anti-periyodik

durumları "4. Bulgular" bölümündeki uygun teorem ve lemmaların özel durumlarına

indirgenmiş olur. Bu nedenle yukarıda bahsedilen Teorem ve Lemmaların ispatları

sadece periyodik durumlar için verilmiştir.
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3.15. Tanım λ özdeğerine uygun ∀u1, u2 özfonksiyon çifti için

u1 = cu2

olacak biçimde c 6= 0 sabiti bulunursa, o halde λ basit özdeğerdir denir.

Örnek: (Özdeğerleri Basit Olmayan Periyodik Sturm-Liouville Problemi)

u
′′

+ λu = 0 , I = (−1, 1)

u(−1) = u(1)

u
′
(−1) = u

′
(1)

biçiminde verilen periyodik Sturm-Liouville sınır-değer problemi incelenecektir.

(a) λ < 0 için; u
′′

+ λu = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümü

u(x) = Ae
√−λx + Be−

√−λx

şeklindedir. u(−1) = u(1) sınır koşulları genel çözümde yazılırsa;

Ae−
√−λ + Be

√−λ = Ae
√−λ + Be−

√−λ

A(e−
√−λ − e

√−λ) = B(e−
√−λ − e

√−λ)

A = B

olduğu görülür. O halde

u(x) = A(e
√−λx + e−

√−λx) = 2Acosh
√
−λx

u
′
(x) = 2A

√
−λsinh

√
−λx

eşitliği elde edilir. u
′
(−1) = u

′
(1) sınır koşulları genel çözümde yazılırsa;

−2A
√
−λsinh

√
−λ = 2A

√
−λsinh

√
−λ

4A
√
−λsinh

√
−λ = 0 ⇒

√
−λ = 0

olup λ = 0 olur. Bu ise λ < 0 kabulü ile çelişki oluşturuyor. Yani çözüm λ < 0 biçiminde

özdeğer bulunmamaktadır.

(b) λ = 0 için; u
′′

= 0 diferansiyel denkleminin genel çözümü

u(x) = Ax + B
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şeklindedir. u(−1) = u(1) sınır koşulları genel çözümde yazılırsa;

−A + B = A + B

eşitliğinden A = 0 olduğu görülür. u
′
(−1) = u

′
(1) sınır koşulları genel çözümde

yazılırsa;

A = 0

elde edilir. Bu nedenle u(x) = B, B 6= 0 için bir özfonksiyondur.

‖u‖2 =

∫ 1

−1

B2dx = 2B2 = 1

olduğundan B = 1√
2
normal özfonksiyondur, yani (0, 1√

2
) normal özdeğer-özfonksiyon

çiftidir.

(c) λ > 0 için; u
′′

+ λu = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümü

u(x) = Acos
√
−λx + Bsin

√
−λx

şeklindedir. u(−1) = u(1) sınır koşulları genel çözümde yazılırsa;

Acos
√
−λ−Bsin

√
−λ = Acos

√
−λ−Bsin

√
−λ

Bsin
√
−λ = 0

eşitliği elde edilir.

u
′
(x) = −A

√
−λsin

√
−λx + B

√
−λcos

√
−λx

eşitliğinde u
′
(−1) = u

′
(1) sınır koşulları yazılırsa;

A
√
−λsin

√
−λ + B

√
−λcos

√
−λ = −A

√
−λsin

√
−λ + B

√
−λcos

√
−λ

A
√
−λsin

√
−λ = 0

eşitliği elde edilir.

Bsin
√
−λ = 0 ve A

√
−λsin

√
−λ = 0

olup herhangi A, B ∈ R için hem A hem de B sıfır olmadığından sin
√−λ = 0 olur ve

buradan

∀ n ∈ N için
√
−λ = nπ
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şeklindedir. (n2π2, Acosnπx + Bsinnπx) özdeğer-özfonksiyon çiftidir. Yani özdeğerler

λ0 = 0 < λ1 < λ2 < · · · < λn = n2π2 < · · ·

şeklinde olup n ≥ 1 için λn özdeğerine karşılık gelen cosnπx ve sinnπx lineer bağımsız

özfonksiyonları vardır. Bu nedenle özdeğerleri basit değildir.

3.4. Lemma Regüler ya da periyodik Sturm-Liovuille probleminin özdeğerleri artan ve

sınırsız bir dizi oluşturur. Yani

λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · , λn −→∞ (n −→∞).

3.16. Tanım [a, b] aralığında tanımlı f fonksiyonu verilsin. Eğer ∀ ε > 0 için öyle ρ > 0

sayısı varsa ki
s∑

p=1

(bp − ap) < ρ

olacak biçimde her sonlu sayıda ayrık (a1 − b1), (a2 − b2), · · · , (as − bs) aralıkları için

s∑
p=1

|f(bp)− f(ap)| < ε

olsun. O zaman f fonksiyonuna [a, b] aralığında mutlak süreklidir denir [5].

3.17. Tanım (Weierstrass M Testi)
∑

fn , A üzerinde tanımlı fonksiyonların bir serisi

olsun.

∀ x ∈ A için |fn(x)| ≤ an ve
∑

an < ∞ ise
∑

fn fonksiyonlar serisi A üzerinde

düzgün ve mutlak yakınsaktır.

3.18. Tanım (Cauchy İntegral Formülü) Eğer

y(n)(x) = f(x)

ise o halde

y =
1

(n− 1)!

∫ x

x0

(x− t)n−1f(t)dt + Pn−1(x)

eşitliği sağlanır. Burada

Pn−1(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · ·+ cn−1x

n−1

keyfi (n− 1). mertebeden türevlenebilen polinomdur.
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3.19. Tanım g : C −→ C fonksiyonu ve z0 ∈ C noktası verilsin. Eğer herhangi bir n

doğal sayısı için

g(z0) = g
′
(z0) = · · · = g(n−1)(z0) = 0 , g(n)(z0) 6= 0

ise bu durumda z = z0 noktasına g(z) fonksiyonunun n katlı sıfır yeri denir.

3.20. Tanım Kompleks düzlemin herhangi bir S ⊂ C bölgesinde tanımlı olan

ϕ(t), ω(t), ve µ(t) fonksiyonları verilsin. Eğer

|ϕ(t)| ≤ K|ω(t)|, t ∈ S ∩ {t : |t| > L}

eşitsizliği sağlanacak şekilde K > 0, L > 0 sayıları varsa

ϕ(t) = O(ω(t)), t ∈ S, t −→∞ (3.12)

biçiminde yazılır ve bu ifadeye asimptotik eşitlik denir. Eğer,

ϕ(t)− µ(t) = O(ω(t)), t ∈ S, t −→∞

ise o halde

ϕ(t) = µ(t) + O(ω(t)), t ∈ S, t −→∞ (3.13)

yazılır. t0 ∈ S olmak üzere eğer ϕ(t) = ω(t)ρ(t) ve

lim
t→t0,t∈S

ρ(t) = 0

olacak şekilde ρ(t) : C −→ C fonksiyonu mevcutsa

ϕ(t) = o(ω(t)), t ∈ S, t −→ t0 (3.14)

yazılır ve ϕ(t) fonksiyonu t0 noktasının yakın komşuluğunda ω(t)’ye göre sonsuz

küçüktür denir. ϕ(t)
ω(t)

fonksiyonu t0 noktasının herhangi komşuluğunda sınırlı ise

ϕ(t) = O(ω(t)), t ∈ S, t −→ t0 (3.15)

yazılır. Eğer

lim
t→t0

ϕ(t)

ω(t)
= 1

ise

ϕ(t) ∼ ω(t), t ∈ S, t −→ t0 (3.16)

yazılır. Hangi S bölgesinden bahsedildiği açık şekilde bilinirse t ∈ S ifadesi yazılmaz.
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{pn}, {qn} ve {rn} reel veya kompleks sayı dizileri verilsin. ∀n ≥ n0 için |pn| ≤ K|qn|
sağlanacak şekilde ∃n0 ∈ N ve ∃K > 0 varsa o halde

pn = O(qn) (3.17)

yazılır. pn − rn = O(qn) olduğunda ise bu durum

pn = rn + O(qn) (3.18)

biçiminde gösterilir. Eğer pn = µnqn, µn −→ 0 olacak biçimde (µn) dizisi varsa

lim
n→∞

pn

qn

= 0

olduğunda bu

pn = o(qn) (3.19)

biçiminde gösterilir. pn − rn = o(qn) olduğunda ise bu

pn = rn + o(qn) (3.20)

biçiminde gösterilir. (3.12)-(3.20) şeklindeki formüllere asimptotik formüller denir [25].

3.5. Teorem (Rouche Teoremi) f(z) ve g(z) kompleks fonksiyonları basit ve kapalı bir

C yolu üzerinde ve içinde analitik ve C yolu üzerinde |g(z)| < |f(z)| olsun. O halde

f(z) + g(z), C içinde f(z) ile aynı sayıda sıfıra sahiptir [23].
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4. BULGULAR

Bu bölümde incelenen problem ifade edilecektir. Ardından incelenen sınır-değer-geçiş

problemi için uygun Hilbert uzayının ve diferansiyel operatörün kurulması ele

alınacaktır.

4.1. Sınır Değer Probleminin İfadesi

Bu çalışmada L2(−1, 0)⊕ L2(0, 1) Hilbert uzayında

Lu := −u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x) , x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1] (4.1.1)

diferansiyel denkleminden;

u(−1) = −u(1) (4.1.2)

u
′
(−1) = −u

′
(1) (4.1.3)

anti-periyodik sınır şartlarından ve x = 0 noktasındaki

u(+0) = Ku(−0) (4.1.4)

u
′
(+0) =

1

K
u
′
(−0) (4.1.5)

geçiş şartlarından oluşan sınır-değer-geçiş probleminin bazı spektral özellikleri

incelenecektir. Burada q(x) fonksiyonu [−1, 0) ve (0, 1] aralıklarında sürekli, x = 0

noktasında ise sonlu q(∓0) limit değerlerine sahip olan bir fonksiyon, K 6= 0 reel sayı

ve λ kompleks özdeğer parametresidir.

4.2. Verilmiş Sınır-Değer-Geçiş Problemine Uygun Hilbert Uzayının ve

Diferansiyel Operatörün Kurulması

4.2.1. Tanım (4.1.1)− (4.1.5) ile tanımlanan sınır-değer problemi için λ = λ0 değerine

karşılık gelen sıfırdan farklı u0 çözümleri varsa λ = λ0 değeri (4.1.1)−(4.1.5) sınır-değer

probleminin özdeğeri olarak adlandırılacaktır.

Bu bölümde (4.1.1) − (4.1.5) ile tanımlanan sınır-değer problemine uygun olan özel

bir Hilbert uzayı kurulacak ve bu uzayda verilmiş sınır-değer-geçiş problemi ile aynı

özdeğerlere sahip olan lineer operatör kurulacaktır.
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ϕ(x) ∈ L2(−1, 0)⊕ L2(0, 1) olmak üzere

H = {ϕ(x) | ϕ(x) ∈ L2(−1, 0)⊕ L2(0, 1)}

biçiminde olan lineer uzayda ϕ(x), ω(x) ∈ H elemanlarının iç çarpımını

〈ϕ(x), ω(x)〉 =

∫ −0

−1

ϕ(x)ω(x)dx +

∫ 1

+0

ϕ(x)ω(x)dx (4.2.1)

eşitliği ile tanımlansın.

4.2.1. Lemma (4.2.1) eşitliği H lineer uzayında bir iç çarpım fonksiyonu tanımlar.

4.2.2. Lemma H := L2(−1, 0)⊕ L2(0, 1) ile tanımlı (H, 〈 , 〉) iç çarpım uzayı Hilbert

uzayıdır.

İspat İspat için H uzayından alınan keyfi bir Cauchy dizisinin yakınsak olduğunu

göstermek yeterlidir.

((ϕn)n∈N) dizisi H’de bir Cauchy dizisi olsun. O halde

∀ ε > 0 için ∃n0(ε) ∈ N vardır öyle ki ∀ n,m ≥ n0(ε) için ‖ϕn − ϕm‖2 < ε2 yazılabilir.

‖ϕn − ϕm‖2
H = 〈ϕn − ϕm , ϕn − ϕm〉H

= 〈ϕn − ϕm , ϕn − ϕm〉L2(−1,0) + 〈ϕn − ϕm , ϕn − ϕm〉L2(0,1)

=

∫ −0

−1

(ϕn − ϕm)(ϕn − ϕm)dx +

∫ 1

+0

(ϕn − ϕm)(ϕn − ϕm)dx

=

∫ −0

−1

|ϕn − ϕm|2dx +

∫ 1

+0

|ϕn − ϕm|2dx

= ‖ϕn − ϕm‖2
L2(−1,0) + ‖ϕn − ϕm‖2

L2(−1,0) < ε2

olduğu için

‖ϕn − ϕm‖2
L2(−1,0) < ε2 , ‖ϕn − ϕm‖2

L2(0,1) < ε2

elde edilir. O halde (ϕn)n∈N dizisi L2(−1, 0) ve L2(0, 1) de bir Cauchy dizisidir.

L2(−1, 0) ve L2(0, 1) uzayları tam olduklarından bu uzaylardan alınan herhangi bir

Cauchy dizisi yakınsaktır. Böylece;

‖ϕn − ϕl‖2
L2(−1,0) −→ 0 , (n −→∞)

‖ϕn − ϕr‖2
L2(0,1) −→ 0 , (n −→∞)

olacak biçimde ϕl ∈ L2(−1, 0) ve ϕr ∈ L2(0, 1) mevcuttur. O halde
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ϕ̃ :=





ϕl , x ∈ [−1, 0)

ϕr , x ∈ (0, 1]
∈ H olmak üzere

‖ϕn − ϕ̃‖2
H = ‖ϕn − ϕl‖2

L2(−1,0) + ‖ϕn − ϕr‖2
L2(0,1) −→ 0 , (n −→∞)

ifadesi elde edilir. Dolayısıyla bu ifade H’dan alınan (ϕn)n∈N Cauchy dizisinin

yakınsaması demektir.

Şimdi bu uzayda verilmiş sınır-değer-geçiş problemi ile aynı özdeğerlere sahip lineer

operatör kurulacaktır.

(4.1.1)-(4.1.5) sınır-değer probleminin özdeğerleri ve özfonksiyonlarına karşılık gelen

A : H −→ H (4.2.2)

operatörü

D(A) = { ϕ ∈ H | sonlu ϕ(∓0) ve ϕ
′
(∓0) limit değerleri mevcuttur,

ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ
′
1(x), ϕ

′
2(x) fonksiyonları [−1, 0] ve [0, 1]

aralıklarında mutlak süreklidirler, −ϕ
′′
1 + q(x)ϕ1 ∈ L2(−1, 0),

− ϕ
′′
2 + q(x)ϕ2 ∈ L2(0, 1), ϕ1(−1) = −ϕ2(1), ϕ

′
1(−1) = −ϕ

′
2(1),

ϕ1(0) = Kϕ2(0), ϕ
′
1(0) =

1

K
ϕ
′
2(0)} (4.2.3)

tanım bölgesinde

Aϕ := −ϕ
′′

+ q(x)ϕ (4.2.4)

eşitliği ile tanımlansın, burada

ϕ1(x) :=





ϕ(x) , x ∈ [−1, 0)

ϕ(−0) , x = 0
, ϕ2(x) :=





ϕ(x) , x ∈ (0, 1]

ϕ(+0) , x = 0

şeklinde tanımlı fonksiyonlardır. Bu operatör (4.1.1) - (4.1.5) sınır-değer probleminin

ürettiği lineer operatördür.

4.2.3. Lemma A operatörü lineer operatördür.
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(4.1.1) - (4.1.5) sınır-değer problemi

Aϕ = λϕ (4.2.5)

biçiminde ifade edilebilir, yani bu eşitlik

−ϕ
′′

+ q(x)ϕ = λϕ (4.2.6)

ϕ(−1) = −ϕ(1) (4.2.7)

ϕ
′
(−1) = −ϕ

′
(1) (4.2.8)

ϕ(+0) = Kϕ(−0) (4.2.9)

ϕ
′
(+0) =

1

K
ϕ
′
(−0), K 6= 0 (4.2.10)

sınır-değer-geçiş problemi biçiminde ifade edilir. Bu ise bu sınır-değer-geçiş

probleminin özdeğerlerinin A operatörünün özdeğerleri ile çakıştığını,

özfonksiyonlarının ise A operatörünün özfonksiyonları ile çakıştığını gösterir.

4.2.1. Teorem (4.1.1) - (4.1.5) eşitlikleri ile verilmiş sınır-değer-geçiş probleminin bütün

özdeğerleri reeldir.

İspat (4.1.1) - (4.1.5) sınır-değer-geçiş probleminin λ özdeğerine karşılık gelen

özfonksiyonu u olsun. u nun eşleniği u , λ nın eşleniği λ , K ∈ R olmak üzere (4.1.1) -

(4.1.5) ve

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x) (4.2.11)

u(−1) = −u(1) (4.2.12)

u
′
(−1) = −u

′
(1) (4.2.13)

u(+0) = Ku(−0) (4.2.14)

u
′
(+0) =

1

K
u
′
(−0) (4.2.15)

eşitlikleri sağlanır. (4.1.1) denklemi u ile (4.2.11) denklemi u ile çarpılırsa

−u
′′
u + q(x)uu = λuu (4.2.16)

−uu
′′

+ q(x)uu = λuu (4.2.17)

eşitlikleri elde edilir. (4.2.16) ve (4.2.17) taraf tarafa çıkartılırsa

uu
′′ − u

′′
u = (λ− λ)uu (4.2.18)
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elde edilir ve uu
′′ − u

′′
u = (uu

′ − u
′
u)

′ olduğundan

(uu
′ − u

′
u)

′
= (λ− λ)uu (4.2.19)

yazılabilir. (4.2.19) −1’den 0’a integrallenirse
∫ −0

−1

(uu
′ − u

′
u)

′
dx =

∫ −0

−1

(λ− λ)uudx

(uu
′ − u

′
u)|−0

−1 =

∫ −0

−1

(λ− λ)uudx

u(−0)u
′
(−0)− u

′
(−0)u(−0) − u(−1)u

′
(−1) + u

′
(−1)u(−1)

=

∫ −0

−1

(λ− λ)uudx (4.2.20)

elde edilir. (4.1.2)-(4.1.3) ve (4.2.12)-(4.2.13) eşitlikleri (4.2.20) de yerine yazılırsa

u(−0)u
′
(−0)− u

′
(−0)u(−0) − u(1)u

′
(1) + u

′
(1)u(1)

=

∫ −0

−1

(λuu− λuu)dx (4.2.21)

ifadesi elde edilir. Aynı şekilde (4.2.19) ifadesi 0’dan 1’e integrallenirse
∫ 1

+0

(uu
′ − u

′
u)

′
dx =

∫ 1

+0

(λ− λ)uudx

(uu
′ − u

′
u)|1+0 =

∫ 1

+0

(λ− λ)uudx

u(1)u
′
(1)− u

′
(1)u(1) − u(+0)u

′
(+0) + u

′
(+0)u(+0)

=

∫ 1

+0

(λuu− λuu)dx (4.2.22)

elde edilir. (4.1.4)-(4.1.5) ve (4.2.14)-(4.2.15) geçiş şartları kullanılarak ve K 6= 0 olmak

üzere

u(+0) = Ku(−0)

u
′
(+0) =

1

K
u
′
(−0)

u(+0) = Ku(−0)

u
′
(+0) =

1

K
u
′
(−0)

eşitlikleri yazılabilir. Bu eşitlikler (4.2.22) de kullanılırsa

u(1)u
′
(1)− u

′
(1)u(1) − Ku(−0)

1

K
u
′
(−0) +

1

K
u
′
(−0)Ku(−0)

=

∫ 1

+0

(λ− λ)uudx (4.2.23)
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elde edilir. (4.2.21) ile (4.2.23) taraf tarafa toplanırsa

0 = (λ− λ)

[∫ −0

−1

uudx +

∫ 1

+0

uudx

]
= (λ− λ)‖u‖2

H (4.2.24)

eşitliği elde edilir. u özfonksiyonu sıfırdan farklı olduğundan sağ taraftaki ‖u‖H sıfırdan

farklıdır. Dolayısıyla (4.2.24) deki eşitlikten

λ = λ (4.2.25)

yani λ’nın reel olduğu elde edilir. λ keyfi bir özdeğer olduğundan dolayı verilen

problemin bütün özdeğerleri reeldir.

4.2.1. Not Özdeğerler reel olduğu için genelliği bozmadan özfonksiyonların da reel

değerli fonksiyonlar olduğu kabul edilecektir.

4.2.2. Teorem (4.1.1) - (4.1.5) sınır-değer-geçiş probleminin iki farklı λm ve λn

özdeğerlerine uygun olan um ve un özfonksiyonları H := L2(−1, 0) ⊕ L2(0, 1) Hilbert

uzayında ortogonaldirler. Yani;
∫ −0

−1

um(x)un(x)dx +

∫ 1

+0

um(x)un(x)dx = 0 (4.2.26)

eşitliği sağlanır.

İspat um ve un sırasıyla λm ve λn özdeğerlerine uygun özfonksiyonlar olduğundan

−u
′′
m + q(x)um = λmum (4.2.27)

−u
′′
n + q(x)un = λnun (4.2.28)

eşitlikleri sağlanır. (4.2.27) eşitliği un , (4.2.28) eşitliği um ile çarpılırsa

−u
′′
mun + q(x)umun = λmumun (4.2.29)

−umu
′′
n + q(x)umun = λnumun (4.2.30)

elde edilir. (4.2.29) ve (4.2.30) taraf tarafa çıkartılırsa

umu
′′
n − u

′′
mun = (λm − λn)umun (4.2.31)

bulunur. Bu son eşitlik −1’den 0’a integrallenirse ve umu
′′
n − u

′′
mun = (umu

′
n − u

′
mun)

′

olduğu dikkate alınırsa

(umu
′
n − u

′
mun)|−0

−1 =

∫ −0

−1

(λm − λn)umundx
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yazılabilir. Buradan

um(−0)u
′
n(−0)− u

′
m(−0)un(−0) − um(−1)u

′
n(−1) + u

′
m(−1)un(−1)

=

∫ −0

−1

(λm − λn)umundx (4.2.32)

elde edilir. Problemde verilmiş olan (4.1.2)-(4.1.3) sınır şartlarının um ve un

özfonksiyonları için sağlandığı dikkate alınırsa

um(−1) = −um(1) , u
′
m(−1) = −u

′
m(1)

un(−1) = −un(1) , u
′
n(−1) = −u

′
n(1)

eşitlikleri sağlanır. Bu eşitlikler (4.2.32) de yazılırsa;

um(−0)u
′
n(−0)− u

′
m(−0)un(−0) − um(1)u

′
n(1) + u

′
m(1)un(1)

=

∫ −0

−1

(λm − λn)umundx (4.2.33)

elde edilir. Benzer şekilde (4.2.31) eşitliği 0’dan 1’e integrallenirse

(umu
′
n − u

′
mun)|1+0 =

∫ 1

+0

(λm − λn)umundx

bulunur. Böylece

um(1)u
′
n(1)− u

′
m(1)un(1) − um(+0)u

′
n(+0) + u

′
m(+0)un(+0)

=

∫ 1

+0

(λm − λn)umundx (4.2.34)

yazılabilir. (4.1.4)-(4.1.5) geçiş şartları kullanılarak ve K 6= 0 olmak üzere

um(+0) = −Kum(−0) , u
′
m(+0) = − 1

K
u
′
m(−0)

un(+0) = −Kun(−0) , u
′
n(+0) = − 1

K
u
′
n(−0)

eşitlikleri yazılabilir. Bu eşitlikler (4.2.34) de kullanılırsa

um(1)u
′
n(1)− u

′
m(1)un(1) − Kum(−0)

1

K
u
′
n(−0) +

1

K
u
′
m(−0)Kun(−0)

=

∫ 1

+0

(λm − λn)umundx (4.2.35)

elde edilir. (4.2.33) ve (4.2.35) taraf tarafa toplanırsa

0 = (λm − λn)

[∫ −0

−1

umundx +

∫ 1

+0

umundx

]
(4.2.36)
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olduğu görülür. λm 6= λn olduğundan
∫ −0

−1

umundx +

∫ 1

+0

umundx = 0

elde edilir. Yani;

〈um, un〉 = 0

dir. Bu ise farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonların ortogonal olduğunu ifade

eder.

4.3. Problemin Ürettiği A Operatörünün Simetrikliği

4.3.1. Teorem H := L2(−1, 0)⊕ L2(0, 1) Hilbert uzayında (4.2.1)-(4.2.2) ile tanımlı A

operatörü simetriktir.

İspat ∀ ϕ, ω ∈ D(A) ⊂ H, ϕ(x) ∈ H, ω(x) ∈ H alalım. O halde;

〈Aϕ, ω〉H =

∫ −0

−1

Aϕ(x)ω(x)dx +

∫ 1

+0

Aϕ(x)ω(x)dx

=

∫ −0

−1

(
−ϕ

′′
(x) + q(x)ϕ(x)

)
ω(x)dx

+

∫ 1

+0

(
−ϕ

′′
(x) + q(x)ϕ(x)

)
ω(x)dx

= −
∫ −0

−1

ϕ
′′
(x)ω(x)dx +

∫ −0

−1

q(x)ϕ(x)ω(x)dx

−
∫ 1

+0

ϕ
′′
(x)ω(x)dx +

∫ 1

+0

q(x)ϕ(x)ω(x)dx (4.3.1)

şeklinde yazılabilir. Bu ifadedeki
∫ −0

−1
ϕ
′′
(x)ω(x)dx integraline kısmi integrasyon

uygulanırsa
∫ −0

−1

ϕ
′′
(x)ω(x)dx = ϕ

′
(x)ω(x)|−0

−1 −
∫ −0

−1

ϕ
′
(x)ω′(x)dx (4.3.2)

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafındaki integrale de kısmi integrasyon uygulanırsa
∫ −0

−1

ϕ
′
(x)ω′(x)dx = ϕ(x)ω′(x)|−0

−1 −
∫ −0

−1

ϕ(x)ω′′(x)dx (4.3.3)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik (4.3.2) de yazılırsa
∫ −0

−1

ϕ
′′
(x)ω(x)dx = ϕ

′
(x)ω(x)|−0

−1 − ϕ(x)ω′(x)|−0
−1 +

∫ −0

−1

ϕ(x)ω′′(x)dx
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elde edilir. Buradan
∫ −0

−1

(−ϕ
′′
(x) + q(x)ϕ(x))ω(x)dx = −ϕ

′
(−0)ω(−0) + ϕ

′
(−1)ω(−1)

+ϕ(−0)ω′(−0)− ϕ(−1)ω′(−1)

−
∫ −0

−1

ϕ(x)ω′′(x)dx +

∫ −0

−1

q(x)ϕ(x)ω(x)dx

= −
∫ −0

−1

ϕ(x)ω′′(x)dx +

∫ −0

−1

q(x)ϕ(x)ω(x)dx

+W (ϕ, ω;−0)−W (ϕ, ω;−1)

=

∫ −0

−1

ϕ(x)(−ω′′(x) + q(x)ω(x))dx

+W (ϕ, ω;−0)−W (ϕ, ω;−1) (4.3.4)

elde edilir. Benzer şekilde
∫ 1

+0

(−ϕ
′′
(x) + q(x)ϕ(x))ω(x)dx = −ϕ

′
(1)ω(1) + ϕ

′
(+0)ω(+0)

+ϕ(1)ω′(1)− ϕ(+0)ω′(+0)

−
∫ 1

+0

ϕ(x)ω′′(x)dx +

∫ 1

+0

q(x)ϕ(x)ω(x)dx

= −
∫ 1

+0

ϕ(x)ω′′(x)dx +

∫ 1

+0

q(x)ϕ(x)ω(x)dx

+W (ϕ, ω; 1)−W (ϕ, ω; +0)

=

∫ 1

+0

ϕ(x)(−ω′′(x) + q(x)ω(x))dx

+W (ϕ, ω; 1)−W (ϕ, ω; +0) (4.3.5)

bulunur. (4.3.4) ve (4.3.5) eşitlikleri (4.3.1)’de yerine yazılırsa

〈Aϕ, ω〉H =

∫ −0

−1

ϕ(x)(−ω′′(x) + q(x)ω(x))dx +

∫ 1

+0

ϕ(x)(−ω′′(x) + q(x)ω(x))dx

+W (ϕ, ω;−0)−W (ϕ, ω;−1) + W (ϕ, ω; 1)−W (ϕ, ω; +0) (4.3.6)

elde edilir. Benzer olarak

〈ϕ, Aω〉H =

∫ −0

−1

ϕ(x)(−ω′′(x) + q(x)ω(x))dx

+

∫ 1

+0

ϕ(x)(−ω′′(x) + q(x)ω(x))dx (4.3.7)
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yazılabilir. (4.3.6) ve (4.3.7) eşitlikleri taraf tarafa çıkartılırsa

〈Aϕ, ω〉H − 〈ϕ,Aω〉H = W (ϕ, ω;−0)−W (ϕ, ω;−1)

+W (ϕ, ω; 1)−W (ϕ, ω; +0) (4.3.8)

elde edilir. ϕ(x) ve ω(x) fonksiyonları D(A) tanım bölgesinin elemanları olduklarından

sınır şartları kullanılırsa

ϕ(−0)ω′(−0)− ϕ
′
(−0)ω(−0)− ϕ(−1)ω′(−1) + ϕ

′
(−1)ω(−1)

+ϕ(1)ω′(1)− ϕ
′
(1)ω(1)− ϕ(+0)ω′(+0) + ϕ

′
(+0)ω(+0) = 0

elde edilir. Yani ∀ϕ, ω ∈ D(A) için

〈Aϕ, ω〉H = 〈ϕ, Aω〉H

sağlanır, yani A operatörü simetriktir.

4.4. Bazı Yardımcı Başlangıç-Değer Problemleri ve Çözümleri

Bu bölümde (4.1.1)-(4.1.5) sınır-değer-geçiş problemi ile yakından ilgili olan ve sadece

[−1, 0] ve [0, 1] alt aralıklarında verilmiş bazı yardımcı başlangıç-değer problemleri

araştırılacaktır.

4.4.1. Teorem Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x) , x ∈ [−1, 0] (4.4.1)

u(−1) = 1 (4.4.2)

u
′
(−1) = 0 (4.4.3)

başlangıç-değer probleminin bir tek φ1(x, λ) çözümü bulunur ve bu çözüm her bir

x ∈ [−1, 0] değeri için λ değişkenine göre bütün kompleks düzlemde analitiktir. Yani

∀x ∈ [−1, 0] için λ parametresinin tam fonksiyonudur [25].

İspat

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x)

denklemi

u
′′
(x) = (q(x)− λ)u(x)
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şeklinde yazıldıktan sonra art arda iki kez kısmi integrasyon uygulanırsa;

du

dx
=

∫ x

−1

(q(t)u(t)− λu(t))dt + C0 , x ∈ [−1, 0] (4.4.4)

u(x) =

∫ x

−1

ds

∫ s

−1

(q(t)u(t)− λu(t))dt + C0x + C1 , x ∈ [−1, 0] (4.4.5)

bulunur. (4.4.5) ifadesine Cauchy integral formülü uygulandıktan sonra elde edilen ifade

düzenlenirse

u(x) =

∫ x

−1

dt

∫ x

t

(q(t)u(t)− λu(t))ds + C0x + C1

yani

u(x) =

∫ x

−1

(x− t)(q(t)u(t)− λu(t))dt + C0x + C1 (4.4.6)

eşitliği elde edilir. (4.4.2)-(4.4.3) başlangıç şartları (4.4.4) ve (4.4.6) ifadesinde yerine

yazılırsa;

u(−1) = −C0 + C1 = 1

u
′
(−1) = C0 = 0

olup buradan

C0 = 0 , C1 = 1

elde edilir ve bu değerler (4.4.6) eşitliğinde yerine yazılırsa

u(x) =

∫ x

−1

(x− t)(q(t)u(t)− λu(t))dt + 1 (4.4.7)

integral denklemi elde edilir. (4.4.7) integral denklemi ile (4.4.1)-(4.4.3)

başlangıç-değer problemi eşdeğerdir. Bu integral denklemine ardışık yaklaşımlar

yöntemi uygulanacaktır. Bunun için önce

un(x, λ) =

∫ x

−1

(x− t)(q(t)un−1(t)− λun−1(t))dt + u0(x, λ) (4.4.8)

u0(x, λ) = 1 (4.4.9)

biçiminde tanımlanmış un(x, λ) dizisi ele alınsın. Bu dizi kullanılarak

u0(x, λ) + (u1(x, λ)− u0(x, λ)) + (u2(x, λ)− u1(x, λ)) + · · · (4.4.10)

serisi oluşturulur. N > 0 için |λ| ≤ N olduğunu kabul edilirse −1 ≤ x ≤ 0 için q(x)

ve u(x) sürekli fonksiyonlar olduklarından ve de sonlu q(∓0) limit değerleri mevcut

olduğundan |q(x)| ≤ P , |u0(x)| ≤ S olacak biçimde sonlu P > 0 ve S > 0 sayıları

mevcuttur. Bu durumda |un(x)− un−1(x)| ifadesini göz önüne alalım.
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n = 1 için

|u1(x)− u0(x)| =

∣∣∣∣
∫ x

−1

(x− t)(q(t)u0(t)− λu0(t))dt

∣∣∣∣

≤
∫ x

−1

|x− t||q(t)u0(t)− λu0(t)|dt

≤
∫ x

−1

|x− t|(|q(t)||u0(t)|+ |λ||u0(t)|)dt

≤
∫ x

−1

(x− t)(P + N)Sdt = (P + N)S

∫ x

−1

(x− t)dt

= (P + N)S

[
xt− t2

2

]
|−1x = (P + N)S

[
x2 − x2

2
+ x +

1

2

]

|u1(x)− u0(x)| ≤ (P + N)S
(x + 1)2

2!
(4.4.11)

elde edilir.

n = 2 için

|u2(x)− u1(x)| =

∣∣∣∣
∫ x

−1

(x− t)(q(t)u1(t)− λu1(t))dt

−
∫ x

−1

(x− t)(q(t)u0(t)− λu0(t))dt

∣∣∣∣

≤
∫ x

−1

|x− t||q(t)− λ||u1(t)− u0(t)|dt

≤
∫ x

−1

(x− t)(|q(t)|+ |λ|)(P + N)S
(t + 1)2

2!
dt

≤ 1

2

∫ x

−1

(x− t)(P + N)2S(t + 1)2dt

=
(P + N)2S

2

∫ x

−1

((t2 + 2t + 1)x− (t2 + 2t + 1)t)dt

=
(P + N)2S

2

[
(x + 1)4

12

]

|u2(x)− u1(x)| ≤ (P + N)2S
(x + 1)4

4!
(4.4.12)

bulunur. Sonuç olarak n > 0 için tümevarım yöntemi uygulanırsa

|un(x)− un−1(x)| ≤ (P + N)nS
(x + 1)2n

(2n)!
(4.4.13)

eşitsizlikleri elde edilir. −1 ≤ x ≤ 0 olduğundan (x + 1)2n ≤ 1 dir ve buradan

|un(x)− un−1(x)| ≤ (P + N)nS

(2n)!
(4.4.14)

olduğu görülür.
∑∞

n=1
(P+N)nS

(2n)!
serisi yakınsak olduğundan (4.4.8)-(4.4.9) biçiminde
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tanımlanmış un(x, λ) fonksiyonlar dizisi aracılığıyla oluşturulan

φ1(x, λ) = u0(x, λ) + (u1(x, λ)− u0(x, λ)) + (u2(x, λ)− u1(x, λ)) + · · · (4.4.15)

serisi x ∈ [−1, 0] ve N > 0, |λ| < N şartlarından hareketle mutlak ve düzgün

yakınsaktır. Ayrıca {λ ∈ C : |λ| ≤ N} bölgesinde (4.4.15) serisinin her bir terimi

analitik olduğu için φ1(x, λ) analitik olur. Bu durumda (4.4.15) serisi x’e göre düzgün

yakınsak olduğu için ve ayrıca (4.4.8) ile tanımlanan un(x, λ) fonksiyonlar dizisinin

u
′
p(x)− u

′
p−1(x) =

∫ x

−1

(q(t)− λ)[up−1(t)− up−2(t)]dt

u
′′
p(x)− u

′′
p−1(x) = (q(x)− λ)[up−1(x)− up−2(x)]

birinci ve ikinci türevleri mevcut olduğundan (4.4.15) serisi x değişkenine göre ikinci

mertebeden terim terim diferansiyellenebilir ve de

φ
′′
1(x, λ) =

∞∑
p=1

[u
′′
p(x)− u

′′
p−1(x)]

=
∞∑

p=1

(q(x)− λ)[up−1(x)− up−2(x)]

= (q(x)− λ){u0(x) +
∞∑

p=2

[up−1(x)− up−2(x)]}

= (q(x)− λ)φ1(x, λ) (4.4.16)

eşitliği sağlanır. Bu sonuç φ1(x, λ)’nın aynı zamanda (4.4.1) denkleminin bir çözümü

olduğunu gösterir. Bu da ispatı tamamlar.

4.4.1. Not φ(x) =
∫ b(x)

a(x)
f(x, s)ds olmak üzere

φ
′
(x) =

∫ b(x)

a(x)

∂f

∂x
ds + f(x, b(x))b

′
(x)− f(x, a(x))a

′
(x)

şeklindedir.

4.4.2. Teorem Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + (q(x)− λ)u(x) = 0 , x ∈ (0, 1] (4.4.17)

u(1) = 1 (4.4.18)

u
′
(1) = 0 (4.4.19)

eşitlikleri ile tanımlı başlangıç-değer probleminin bir tek φ2(x, λ) çözümü bulunur ve
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bu çözüm her bir x ∈ [0, 1] değeri için λ değişkenine göre bütün kompleks düzlemde

analitiktir. Yani ∀ x ∈ [0, 1] için λ parametresinin tam fonksiyonudur [25].

4.4.3. Teorem Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + (q(x)− λ)u(x) = 0 , x ∈ [0, 1] (4.4.20)

u(1) = 0 (4.4.21)

u
′
(1) = 1 (4.4.22)

eşitlikleri ile tanımlı başlangıç-değer probleminin bir tek χ2(x, λ) çözümü bulunur ve

χ2(x, λ) fonksiyonu her bir x ∈ [0, 1] değeri için λ değişkenine göre bütün kompleks

düzlemde analitiktir. Yani ∀ x ∈ [0, 1] için λ parametresinin tam fonksiyonudur [25].

İspat (4.4.20) denklemi için Teorem 4.4.1’deki çözüm yöntemi dikkate alınarak (4.4.6)

integral denkleminin aynısı elde edilir. Yani;

u(x) =

∫ 1

x

(x− s)(λ− q(s))u(s)ds + C0x + C1 (4.4.23)

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin türevi alınırsa

u
′
(x) = −

∫ 1

x

(λ− q(s))u(s)ds + C0 (4.4.24)

eşitliği bulunur. (4.4.21)-(4.4.22) başlangıç şartları (4.4.23) ve (4.4.24)’de yerine

yazılırsa

u(1) = C0 + C1 = 0

u
′
(1) = C0 = 1

olup bu eşitlikler düzenlenirse

C0 = 1 , C1 = −1

elde edilir. Bu değerler (4.4.23) eşitliğinde yerine yazılırsa

u(x) = −
∫ 1

x

(x− s)(q(s)− λ)u(s)ds + x− 1 (4.4.25)

integral denklemi elde edilir. (4.4.25) integral denklemi (4.4.20)-(4.4.22)

başlangıç-değer problemi ile eşdeğerdir. Bu integral denklemine ardışık yaklaşımlar

metodu uygulanacaktır. Bunun için

un(x, λ) =

∫ 1

x

(x− s)(λ− q(s))un−1(s)ds + u0(x, λ) (4.4.26)
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u0(x, λ) = x− 1 (4.4.27)

biçiminde tanımlanmış un(x, λ) dizisi ele alınsın. Bu dizi kullanılarak

u0(x, λ) + (u1(x, λ)− u0(x, λ)) + (u2(x, λ)− u1(x, λ)) + · · · (4.4.28)

serisi oluşturulur. N > 0 için |λ| ≤ N

P := max
s∈[0,1]

|q(s)| , S := max
s∈[0,1]

|u0(s, λ)|

şartları dikkate alınarak (4.4.26)-(4.4.27) fonksiyonlarının mutlak değerleri

incelenecektir. Bu durumda yine Teorem 4.4.1’in ispatına benzer biçimde

|u1(x)− u0(x)| ≤ (P + N)S
(x− 1)2

2!
(4.4.29)

|u2(x)− u1(x)| ≤ (P + N)2S
(x− 1)4

4!
(4.4.30)

eşitsizlikleri tümevarım yöntemi kullanılarak

|un(x)− un−1(x)| ≤ (P + N)nS
(x− 1)2n

(2n)!
(4.4.31)

eşitsizlikleri elde edilir. 0 ≤ x ≤ 1 olduğundan (x− 1)2n ≤ 1 dir ve buradan

|un(x)− un−1(x)| ≤ (P + N)nS

(2n)!
(4.4.32)

olduğu görülür.
∑∞

n=1
(P+N)nS

(2n)!
serisi yakınsak olduğundan (4.4.26)-(4.4.27) biçiminde

tanımlanmış un(x, λ) fonksiyonlar dizisi aracılığıyla oluşturulan (4.4.28) serisi

x ∈ [0, 1] ve N > 0, |λ| ≤ N şartlarıyla birlikte mutlak ve düzgün yakınsaktır. Ayrıca

{λ ∈ C : |λ| ≤ N} bölgesinde (4.4.28) serisinin her bir terimi analitik olduğu için

χ2(x, λ) kısmi toplamlar dizisi de analitiktir. (4.4.26) da n →∞ için limit almakla

χ2(x, λ)) =

∫ 1

x

(x− s)(λ− q(s))u(s)ds + x− 1 (4.4.33)

eşitliği bulunur. Ayrıca

χ2(x, λ)) = u0(x, λ) + (u1(x, λ)− u0(x, λ)) + (u2(x, λ)− u1(x, λ)) + · · · (4.4.34)

serisi x’e göre düzgün yakınsak olduğu için ve de n ≥ 2 için (4.4.26)-(4.4.27) ile
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tanımlanan un(x, λ) dizisinin

u
′
n(x)− u

′
n−1(x) =

∫ 1

x

(q(s)− λ)[un−1(s)− un−2(s)]ds

u
′′
n(x)− u

′′
n−1(x) = (q(x)− λ)[un−1(x)− un−2(x)]

birinci ve ikinci türevleri mevcut olduğundan (4.4.28) serisi x değişkenine göre ikinci

mertebeden türevlenebilir ve de

χ
′′
2(x, λ) =

∞∑
n=1

[u
′′
n(x)− u

′′
n−1(x)]

= (q(x)− λ){u0(x) +
∞∑

n=2

[un−1(x)− un−2(x)]}

= (q(x)− λ)χ2(x, λ) (4.4.35)

eşitliği sağlanır. Bu sonuç χ2(x, λ)’nın aynı zamanda (4.4.20) denkleminin bir çözümü

olduğunu gösterir. Bu da ispatı tamamlar.

4.4.4. Teorem Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + (q(x)− λ)u(x) = 0 , x ∈ [−1, 0] (4.4.36)

u(−1) = 0 (4.4.37)

u
′
(−1) = 1 (4.4.38)

eşitlikleri ile tanımlı başlangıç-değer probleminin bir tek χ1(x, λ) çözümü bulunur ve

χ1(x, λ) fonksiyonu her bir x ∈ [−1, 0] değeri için λ değişkenine göre bütün kompleks

düzlemde analitiktir. Yani ∀ x ∈ [−1, 0] için λ parametresinin tam fonksiyonudur [25].

4.5. Temel Çözümler ile Eşdeğer Olan İntegral Denklemler

4.5.1. Teorem (4.4.1)-(4.4.3) başlangıç-değer problemi ile tanımlı olan φ1(x, λ) temel

çözümü için

φ1(x, λ) = cos s(x + 1) +
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz (4.5.1)

φ
′
1(x, λ) = −s sin s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz (4.5.2)

integral ve integral-diferansiyel denklemleri sağlanır.
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İspat (4.4.1) denklemi

u
′′

+ λu = q(x)u (4.5.3)

şeklinde yazılabilir. Bu denklemi homojen diferansiyel denklem gibi kabul ederek bu

denklemi çözmek için bazı yardımcı denklemler oluşturulacak ve bunlar çözülecektir.

u
′′

+ λu = 0

diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi r2 + λ = 0 olup kökleri

r1 = −
√

λi, r2 =
√

λi dir. Buradan

u(x, λ) = k1e
−
√

λi + k2e
√

λi

= (k1 + k2) cos
√

λx + (−k1 + k2) sin
√

λx

elde edilir. Böylece denklemin iki lineer bağımsız çözümünün cos
√

λx, sin
√

λx olduğu

görülür. Buradan genel çözüm

u(x, λ) = c1 cos
√

λx + c2 sin
√

λx (4.5.4)

biçimindedir. O halde (4.5.3) denkleminin genel çözümü sabitlerin değişimi metodu

kullanılarak

u(x, λ) = c1(x, λ) cos
√

λx + c2(x, λ) sin
√

λx (4.5.5)

biçiminde aranacaktır. Son eşitliğin x’e göre türevi alınırsa

u
′
(x, λ) = c

′
1(x, λ) cos

√
λx−

√
λc1(x, λ) sin

√
λx

+ c
′
2(x, λ) sin

√
λx +

√
λc2(x, λ) cos

√
λx

elde edilir. c1(x, λ) ve c2(x, λ) fonksiyonları öyle seçilecek ki

c
′
1(x, λ) cos

√
λx + c

′
2(x, λ) sin

√
λx = 0 (4.5.6)

olsun. Bu takdirde

u
′
(x, λ) = −

√
λc1(x, λ) sin

√
λx +

√
λc2(x, λ) cos

√
λx (4.5.7)

yazılır. Yine x’e göre türev alınırsa

u
′′
(x, λ) = −

√
λc

′
1(x, λ) sin

√
λx− λc1(x, λ) cos

√
λx

+
√

λc
′
2(x, λ) cos

√
λx− λc2(x, λ) sin

√
λx (4.5.8)
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elde edilir. (4.5.5) ve (4.5.8) eşitlikleri (4.5.3)’de yazılırsa

−
√

λc
′
1(x, λ) sin

√
λx +

√
λc

′
2(x, λ) cos

√
λx = q(x)u (4.5.9)

eşitliği bulunur. Buradan (4.5.6) ve (4.5.9) eşitliklerinin oluşturduğu denklem sisteminin

çözümünden c
′
1(x, λ) ve c

′
2(x, λ) elde edilecektir.

c
′
1(x, λ) =

∣∣∣∣∣∣
0 sin

√
λx

q(x)u
√

λ cos
√

λx

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

cos
√

λx sin
√

λx

−
√

λ sin
√

λx
√

λ cos
√

λx

∣∣∣∣∣∣

=
− sin

√
λxq(x)u√
λ

(4.5.10)

elde edilir. Bu eşitlik integrallenirse

c1(x, λ) = − 1√
λ

∫ x

−1

sin
√

λzq(z)u(z)dz + c1(λ) (4.5.11)

elde edilir. Benzer şekilde

c
′
2(x, λ) =

∣∣∣∣∣∣
cos

√
λx 0

−
√

λ sin
√

λx q(x)u

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

cos
√

λx sin
√

λx

−
√

λ sin
√

λx
√

λ cos
√

λx

∣∣∣∣∣∣

=
cos

√
λxq(x)u√

λ
(4.5.12)

elde edilir. Bu eşitlik integrallenirse

c2(x, λ) =
1√
λ

∫ x

−1

cos
√

λzq(z)u(z)dz + c2(λ) (4.5.13)

elde edilir. (4.5.11) ve (4.5.13) eşitlikleri (4.5.5)’de yerine yazılırsa

u(x, λ) = − 1√
λ

∫ x

−1

cos
√

λx sin
√

λzq(z)u(z)dz + c1(λ) cos
√

λx

+
1√
λ

∫ x

−1

sin
√

λx cos
√

λzq(z)u(z)dz + c2(λ) sin
√

λx

elde edilir. Son ifade düzenlenirse

u(x, λ) =
1√
λ

∫ x

−1

sin
√

λ(x− z)q(z)u(z)dz + c1(λ) cos
√

λx

+c2(λ) sin
√

λx (4.5.14)

bulunur. Benzer şekilde (4.5.11) ve (4.5.13) eşitlikleri (4.5.7)’de yerine yazılarak gerekli
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düzenlemeler yapılırsa

u
′
(x, λ) =

∫ x

−1

cos
√

λ(x− z)q(z)u(z)dz −
√

λc1(λ) sin
√

λx

+
√

λc2(λ) cos
√

λx (4.5.15)

elde edilir. (4.5.14) ve (4.5.15) ifadeleri u(−1, λ) = 1 ve u
′
(−1, λ) = 0 başlangıç

şartlarını sağlar. Böylece

u(−1, λ) = c1(λ) cos
√

λ− c2(λ) sin
√

λ = 1

u
′
(−1, λ) =

√
λc1(λ) sin

√
λ +

√
λc2(λ) cos

√
λ = 0

(4.5.16)

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan

c1(x, λ) =

∣∣∣∣∣∣
1 − sin

√
λ

0
√

λ cos
√

λ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

cos
√

λ − sin
√

λ√
λ sin

√
λ

√
λ cos

√
λ

∣∣∣∣∣∣

=

√
λ cos

√
λ√

λ cos2
√

λ +
√

λ sin2
√

λ
= cos

√
λ (4.5.17)

c2(x, λ) =

∣∣∣∣∣∣
cos

√
λ 1√

λ sin
√

λ 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

cos
√

λ − sin
√

λ√
λ sin

√
λ

√
λ cos

√
λ

∣∣∣∣∣∣

=
−
√

λ sin
√

λ√
λ cos2

√
λ +

√
λ sin2

√
λ

= − sin
√

λ

(4.5.18)

elde edilir. c1(λ) ve c2(λ) sabitleri (4.5.14)’de yerine yazılıp düzenlenirse ve λ = s2

eşitliği dikkate alınırsa

u(x, λ) = cos s(x + 1) +
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)u(z)q(z)dz (4.5.19)

integral denklemi elde edilir. Teorem 4.4.1 gereği |λ| → ∞ iken u(x, λ) → φ1(x, λ)

olduğundan (4.5.19) ifadesi

φ1(x, λ) = cos s(x + 1) +
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz (4.5.20)

şeklini alır. Bu ise (4.4.1)-(4.4.3) başlangıç-değer probleminin (4.5.20) integral denklemi

ile eşdeğer olduğunu gösterir. Böylece (4.5.1) integral denklemi ispatlanmış olur. c1(λ)

ve c2(λ) sabitleri (4.5.15)’de yerine yazılıp düzenlenirse ve λ = s2 eşitliği dikkate alınırsa

u
′
(x, λ) = −s sin s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x− z)u(z)q(z)dz (4.5.21)
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integral denklemi elde edilir. Teorem 4.4.1 gereği |λ| → ∞ iken u(x, λ) → φ1(x, λ)

olduğundan (4.5.21) ifadesi

φ
′
1(x, λ) = −s sin s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz (4.5.22)

şeklini alır. Bu ise ispatı tamamlar.

4.5.2. Teorem φ2(x, λ) fonksiyonu aşağıdaki integral ve integral-diferansiyel denklemleri

sağlar. Yani (4.4.17)-(4.4.19) başlangıç-değer problemi ile tanımlı olan φ2(x, λ) temel

çözümü için

φ2(x, λ) = cos s(x− 1) +
1

s

∫ 1

x

sin s(x− z)φ2(z, λ)q(z)dz (4.5.23)

φ
′
2(x, λ) = −s sin s(x− 1) +

∫ 1

x

cos s(x− z)φ2(z, λ)q(z)dz (4.5.24)

integral ve integral-diferansiyel denklemleri sağlanır.

4.5.3. Teorem (4.4.20)-(4.4.22) başlangıç-değer problemi ile tanımlı olan χ2(x, λ) temel

çözümü için

χ2(x, λ) =
1

s
sin s(x− 1) +

1

s

∫ 1

x

sin s(x− z)χ2(z, λ)q(z)dz (4.5.25)

χ
′
2(x, λ) = cos s(x− 1) +

∫ 1

x

cos s(x− z)χ2(z, λ)q(z)dz (4.5.26)

integral ve integral-diferansiyel denklemleri sağlanır.

4.5.4. Teorem χ1(x, λ) fonksiyonu aşağıdaki integral ve integral-diferansiyel denklemleri

sağlar. Yani (4.4.36)-(4.4.38) başlangıç-değer problemi ile tanımlı olan χ1(x, λ) temel

çözümü için

χ1(x, λ) =
1

s
sin s(x + 1) +

1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)χ1(z, λ)q(z)dz (4.5.27)

χ
′
1(x, λ) = cos s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x− z)χ1(z, λ)q(z)dz (4.5.28)

integral ve integral-diferansiyel denklemleri sağlanır.

4.6. Temel Çözümlerin Özdeğer Parametresine Göre Asimptotik Davranışı

Bu kesimde φi(x, λ) ve χi(x, λ) (i = 1, 2) temel çözümlerinin önceki bölümde bulunan

eşdeğer olduğu integral ve integral-diferansiyel denklemlerden yararlanarak, bunların

λ parametresine göre |λ| → ∞ için asimptotik formülleri elde edilecektir.
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4.6.1. Teorem λ = s2, s = σ + it, Ims = t olmak üzere φ1(x, λ) fonksiyonu için

−1 ≤ x ≤ 0 aralığında aşağıdaki asimptotik eşitlikler sağlanır.

φ1(x, λ) = O (exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.1)

φ
′
1(x, λ) = O (|s| exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.2)

φ1(x, λ) = cos s(x + 1) + O

(
1

|s| exp(|t|(x + 1))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.3)

φ
′
1(x, λ) = −s sin s(x + 1) + O (exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.4)

İspat Teorem 4.4.1’den dolayı φ1(x, λ) fonksiyonu Teorem 4.5.1’de elde edilen integral

denklemin bir çözümüdür. Bu yüzden

φ1(x, λ) = cos s(x + 1) +
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)q(z)φ1(z, λ)dz (4.6.5)

eşitliği sağlanır. Bu eşitlik exp(−|t|(x + 1)) ile çarpılır ve

exp(−|t|(x + 1))φ1(x, λ) := F1(x, λ) (4.6.6)

gösteriminden yararlanılırsa;

F1(x, λ) = exp(−|t|(x + 1)) cos s(x + 1)

+
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)q(z) exp(−|t|(x + 1))φ1(z, λ)dz (4.6.7)

elde edilir.

F1(λ) := max
x∈[−1,0]

|F1(x, λ)| , q1 := max
x∈[−1,0]

|q(x)| (4.6.8)

eşitlikleri tanımlanarak (4.6.7) eşitliği incelenirse

|F1(x, λ)| ≤ |exp(−|t|(x + 1)) cos s(x + 1)|
+

∣∣∣∣
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)q(z) exp(−|t|(x + 1))φ1(z, λ)dz

∣∣∣∣
≤ exp(−|t|(x + 1)) |cos s(x + 1)|
+

1

|s|
∫ x

−1

| sin s(x− z)||q(z)| exp(−|t|(x + 1))|φ1(z, λ)|dz (4.6.9)

elde edilir.

| sin p| ≤ exp(|Imp|) ve | cos p| ≤ exp(|Imp|)
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olduğundan (4.6.9) ifadesi

|F1(x, λ)| ≤ exp(−|t|(x + 1)) exp(|t|(x + 1))

+
1

|s|
∫ x

−1

|exp(|t|(x− z)) exp(−|t|(x + 1))φ1(z, λ)| |q(z)|dz

|F1(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ x

−1

|exp(−|t|(z + 1))φ1(z, λ)| |q(z)|dz (4.6.10)

halini alınır. (4.6.8) eşitliği dikkate alınırsa

|F1(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ x

−1

|F1(z, λ)||q(z)|dz

|F1(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ x

−1

F1(λ)|q(z)|dz

|F1(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|{F1(λ)q1} (4.6.11)

elde edilir. Buradan keyfi M ∈ R+ için

|F1(x, λ)| ≤ M

elde edilir. (4.6.6) gösterimi dikkate alınırsa

|exp(−|t|(x + 1))φ1(x, λ)| ≤ M =⇒ |φ1(x, λ)| ≤ exp(|t|(x + 1))M

φ1(x, λ) = O (exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.12)

asimptotik eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.6.2) asimptotik eşitliğini ispatlanacaktır. Daha önce

φ
′
1(x, λ) = −s sin s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x− z)q(z)φ1(z, λ)dz (4.6.13)

olduğu gösterilmişti. Bu son eşitlik 1
|s| exp(−|t|(x + 1)) ile çarpılır ve

1

|s| exp(−|t|(x + 1))φ
′
1(x, λ) := F2(x, λ) (4.6.14)

gösteriminden yararlanılırsa;

F2(x, λ) =
−s

|s| exp(−|t|(x + 1)) sin s(x + 1)

+
1

|s|
∫ x

−1

cos s(x− z)q(z) exp(−|t|(x + 1))φ1(z, λ)dz (4.6.15)

elde edilir.

F2(λ) := max
x∈[−1,0]

|F2(x, λ)| , q2 := max
x∈[−1,0]

|q(x)| (4.6.16)
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eşitlikleri tanımlanarak (4.6.15) eşitliği incelenirse

|F2(x, λ)| ≤
∣∣∣∣
−s

|s| exp(−|t|(x + 1)) sin s(x + 1)

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
1

|s|
∫ x

−1

cos s(x− z)q(z) exp(−|t|(x + 1))φ1(z, λ)dz

∣∣∣∣
≤ exp(−|t|(x + 1)) |sin s(x + 1)|
+

1

|s|
∫ x

−1

| cos s(x− z)||q(z)| exp(−|t|(x + 1))|φ1(z, λ)|dz (4.6.17)

elde edilir.

| sin p| ≤ exp(|Imp|) ve | cos p| ≤ exp(|Imp|)

olduğundan (4.6.17) ifadesi

|F2(x, λ)| ≤ exp(−|t|(x + 1)) exp(|t|(x + 1))

+
1

|s|
∫ x

−1

|exp(|t|(x− z)) exp(−|t|(x + 1))φ1(z, λ)| |q(z)|dz

|F2(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ x

−1

|exp(−|t|(z + 1))φ1(z, λ)| |q(z)|dz (4.6.18)

halini alır. (4.6.16) eşitliği ve φ1(z, λ) ≤ exp(|t|(z + 1))M, M ∈ R+ dikkate alınırsa

|F2(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ x

−1

|exp(−|t|(z + 1)) exp(|t|(z + 1))M | |q(z)|dz

|F2(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|M
∫ x

−1

|q(z)|dz

|F2(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|Mq2 (4.6.19)

elde edilir. Buradan keyfi m ∈ R+ için

|F2(x, λ)| ≤ m

elde edilir. (4.6.14) gösterimi dikkate alınırsa
∣∣∣∣

1

|s| exp(−|t|(x + 1))φ
′
1(x, λ)

∣∣∣∣ ≤ m =⇒ |φ′1(x, λ)| ≤ |s| exp(|t|(x + 1))m

φ1
′(x, λ) = O (|s| exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.20)

asimptotik eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.6.3) asimptotik eşitliği ispatlanacaktır. Daha önce

φ1(x, λ) = cos s(x + 1) +
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)q(z)φ1(z, λ)dz
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olduğu gösterilmişti.

φ1(x, λ) = O (exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞

asimptotik eşitliği gereği

φ1(x, λ) = M0 exp(|t|(x + 1))

olacak şekilde x ve λ’dan bağımsız M0 > 0 sabiti mevcuttur ve

q3 := max
x∈[−1,0]

|q(x)|

ile tanımlanırsa
∣∣∣∣
1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 1

|s|
∫ x

−1

| sin s(x− z)||φ1(z, λ)||q(z)|dz

≤ 1

|s|
∫ x

−1

exp(|t|(x− z))M0 exp(|t|(z + 1))|q(z)|dz

≤ M0
1

|s| exp(|t|(x + 1))

∫ x

−1

|q(z)|dz

≤ M0q3
1

|s| exp(|t|(x + 1))

elde edilir. Buradan

1

s

∫ x

−1

sin s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz = O

(
1

|s| exp(|t|(x + 1))

)
(4.6.21)

eşitliği bulunur. (4.6.21) eşitliği φ1(x, λ) integral denkleminde yerine yazılır ve gerekli

düzenlemeler yapılırsa

φ1(x, λ) = cos s(x + 1) + O

(
1

|s| exp(|t|(x + 1))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.22)

asimptotik eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.6.4) asimptotik eşitliğini ispatlanacaktır. Daha önce

φ
′
1(x, λ) = −s sin s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x− z)q(z)φ1(z, λ)dz

olduğu gösterilmişti.

φ1(x, λ) = O (exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞

asimptotik eşitliği gereği

φ1(x, λ) = M1 exp(|t|(x + 1))
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olacak şekilde x ve λ’dan bağımsız M1 > 0 sabiti mevcuttur ve

q4 := max
x∈[−1,0]

|q(x)|

ile tanımlanırsa
∣∣∣∣
∫ x

−1

cos s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ x

−1

| cos s(x− z)||φ1(z, λ)||q(z)|dz

≤
∫ x

−1

exp(|t|(x− z))M1 exp(|t|(z + 1))|q(z)|dz

≤ M1 exp(|t|(x + 1))

∫ x

−1

|q(z)|dz

≤ M1q4 exp(|t|(x + 1))

elde edilir. Buradan
∫ x

−1

cos s(x− z)φ1(z, λ)q(z)dz = O (exp(|t|(x + 1))) (4.6.23)

eşitliği bulunur. (4.6.23) eşitliği φ
′
1(x, λ) integral denkleminde yerine yazılır ve gerekli

düzenlemeler yapılırsa

φ
′
1(x, λ) = −s sin s(x + 1) + O (exp(|t|(x + 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.24)

asimptotik eşitliği elde edilir.

4.6.2. Teorem λ = s2, s = σ + it, Ims = t olmak üzere φ2(x, λ) fonksiyonu için

0 ≤ x ≤ 1 aralığında aşağıdaki asimptotik eşitlikler sağlanır.

φ2(x, λ) = O (exp(|t|(x− 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.25)

φ
′
2(x, λ) = O (|s| exp(|t|(x− 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.26)

φ2(x, λ) = cos s(x− 1) + O

(
1

|s| exp(|t|(x− 1))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.27)

φ
′
2(x, λ) = −s sin s(x− 1) + O (exp(|t|(x− 1))) , |λ| −→ ∞ (4.6.28)

4.6.3. Teorem λ = s2, s = σ + it, Ims = t olmak üzere χ2(x, λ) fonksiyonu için

0 ≤ x ≤ 1 aralığında aşağıdaki asimptotik eşitlikler sağlanır.
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χ2(x, λ) = O

(
1

|s| exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.29)

χ
′
2(x, λ) = O (exp(|t|(1− x))) , |λ| −→ ∞ (4.6.30)

χ2(x, λ) =
1

s
sin s(x− 1) + O

(
1

|s|2 exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.31)

χ
′
2(x, λ) = cos s(x− 1) + O

(
1

|s| exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.32)

İspat Teorem 4.4.3’den dolayı χ2(x, λ) fonksiyonu Teorem 4.5.3’de elde edilen integral

denklemin bir çözümüdür. Bu yüzden

χ2(x, λ) =
1

s
sin s(x− 1) +

1

s

∫ 1

x

sin s(x− z)q(z)χ2(z, λ)dz (4.6.33)

eşitliği sağlanır. Bu eşitlik |s| exp(−|t|(1− x)) ile çarpılır ve

|s| exp(−|t|(1− x))χ2(x, λ) := F1(x, λ) (4.6.34)

gösteriminden yararlanılırsa;

F1(x, λ) =
|s|
s

exp(−|t|(1− x)) sin s(x− 1)

+
|s|
s

∫ 1

x

sin s(x− z)q(z) exp(−|t|(1− x))χ2(z, λ)dz (4.6.35)

elde edilir.

F1(λ) := max
x∈[0,1]

|F1(x, λ)| , q1 := max
x∈[0,1]

|q(x)| (4.6.36)

eşitlikleri tanımlanarak (4.6.35) eşitliği incelenirse

|F1(x, λ)| ≤
∣∣∣∣
|s|
s

exp(−|t|(1− x)) sin s(x− 1)

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
|s|
s

∫ 1

x

sin s(x− z)q(z) exp(−|t|(1− x))χ2(z, λ)dz

∣∣∣∣

≤ |s|
|s| exp(−|t|(1− x)) |sin s(x− 1)|

+
|s|
|s|

∫ 1

x

| sin s(x− z)||q(z)| exp(−|t|(1− x))|χ2(z, λ)|dz (4.6.37)

elde edilir.

| sin p| ≤ exp(|Imp|) ve | cos p| ≤ exp(|Imp|)
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olduğundan (4.6.37) ifadesi

|F1(x, λ)| ≤ exp(−|t|(1− x)) exp(|t|(1− x))

+

∫ 1

x

|exp(|t|(z − x)) exp(−|t|(1− x))χ2(z, λ)| |q(z)|dz

|F1(x, λ)| ≤ 1 +

∫ 1

x

|exp(|t|(z − 1))χ2(z, λ)| |q(z)|dz (4.6.38)

halini alınır. (4.6.36) eşitliği dikkate alınırsa

|F1(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ 1

x

|F1(z, λ)||q(z)|dz

|F1(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ 1

x

F1(λ)|q(z)|dz

|F1(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|{F1(λ)q1} (4.6.39)

elde edilir. Buradan keyfi M ∈ R+ için

|F1(x, λ)| ≤ M

elde edilir. (4.6.34) gösterimi dikkate alınırsa

||s| exp(−|t|(1− x))χ2(x, λ)| ≤ M =⇒ |χ2(x, λ)| ≤ 1

|s| exp(|t|(1− x))M

χ2(x, λ) = O

(
1

|s| exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.40)

asimptotik eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.6.30) asimptotik eşitliği ispatlanacaktır. Daha önce

χ
′
2(x, λ) = cos s(x− 1) +

∫ 1

x

cos s(x− z)q(z)χ2(z, λ)dz (4.6.41)

olduğu gösterilmişti. Bu son eşitlik exp(−|t|(1− x)) ile çarpılır ve

exp(−|t|(1− x))χ
′
2(x, λ) := F2(x, λ) (4.6.42)

gösteriminden yararlanılırsa;

F2(x, λ) = exp(−|t|(1− x)) cos s(x− 1)

+

∫ 1

x

cos s(x− z)q(z) exp(−|t|(1− x))χ2(z, λ)dz (4.6.43)

elde edilir.

F2(λ) := max
x∈[0,1]

|F2(x, λ)| , q2 := max
x∈[0,1]

|q(x)| (4.6.44)
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eşitlikleri tanımlanarak (4.6.43) eşitliği incelenirse

|F2(x, λ)| ≤ |exp(−|t|(1− x)) cos s(x− 1)|
+

∣∣∣∣
∫ 1

x

cos s(x− z)q(z) exp(−|t|(1− x))χ2(z, λ)dz

∣∣∣∣
≤ exp(−|t|(1− x)) |cos s(x− 1)|
+

∫ 1

x

| cos s(x− z)||q(z)| exp(−|t|(1− x))|χ2(z, λ)|dz (4.6.45)

elde edilir.

| sin p| ≤ exp(|Imp|) ve | cos p| ≤ exp(|Imp|)

olduğundan (4.6.45) ifadesi

|F2(x, λ)| ≤ exp(−|t|(1− x)) exp(|t|(1− x))

+

∫ 1

x

|exp(|t|(z − x)) exp(−|t|(1− x))χ2(z, λ)| |q(z)|dz

|F2(x, λ)| ≤ 1 +

∫ 1

x

|exp(|t|(z − 1))χ2(z, λ)| |q(z)|dz (4.6.46)

halini alır. (4.6.44) eşitliği ve χ2(z, λ) ≤ 1
|s| exp(|t|(1− z))M, M ∈ R+ dikkate alınırsa

|F2(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|
∫ 1

x

|exp(|t|(z − 1)) exp(|t|(1− z))M | |q(z)|dz

|F2(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|M
∫ 1

x

|q(z)|dz

|F2(x, λ)| ≤ 1 +
1

|s|Mq2 (4.6.47)

elde edilir. Buradan keyfi m ∈ R+ için

|F2(x, λ)| ≤ m

elde edilir. (4.6.42) gösterimi dikkate alınırsa
∣∣∣exp(−|t|(1− x))χ

′
2(x, λ)

∣∣∣ ≤ m =⇒ |χ′2(x, λ)| ≤ exp(|t|(1− x))m

χ2
′(x, λ) = O (exp(|t|(1− x))) , |λ| −→ ∞ (4.6.48)

asimptotik eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.6.31) asimptotik eşitliği ispatlanacaktır. Daha önce

χ2(x, λ) =
1

s
sin s(x− 1) +

1

s

∫ 1

x

sin s(x− z)q(z)χ2(z, λ)dz
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olduğu gösterilmişti.

χ2(x, λ) = O

(
1

|s| exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞

asimptotik eşitliği gereği

χ2(x, λ) = M0
1

|s| exp(|t|(1− x))

olacak şekilde x ve λ’dan bağımsız M0 > 0 sabiti mevcuttur ve

q3 := max
x∈[0,1]

|q(x)|

ile tanımlanırsa
∣∣∣∣
1

s

∫ 1

x

sin s(x− z)χ2(z, λ)q(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 1

|s|
∫ 1

x

| sin s(x− z)||χ2(z, λ)||q(z)|dz

≤ 1

|s|2
∫ 1

x

exp(|t|(z − x))M0 exp(|t|(1− z))|q(z)|dz

≤ M0
1

|s|2 exp(|t|(1− x))

∫ 1

x

|q(z)|dz

≤ M0q3
1

|s|2 exp(|t|(1− x))

elde edilir. Buradan

1

s

∫ 1

x

sin s(x− z)χ2(z, λ)q(z)dz = O

(
1

|s|2 exp(|t|(1− x))

)
(4.6.49)

eşitliği bulunur. (4.6.49) eşitliği χ2(x, λ) integral denkleminde yerine yazılır ve gerekli

düzenlemeler yapılırsa

χ2(x, λ) =
1

s
sin s(x− 1) + O

(
1

|s|2 exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.50)

asimptotik eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.6.32) asimptotik eşitliği ispatlanacaktır. Daha önce

χ
′
2(x, λ) = cos s(x− 1) +

∫ 1

x

cos s(x− z)q(z)χ2(z, λ)dz

olduğu gösterilmişti.

χ2(x, λ) = O

(
1

|s| exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞
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asimptotik eşitliği gereği

χ2(x, λ) = M1
1

|s| exp(|t|(1− x))

olacak şekilde x ve λ’dan bağımsız M1 > 0 sabiti mevcuttur ve

q4 := max
x∈[0,1]

|q(x)|

ile tanımlanırsa
∣∣∣∣
∫ 1

x

cos s(x− z)χ2(z, λ)q(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

x

| cos s(x− z)||χ2(z, λ)||q(z)|dz

≤ 1

|s|
∫ 1

x

exp(|t|(z − x))M1exp(|t|(1− z))|q(z)|dz

≤ M1
1

|s| exp(|t|(1− x))

∫ 1

x

|q(z)|dz

≤ M1q4
1

|s| exp(|t|(1− x))

elde edilir. Buradan
∫ 1

x

cos s(x− z)χ2(z, λ)q(z)dz = O

(
1

|s| exp(|t|(1− x))

)
(4.6.51)

eşitliği bulunur. (4.6.51) eşitliği χ
′
2(x, λ) integral denkleminde yerine yazılır ve gerekli

düzenlemeler yapılırsa

χ
′
2(x, λ) = cos s(x− 1) + O

(
1

|s| exp(|t|(1− x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.52)

asimptotik eşitliği elde edilir.

4.6.4. Teorem λ = s2, s = σ + it, Ims = t olmak üzere χ1(x, λ) fonksiyonu için

−1 ≤ x ≤ 0 aralığında aşağıdaki asimptotik eşitlikler sağlanır.

χ1(x, λ) = O

(
1

|s| exp(|t|(1 + x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.53)

χ
′
1(x, λ) = O (exp(|t|(1 + x))) , |λ| −→ ∞ (4.6.54)

χ1(x, λ) =
1

s
sin s(x + 1) + O

(
1

|s|2 exp(|t|(1 + x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.55)

χ
′
1(x, λ) = cos s(x + 1) + O

(
1

|s| exp(|t|(1 + x))

)
, |λ| −→ ∞ (4.6.56)
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4.7. Esas Çözüm Sistemi ve Sınır Fonksiyonunun Asimptotiği

4.7.1. Esas Çözümler ve Sınır Fonksiyonu

Bu kısımda

Lu := −u
′′

+ q(x)u = λu, x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1] (4.7.1)

L1u := u(−1) = −u(1) (4.7.2)

L2u := u
′
(−1) = −u

′
(1) (4.7.3)

L3u := u(+0) = Ku(−0) (4.7.4)

L4u := u
′
(+0) =

1

K
u
′
(−0) (4.7.5)

sınır-değer-geçiş probleminin özdeğer ve özfonksiyonları arasındaki bazı temel

bağıntılar incelenecektir. Önceki bölümlerde φ1(x, λ) ve χ1(x, λ) fonksiyonlarının

∀x ∈ [−1, 0] için, φ2(x, λ) ve χ2(x, λ) fonksiyonlarının ise ∀x ∈ [0, 1] için λ

parametresine göre bütün kompleks düzlemde analitik (yani λ parametresinin tam

fonksiyonu) olduğu gösterilmişti. Bu fonksiyonlar [−1, 1] aralığında sıfırla devamlarına

uygun olarak φ̃i(x, λ) ve χ̃i(x, λ) ile gösterilecektir. Yani

φ̃1 =





φ1, x ∈ [−1, 0)

0, x ∈ (0, 1]

φ̃2 =





0, x ∈ [−1, 0)

φ2, x ∈ (0, 1]

χ̃1 =





χ1, x ∈ [−1, 0)

0, x ∈ (0, 1]

χ̃2 =





0, x ∈ [−1, 0)

χ2, x ∈ (0, 1]

ile gösterilecektir. φi(x, λ) ve χi(x, λ) (i = 1, 2) olmak üzere bu çözüm fonksiyonlarının

wronskiyeni

∆i(λ) = W (φi(x, λ), χi(x, λ)) = φi(x, λ)χ
′
i(x, λ)− φ

′
i(x, λ)χi(x, λ)
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ile tanımlıdır. ∆1(λ) ile φ1(x, λ) ve χ1(x, λ) çözüm fonksiyonlarının wronskiyeni,

∆2(λ) ile φ2(x, λ) ve χ2(x, λ) çözüm fonksiyonlarının wronskiyeni gösterilecektir.

Ayrıca W (φ1(x, λ), χ1(x, λ)) ve W (φ2(x, λ), χ2(x, λ)) wronskiyenleri uygun olarak

x ∈ [−1, 0] ve x ∈ [0, 1] değişkenlerinden bağımsız oldukları için ve φ̃i(x, λ) ve χ̃i(x, λ)

(i = 1, 2) her bir x için λ parametresinin tam fonksiyonu olduklarından dolayı

∆1(λ) = W (φ1(x, λ), χ1(x, λ)) (4.7.6)

∆2(λ) = W (φ2(x, λ), χ2(x, λ)) (4.7.7)

fonksiyonları λ parametresinin tam fonksiyonlarıdır.

4.7.1. Lemma ∀ λ ∈ C için

∆1(λ) = ∆2(λ) (4.7.8)

eşitliği sağlanır.

İspat (4.7.6)-(4.7.7) eşitlikleri gereği

∆2(λ) = W (φ2(· , λ), χ2(· , λ))

= φ2(0, λ)χ
′
2(0, λ)− φ

′
2(0, λ)χ2(0, λ) (4.7.9)

eşitliği sağlanır. Diğer taraftan φi(x, λ) ve χi(x, λ) (i = 1, 2) çözümlerinin tanımı gereği

φ2(0, λ) = Kφ1(0, λ)

φ
′
2(0, λ) =

1

K
φ
′
1(0, λ)

χ2(0, λ) = Kχ1(0, λ)

χ
′
2(0, λ) =

1

K
χ
′
1(0, λ)

eşitlikleri de sağlanır. Bu değerler (4.7.9)’da yerine yazılırsa

∆2(λ) = Kφ1(0, λ)
1

K
χ
′
1(0, λ)− 1

K
φ
′
1(0, λ)Kχ1(0, λ)

= φ1(0, λ)χ
′
1(0, λ)− φ

′
1(0, λ)χ1(0, λ)

= ∆1(λ)

elde edilir.
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4.7.1. Sonuç ∆1(λ) ve ∆2(λ) fonksiyonlarının sıfır yerleri çakışıktır. [−1, 0)∪ (0, 1]’de

tanımlı olan φ(x, λ) ve χ(x, λ) fonksiyonları

φ(x, λ) =





φ1(x, λ), x ∈ [−1, 0)

φ2(x, λ), x ∈ (0, 1]

χ(x, λ) =





χ1(x, λ), x ∈ [−1, 0)

χ2(x, λ), x ∈ (0, 1]

eşitlikleri ile tanımlanırsa Lemma 4.7.1’den aşağıdaki sonuç elde edilir.

4.7.2. Sonuç φ(x, λ) ve χ(x, λ) fonksiyonlarının wronskiyeni [−1, 0)∪(0, 1] aralıklarının

her birinde x değişkeninden bağımsızdır ve x değişkeninin her bir x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]

değerinde, λ parametresinin tam fonksiyonudur.

∆(λ) = W (φ(x, λ), χ(x, λ))

ile gösterilsin. O halde

∆(λ) = W (φ(x, λ), χ(x, λ)) =





∆1(x, λ), x ∈ [−1, 0)

∆2(x, λ), x ∈ (0, 1]

formülü elde edilir. Bu durumda Lemma 4.7.1 gereği

∆(λ) := ∆1(λ) = ∆2(λ) (4.7.10)

eşitliği yazılır.

4.7.1. Teorem (4.7.1)-(4.7.5) sınır-değer-geçiş probleminin özdeğerleri

ω(λ) = [φ2(+0, λ)−Kφ1(−0, λ)]

[
χ
′
2(+0, λ)− 1

K
χ
′
1(−0, λ)

]

− [χ2(+0, λ)−Kχ1(−0, λ)]

[
φ
′
2(+0, λ)− 1

K
φ
′
1(−0, λ)

]
(4.7.11)

sınır fonksiyonunun sıfır yerleri ile çakışıktır.

İspat ∀ λ ∈ C için φ1(x, λ), χ1(x, λ) fonksiyonlarının (4.7.1) denkleminin [−1, 0]

aralığında lineer bağımsız çözümleri olduğu ve de

W (φ1, χ1; x) = W (φ1, χ1; −1) 6= 0 olduğu için (4.7.1) denkleminin [−1, 0]’deki genel

çözümü

y = c1φ1(x, λ) + c2χ1(x, λ)
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biçiminde ifade edilebilir. Benzer şekilde aynı diferansiyel denklemin [0, 1]’deki genel

çözümü

y = c3φ2(x, λ) + c4χ2(x, λ)

biçiminde ifade edilebilir. Dolayısıyla (4.7.1) iki-aralıklı diferansiyel denklemin [−1, 0)∪
(0, 1]’deki genel çözümü

y =





c1φ1(x, λ) + c2χ1(x, λ), x ∈ [−1, 0)

c3φ2(x, λ) + c4χ2(x, λ), x ∈ (0, 1]

biçiminde yazılabilir. Bu ifade

y(−1) = −y(1)

y
′
(−1) = −y

′
(1)

anti-periyodik sınır şartlarında yerine yazılırsa

c1φ1(−1, λ) + c2χ1(−1, λ) = c3φ2(1, λ) + c4χ2(1, λ)

c1φ
′
1(−1, λ) + c2χ

′
1(−1, λ) = c3φ

′
2(1, λ) + c4χ

′
2(1, λ)

elde edilir. φ1(x, λ), φ2(x, λ), χ1(x, λ), χ2(x, λ) çözümleri

φ1(−1, λ) = 1, φ
′
1(−1, λ) = 0

φ2(1, λ) = 1, φ
′
2(1, λ) = 0

χ1(−1, λ) = 0, χ
′
1(−1, λ) = 1

χ2(1, λ) = 0, χ
′
2(1, λ) = 1

şartlarını sağladığı için c1 = c3 = A ve c2 = c4 = B elde edilir. O halde genel çözüm

y =





Aφ1(x, λ) + Bχ1(x, λ), x ∈ [−1, 0)

Aφ2(x, λ) + Bχ2(x, λ), x ∈ (0, 1]

= A





φ1(x, λ)

φ2(x, λ)
+ B





χ1(x, λ)

χ2(x, λ)

= Aφ(x, λ) + Bχ(x, λ)

biçiminde yazılabilir. Bu ifade

y(+0) = Ky(−0)

y
′
(+0) =

1

K
y
′
(−0)



57

geçiş şartlarında yerine yazılırsa

(φ2(+0, λ)−Kφ1(−0, λ)) A + (χ2(+0, λ)−Kχ1(−0, λ)) B = 0(
φ
′
2(+0, λ)− 1

K
φ
′
1(−0, λ)

)
A +

(
χ
′
2(+0, λ)− 1

K
χ
′
1(−0, λ)

)
B = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin aşikar olmayan çözümünün (A,B) 6=
(0, 0) olması için gerek ve yeter şart

∣∣∣∣∣∣
φ2(+0, λ)−Kφ1(−0, λ) χ2(+0, λ)−Kχ1(−0, λ)

φ
′
2(+0, λ)− 1

K
φ
′
1(−0, λ) (χ

′
2(+0, λ)− 1

K
χ
′
1(−0, λ)

∣∣∣∣∣∣
= 0

[φ2(+0, λ)−Kφ1(−0, λ)]

[
χ
′
2(+0, λ)− 1

K
χ
′
1(−0, λ)

]

−[χ2(+0, λ)−Kχ1(−0, λ)]

[
φ
′
2(+0, λ)− 1

K
φ
′
1(−0, λ)

]
= 0

olması yani ω(λ) = 0 olmasıdır. Bu ise ispatı tamamlar.

4.7.2. Sınır Fonksiyonunun Asimptotiği

Bölüm 4.7.1’de araştırılan problemin özdeğerleri ω(λ) fonksiyonunun sıfır yerlerinden

ibaret olduğundan ω(λ) fonksiyonunun asimptotik davranışı incelenmiştir.

4.7.2. Teorem K2 6= 1 ise ω(λ) sınır fonksiyonu

ω(λ) = (1−K)

(
1− 1

K

)
cos2

√
λ

+ (1 + K)

(
1 +

1

K

)
sin2

√
λ + O

(
1√
λ

exp(|2t|)
)

(4.7.12)

asimptotik eşitliğini sağlar.

İspat t = Im(
√

λ) ile gösterelim. Bölüm 4.6’daki φi(x, λ) ve χi(x, λ), i = 1, 2

çözümlerinin asimptotik davranışlarından yararlanılırsa bu çözümler için aşağıdaki
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asimptotik formüller elde edilir.

φ1(x, λ) = cos(µ(x + 1)) + O

(
1

µ
exp(|t||x + 1|)

)
(4.7.13)

φ
′
1(x, λ) = −µ sin(µ(x + 1)) + O (exp(|t||x + 1|)) (4.7.14)

φ2(x, λ) = cos(µ(x− 1)) + O

(
1

µ
exp(|t||x− 1|)

)
(4.7.15)

φ
′
2(x, λ) = −µ sin(µ(x− 1)) + O (exp(|t||x− 1|)) (4.7.16)

χ1(x, λ) =
1

µ
sin(µ(x + 1)) + O

(
1

µ2
exp(|t||x + 1|)

)
(4.7.17)

χ
′
1(x, λ) = cos(µ(x + 1)) + O

(
1

µ
exp(|t||x + 1|)

)
(4.7.18)

χ2(x, λ) =
1

µ
sin(µ(x− 1)) + O

(
1

µ2
exp(|t||x− 1|)

)
(4.7.19)

χ
′
1(x, λ) = cos(µ(x− 1)) + O

(
1

µ
exp(|t||x− 1|)

)
(4.7.20)

Burada
√

λ = µ ile gösterilmiştir. Bu eşitliklerden

φ1(−0, λ) = cos(µ) + O

(
1

µ
exp(|t|)

)
(4.7.21)

φ
′
1(−0, λ) = −µ sin(µ) + O (exp(|t|)) (4.7.22)

φ2(+0, λ) = cos(µ) + O

(
1

µ
exp(|t|)

)
(4.7.23)

φ
′
2(+0, λ) = µ sin(µ) + O (exp(|t|)) (4.7.24)

χ1(−0, λ) =
1

µ
sin(µ) + O

(
1

µ2
exp(|t|)

)
(4.7.25)

χ
′
1(−0, λ) = cos(µ) + O

(
1

µ
exp(|t|)

)
(4.7.26)

χ2(+0, λ) = − 1

µ
sin(µ) + O

(
1

µ2
exp(|t|)

)
(4.7.27)

χ
′
1(+0, λ) = cos(µ) + O

(
1

µ
exp(|t|)

)
(4.7.28)

asimptotik eşitlikleri elde edilir. (4.7.21)-(4.7.28) asimptotik eşitliklerini (4.7.11)’de

yerine yazarsak

ω(λ) =

[
(1−K) cos µ + O

(
1

µ
exp(|t|)

)][
(1− 1

K
) cos µ + O

(
1

µ
exp(|t|)

)]

−
[
(−1−K)

1

µ
sin µ + O

(
1

µ2
exp(|t|)

)][(
1 +

1

K

)
µ sin µ + O (exp(|t|))

]
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elde edilir. Buradan

ω(λ) = (1−K)

(
1− 1

K

)
cos2 µ

+ (1 + K)

(
1 +

1

K

)
sin2 µ + O

(
1

µ
exp(|2t|)

)

eşitliği elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

4.7.3. Teorem K2 6= 1 ise verilen (4.7.1)-(4.7.5) sınır-değer-geçiş probleminin sonsuz

sayıda özdeğeri mevcuttur ve bu özdeğerlerin sonlu yığılma noktası mevcut değildir.

İspat İspat için

ω1(λ) = (1−K)

(
1− 1

K

)
cos2 µ

+ (1 + K)

(
1 +

1

K

)
sin2 µ

ω2(λ) = ω(λ)− ω1(λ)

gösterilerek ω1(λ) ve ω2(λ) tam fonksiyonlarına Rouche teoremini uygulamak yeterlidir.
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında literatürde daha önce araştırılmamış yeni tipten bir

anti-periyodik sınır-değer probleminin en temel spektral özellikleri incelenmiştir.

Çalışmanın en esas farklandırıcı özelliği ise bir iç süreksizlik noktası ile verilmesi ve

bu süreksizlik noktasında geçiş şartı içermesidir.

Tezde bulunan sonuçlar teorik olmasına rağmen giriş bölümünde de belirtildiği gibi

mekanik ve fiziğin bir çok somut problemlerinin analitik ve yaklaşık çözümlerinin

bulunmasında uygulanabilir.

Sonuç olarak tez çalışmasında uygulanan yöntemlerle daha genel sınır şartlarından

oluşan sınır-değer-geçiş problemleri de araştırılabilir.
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