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ÖZET 
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𝑅𝑚      𝑚 elemanı tarafından üretilen devirli modül 
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1.GİRİŞ 

Helmut Zöschinger 1970’li yıllarda tümleyen alt modül ve tümlenmiş modül kavramının 

temelini oluşturmuştur. Yine o yıllarda bu konu ile ilgili yoğun araştırmalar yapılmıştır. 

Varadarajan 1979 yılında yayınladığı bir makalesinde tümleyen alt modüllerin özelliklerini 

çalışmıştır. Rafail Alizade, Gökhan Bilhan ve Patrick F.Smith’ in 2001 yılında yayınladıkları 

‘Modules Whose Maximal Submodules Have Supplements’ adlı makalede eş sonlu 

tümlenmiş modülleri tanımlamışlar ve bu modüllerle ilgili bazı temel özellikleri 

vermişlerdir. Ayrıca eş sonlu tümlenmiş modüllerin yapısını Dedekind bölgesi üzerinde 

belirlemişlerdir. Engin Kaynar, Hamza Çalışıcı ve Ergül Türkmen 2020 yılında 

yayınladıkları ‘ss-supplemented Modules’ adlı makalelerinde, ss-tümlenmiş modülleri 

tümlenmiş modülleri kuvvetlendirerek çalışmışlar ve temel özelliklerine yer vermişlerdir. 

𝑀 bir modül ve 𝑈 ≤ 𝑀 alt modül olmak üzere 𝑉 ≤ 𝑀 alt modülü 𝑀 = 𝑉 + 𝑈 koşulunu 

sağlayan minimal alt modül ise, 𝑉 alt modülüne 𝑈 nun tümleyeni ve 𝑈 ya da 𝑀 de 𝑉 

tümleyenine sahiptir denir. Bu tanıma denk olarak; 𝐾 nın 𝑀 de 𝑁 nin tümleyeni olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑀 = 𝑉 + 𝑈, 𝑉 ∩ 𝑈 ≪ 𝑉 olmasıdır. 𝑀 modülünün her alt modülü 𝑀 de 

bir tümleyene sahipse, 𝑀 ye tümlenmiş modül denir.  𝑀 modülünün tüm basit ve küçük alt 

modüllerinin toplamı 𝐷𝑒𝑠%(𝑀) = ∑{𝑁 ≪ 𝑀|𝑁,𝑀	𝑛𝑖𝑛		𝑏𝑎𝑠𝑖𝑡	𝑎𝑙𝑡	𝑚𝑜𝑑ü𝑙ü} olarak 

tanımlanır. 𝑀 modülü 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) koşulunu sağlayan yerel modül olsun. Bu 

takdirde, 𝑀 modülüne güçlü yerel modül denir. 𝑅 halkası sol 𝑅-modül olarak güçlü yerel 

modül ise, 𝑅 halkasına sol güçlü yerel halka denir. 𝑀 modülü yerel  ve  𝑅𝑎𝑑(𝑀), 𝑀 nin 

yerel Artin alt modülü ise 𝑀 modülüne RLA yerel modül denir. 𝑅  halkası  sol  𝑅-modül  

olarak  RLA yerel  modül ise  𝑅 ye sol RLA yerel  halka denir. Herhangi bir 𝑀 modülü için   

𝐷𝑒𝑠%(𝑀) = 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ∩ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) dir. 𝑀 modül ve 𝑈, 𝑉 ≤ 𝑀 olmak üzere 𝑀 = 𝑈 + 𝑉	ve  

𝑈 ∩ 𝑉 ≤ 𝐷𝑒𝑠%(𝑉) ise 𝑉 ye 𝑈	nun ss-tümleyeni denir. 

Bu tezde, RLA yerel ve yerel Artin tümlenmiş modüller sırasıyla güçlü yerel ve ss-

tümlenmiş modüllerin birer öz genellemesi olarak tanımlandı ve bu modüllerin bazı temel 

özellikleri verilerek (bol) yerel Artin tümlenmiş modüller sol mükemmel halkalar üzerinde 

karakterize edildi. 
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2. GENEL BİLGİLER 
Bu bölümde çalışmamızda kullanacağımız temel tanım ve teoremlere yer verilecektir. 

 

2.1. Halkalar 

 

2.1.1. Tanım Aşağıdaki özellikleri sağlayan  (𝑅,+, . ) cebirsel yapısına halka denir. 

(i) (𝑅,+) abel gruptur, 

(ii) . işleminin birleşme özelliği vardır, yani ∀	𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅		için (𝑎𝑏)𝑐	 = 𝑎(𝑏𝑐) dir,  

(iii)  . işleminin + üzerine soldan ve sağdan dağılma özelliği adı verilen ∀	𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅		için 

𝑎(𝑏 + 𝑐) 	= 	𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 ve (𝑎 + 𝑏)𝑐	 = 	𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 eşitlikleri sağlanır [6]. 

 

2.1.2. Tanım  𝑅 halka olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 eşitliği sağlanıyorsa R ye değişmeli 

halka, her 𝑎 ∈ 𝑅 için 1!𝑎 = 𝑎1! = 𝑎 olacak şekilde  1! ∈ 𝑅 elemanı varsa R ye birimli 

halka denir [6]. 

  

ℤ,ℚ,ℝ değişmeli halkalardır ve 𝑛 > 1 olmak üzere 𝑀&(ℤ) değişmeli olmayan 

halkalardır	[6].  

 

Bu çalışmamızda bütün halkalar birimli halka olarak alınacaktır. 

 

2.1.3. Tanım R halka ve 0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅 olsun. 𝑎𝑏 = 0		(𝑏𝑎 = 0) olacak şekilde  𝑅 sıfırdan  farklı  

bir 𝑏 ∈ 𝑅 varsa 𝑎 ∈ 𝑅 elemanına sol (sağ) sıfır bölen eleman, aksi taktirde sol (sağ) sıfır 

bölen olmayan eleman denir. Halkanın sıfır elemanı ne sıfır bölen elemanıdır ne de sıfır 

bölen olmayan elemanıdır.	𝑅 halkası sol (sağ) sıfır bölen eleman içermiyorsa	𝑅 halkasına sol 

(sağ) sıfır bölensiz halka denir. Sol ve sağ sıfır bölensiz halkaya sıfır bölensiz halka denir 

[6]. 

  

Örneğin; 𝑝 ∈ ℙ asal tamsayı için ℤ' 𝑝 moduna göre kalan sınıf halkasında sıfır bölen eleman 

yoktur, yani ℤ' sıfır bölensiz halkadır. Böylece ℤ(, ℤ), ℤ*, … halkaları sıfır bölensiz 

halkalara  birer örnektir [6]. 

  

Birimli, değişmeli ve sıfır bölensiz halkaya değişmeli bölge denir [6]. 
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Örneğin; ℤ tamsayılar halkası bir değişmeli bölgedir. Ayrıca 𝑝 ∈ ℙ asal tamsayısı  için  ℤ' 

bir  değişmeli  bölgedir.  Böylece  ℤ(, ℤ), ℤ*, … sıfır bölensiz halkaları birer değişmeli 

bölgedir. 

 

2.1.4. Tanım R birimli halka ve 𝑎 ∈ 𝑅 olsun. 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 1! olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝑅 varsa 𝑎 

elemanına birim (terslenebilir), 𝑏 elemanına ise 𝑎 elemanının tersi denir [6]. 

 

2.1.5. Tanım Birimli 𝑅 halkasının sıfırdan farklı her elemanı birim ise 𝑅 halkasına bölme 

halkası denir	[6]. 

 

2.1.6. Tanım 𝑅 bir halka ve ∅ ≠ 𝐼 ⊆ 𝑅 olsun. 𝐼, 𝑅 halkasının bir alt grubu ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 

için 𝑥𝑦 ∈ 𝐼 ise, 𝐼 ya 𝑅 halkasının alt halkası ve her 𝑟 ∈ 𝑅 ve her 𝑥 ∈ 𝐼 için 𝑟𝑥 ∈ 𝐼		(𝑥𝑟 ∈ 𝐼) 

ise, 𝐼 ya 𝑅 halkasının sol (sağ) ideali denir.	𝐼, 𝑅 halkasının hem sağ ve hem sol ideali ise,	𝐼 

ya 𝑅 halkasının ideali denir [6].  

 

Her sağ (sol) ideal bir alt halkadır ancak tersinin doğruluğundan her zaman bahsedilemez. 

Örneğin; 𝐼 = k	l
𝑚 𝑞
0 𝑞+n |	𝑚	𝜖	ℤ	; 		𝑞, 𝑞

+	𝜖	ℚ	q kümesi  𝑀((ℤ) matris halkasının alt halkası 

olmasına rağmen sol (sağ) ideali değildir [11]. 

  

0 ve 𝑅 ideallerine 𝑅 halkasının aşikar idealleri denir. 𝑅 halkasının kendisi dışındaki tüm 

ideallerine öz ideal denir	[6]. 

  

Örneğin; 𝑝 ∈ ℙ asal tamsayısı için ℤ' 𝑝 moduna göre kalan sınıf halkası bir cisim olup aşikar 

ideallerinden başka ideali mevcut değil iken 𝑛 = 4 için ℤ& halkasının 𝐼 = {0s, 2s} ideali ℤ& 

ün bir öz idealidir.  

 

2.1.7. Tanım 𝑅 birim elemanlı ve değişmeli bir  halka ve 𝐼, 𝑅 halkasının  bir ideali olsun. 𝐼  

ideali bir tek 𝑎 ∈ 𝑅 elemanı tarafından üretiliyorsa, 𝐼 idealine esas ideal denir. Burada        

𝐼 = 𝑅𝑎 = {𝑟𝑎|	𝑎	 ∈ 	𝑅} = {𝑎𝑟|	𝑎	 ∈ 	𝑅} = 𝑎𝑅 şeklinde ifade edilir ve 〈𝑎〉 = 𝑅𝑎,  sol esas 

ideal 〈𝑎〉- = 𝑎𝑅 sağ esas ideale eşittir. Yani 𝑅𝑎 = 𝑎𝑅 = 〈𝑎〉 dir. 𝑅 nin her ideali esas ideal 

ise, 𝑅 halkasına esas ideal halkası denir. Esas ideal halkası olan değişmeli bölgeye esas 

ideal bölgesi denir [6]. 
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2.1.8. Tanım 𝑅 değişmeli halka ve 𝑃, 𝑅 halkasının bir ideali olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 olmak üzere  

𝑥𝑦 ∈ 𝑃 iken 𝑥 ∈ 𝑃 veya 𝑦 ∈ 𝑃 oluyorsa, 𝑃	ye 𝑅 halkasının asal ideali denir [6]. 

  

Örneğin; ℤ tamsayılar halkasında 3ℤ esas idealini göz önüne alalım. 𝑥𝑦 ∈ 3ℤ olacak şekilde 

her 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ için 𝑥𝑦 = 3𝑘 olacak şekilde 𝑘 ∈ 	ℤ vardır. Böylece 3|𝑥𝑦 olup Euclid 

Teoreminden 3|𝑥 veya 3|𝑦 dir. Buradan 𝑥 ∈ 3ℤ  veya 𝑦 ∈ 3ℤ dir. Dolayısıyla 3ℤ esas ideali 

ℤ nin bir asal idealidir. 

 

2.1.9. Tanım 𝐼, 𝑅 halkasının kendisinden farklı sol ideali olsun. 𝑅 halkasında 𝐼 yı kapsayan 

𝑅 den başka bir sol ideal yoksa, 𝐼 ya 𝑅 halkasının maksimal sol ideali denir. Birimli ve 

değişmeli bir halkada her maksimal ideal asal idealdir [6]. 

 

 

2.2. Modüller 

 

2.2.1. Tanım 𝑅 halka ve (	𝑀	, +	) abel grup olsun. Her 𝑟 ∈ 𝑅 ve her 𝑚 ∈ 𝑀 elemanları için 

(𝑟,𝑚) ⟼	• (𝑟,𝑚) = 𝑟𝑚 ile tanımlı •	∶ 𝑅 × 𝑀 ⟶ 𝑀 dış işlemi  

(i) ∀𝑟 ∈ 𝑅	 ve ∀𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀 için  𝑟(𝑚 + 𝑛) = 𝑟𝑚 + 𝑟𝑛; 

(i) ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve ∀𝑚 ∈ 𝑀 için (𝑟 + 𝑠	)𝑚	 = 𝑟𝑚 + 𝑠𝑚; 

(ii) ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve ∀𝑚 ∈ 𝑀 için (	𝑟𝑠	)𝑚	 = 𝑟(𝑠𝑚	) 

eşitliklerini sağlıyorsa 𝑀 Abel grubuna • dış işlemine göre sol 𝑹-modül veya kısaca 𝑹-

modül denir. 𝑅 birimi 1! olan bir halka olmak üzere 𝑚 ∈ 𝑀 keyfi elemanı için 	1!𝑚 = 𝑚 

ise 𝑀 modülüne üniter 𝑹-modül denir [6]. 

 

G abel grup olmak üzere, G bir üniter sol (sağ) ℤ-modüldür. Dolayısıyla ℚℤ   sol  ℤ -

modüldür. Her 𝑅 halkası kendi üzerinde üniter sol 𝑅-modüldür ve 𝑅!  ile gösterilir. Burada 

𝑅 = ℤ& alınırsa, ℤ& sol ℤ&- modüldür. 𝑉 bir 𝐾 cismi üzerinde vektör uzayı ise 𝑉/ üniter 

(sol,sağ) 𝐾-modüldür. 

 

Bu çalışmada bütün modüller üniter modül olarak alınacaktır. 

 

Zorn Lemması: 𝑋 kısmen sıralı kümesinin her zincirinin bir üst sınıra sahip olma durumunda  

𝑋 en azından bir maksimal eleman içerir [6]. 



5 
 

2.2.2. Tanım 𝑀 𝑅-modül ve ∅ ≠ 𝑁 ⊆ 𝑀 olsun. Eğer 𝑁, 𝑀 modülünün bir alt grubu ve 

her	𝑚 ∈ 𝑁, her 	𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑟𝑚 ∈ 𝑁 oluyorsa 𝑁 alt kümesine 𝑀 modülünün bir alt modülü 

denir ve 𝑁 ≤ 𝑀 yazılışı ile gösterilir [6]. 

Bu tanıma göre 0 ve	𝑀, 	𝑀 modülünün alt modülleridir. 𝑀 modülünün bu alt modüllerine 

aşikar alt modül denir. 𝑀 modülünün kendisinden farklı alt modüllerine öz alt modül 

denir	[6]. 

 

2.2.3. Tanım 𝑁, 𝑀 modülünün 𝑀 den farklı bir alt modülü olsun. 𝑀 nin 𝑁 yi kapsayan 𝑀 

ve 𝑁 den farklı alt modülü yoksa  𝑁 ye 𝑀 nin  maksimal alt modülü denir [6]. 

 

2.2.4. Teorem 𝑀 modülünün bir takım alt modüllerinin arakesiti 𝑀 modülünün bir alt 

modülüdür	[6].  

 

2.2.5. Tanım 𝑀 modül ve 𝑋 ⊆ 𝑀 olsun. 𝑀 modülünün 𝑋 i kapsayan bütün alt modüllerinin 

arakesitine	𝑀 modülünün 𝑋 alt kümesi tarafından üretilen alt modülü denir ve 〈𝑋〉 ile 

gösterilir.	𝑋 kümesine de 〈𝑋〉 alt modülünün üreteç kümesi denir.  Eğer 𝑋 sonlu küme ise, 

〈𝑋〉 alt modülüne sonlu üretilmiş alt modül, 𝑋 = {𝑚} şeklinde tek elemana sahipse 〈𝑋〉 =

〈𝑚〉 alt modülüne devirli alt modül denir. Eğer 𝑀 = 〈𝑋〉 olacak şekilde 𝑀 nin bir X sonlu 

alt kümesi varsa 𝑀 ye sonlu üretilmiş modül ve özel olarak  𝑀 = 〈𝑚〉 olacak şekilde bir 

𝑚 ∈ 𝑀 varsa 𝑀 ye m elemanı tarafından üretilen devirli modül denir	[6]. 

 

2.2.6. Sonuç  𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑎Î	𝑀 olmak  üzere 〈𝑎〉 = 𝑅𝑎 = {𝑟𝑎	|	𝑟Î𝑅} dir [14]. 

 

2.2.7. Tanım 𝑅 bir değişmeli bölge ve 𝑀 𝑅-modül olmak üzere 𝑅 nin sıfırdan farklı en az 

bir 𝑟 ∈ 𝑅	elemanı için 𝑟𝑚 = 0 koşulunu sağlayan 𝑚	 ∈ 	𝑀 elemanına, 𝑀 nin burulma 

elemanı denir. 𝑀 modülünün tüm burulma elemanlarının kümesi ile gösterilen 

𝑇(𝑀) = {𝑚 ∈ 𝑀 ∶ 0 ≠ 𝑟 ∈ 𝑅	𝑖ç𝑖𝑛	𝑟𝑚 = 0} kümesine M modülünün burulmalı alt 

modülü denir. Eğer 𝑇(𝑀) = 𝑀 ise 𝑀 ye burulmalı modül,  𝑇(𝑀) 	= 	0 ise burulmasız 

modül denir [1]. 

        

Örneğin; 0 ∈ 𝑅 için 0𝑚 = 00 ∈ 𝑇(𝑀) olup 𝑇(𝑀) ≠ ∅ dir. 𝑚1, 𝑚( ∈ 𝑇(𝑀) keyfi 

elemanları için 𝑟1𝑚1 = 0 ve 𝑟(𝑚( = 0  olacak şekilde 𝑟1, 𝑟( ∈ 𝑅 ∖ {0} elemanları vardır. 𝑅 

değişmeli bölge olduğundan 𝑟1𝑟( ≠ 0 olup 𝑟1𝑟((𝑚1 −𝑚() = 𝑟1(𝑟(𝑚1) − 𝑟1(𝑟(𝑚() = 0 
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eşitliği gereği 𝑚1 −𝑚( ∈ 𝑇(𝑀) dir. 𝑚 ∈ 𝑇(𝑀) ve 𝑠 ∈ 𝑅 keyfi elemanlar olsun. 0 ≠ 𝑟 ∈ 𝑅 

için 𝑟𝑚 = 0 olup 𝑟(𝑠𝑚) = 𝑠(𝑟𝑚) = 0 dır. Dolayısıyla 𝑠𝑚 ∈ 𝑇(𝑀) olup 𝑇(𝑀) ≤ 𝑀 alt 

modüldür.  

 

Burada 𝑅 değişmeli değilse 𝑀 nin 𝑇(𝑀) alt kümeleri, 𝑀 𝑅-modülünün alt modülü 

olmayabilir.  

 

2.2.8. Tanım 𝑀 𝑅-modül ve 𝐾 de 𝑀 nin alt modülü olsun. 𝑀/𝐾 bölüm grubu 𝑔 ∈ 𝑅,	         

𝑚 +𝐾 ∈ 	𝑀/𝐾 olmak üzere, 𝑔(𝑚 + 𝐾) = 𝑔𝑚 + 𝐾 ile tanımlı dış işleme göre bir 𝑅-modül 

yapısına sahiptir. 𝑀/𝐾 bölüm grubuna 𝑀 nin 𝐾 ye  göre bölüm modülü adı verilir [1]. 

  

Herhangi bir 𝑀 modülünün 𝑁 alt modülü için 𝑀 𝑁⁄  sonlu üretilmiş ise 𝑁 alt modülüne eş 

sonlu denir	[2]. 

 

2.2.9. Teorem 𝑀 𝑅-modül  ve  𝐾 da 𝑀 nin alt modülü olsun. Bu  takdirde,  𝑈®	𝑈/𝐾 ile 

tanımlı	𝑀 nin 𝐾 yi kapsayan alt modülleri ile 𝑀/𝐾 nin  alt modülleri arasında birebir  bir 

eşleme yapılabilir. Böylece 𝑀/𝐾	nin her alt modülü; 𝑈, 𝑀 nin 𝐾 yi kapsayan alt modülü 

olmak üzere 𝑈/𝐾 şeklindedir [6]. 

 

2.2.10. Teorem  𝐾,𝑀,𝑁  bir 𝑅-modülünün alt modülleri ve 𝐾 ⊆ 𝑁, 𝐾 ⊆ 𝑀  olsun. Bu 

takdirde, 𝑁/𝐾 = 𝑀/𝐾 olması için gerek ve yeter şart 𝑁 = 𝑀 olmasıdır [15]. 

İspat. (Þ) 𝑛 ∈ 𝑁 olsun. Hipotez gereği 𝑛 + 𝐾 = 𝑚 + 𝐾 olacak şekilde  ∃𝑚 ∈ 𝑀 

bulunabilir. Buradan 𝑛 −𝑚 = 𝑘 olacak şekilde ∃𝑘 ∈ 𝐾 mevcut olup 𝐾 ⊂ 𝑀 olduğundan 

𝑛 = 𝑘 +𝑚Î	𝑀 bulunur. Yani 𝑁 ⊆ 𝑀 olur. Benzer şekilde 𝑁 ve 𝑀 nin rolleri değiştirilerek 

𝑀 ⊆ 𝑁 olduğu da gösterilebilir. Dolayısıyla her iki kapsamadan 𝑀 = 𝑁 bulunur. 

 (Ü) Açıktır. 

 

 

2.3. Modül Homomorfizmaları 

 

2.3.1. Tanım 𝑅 halka olmak üzere 𝑀 ve 𝑁 (sol) 𝑅-modülleri verilsin. Aşağıdaki koşulları 

sağlayan 𝑓:𝑀 ⟶ 𝑁 fonksiyonuna (sol) 𝑹-modül homomorfizması denir.  

(i) ∀𝑚1, 𝑚( ∈ 𝑀	𝑖ç𝑖𝑛	𝑓(𝑚1 +𝑚() = 𝑓(𝑚1) + 𝑓(𝑚()  
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(ii) ∀𝑚 ∈ 𝑀	𝑣𝑒	"	𝑟 ∈ 𝑅	𝑖ç𝑖𝑛	𝑓(𝑟𝑚) = 𝑟𝑓(𝑚) 

Eğer 𝑓	 homomorfizması birebir ise	𝑓 ye monomorfizma, örten ise epimorfizma, birebir 

ve örten ise izomorfizma adı verilir [1]. 

 

2.3.2. Teorem 𝑓:𝑀 → 𝑁 ve 𝑔:𝑁 → 𝐾 R-modül homomorfizmaları ise 𝑔𝑓 = 𝑔 ∘ 𝑓:𝑀 → 𝐾 

R-modül homomorfizmasıdır [1]. 

 

2.3.3. Tanım 𝑓:𝑀®	𝑁 𝑅-modül  homomorfizması olsun. 	{𝑚 ∈ 𝑀	|𝑓(𝑚) = 0}	 kümesine 

𝑓 nin çekirdeği denir ve Ç𝑒𝑘(𝑓) ile gösterilir,	{𝑓(𝑚)|𝑚 ∈ 𝑀}	kümesine de 𝑓 nin görüntüsü 

denir ve 𝐺ö𝑟(𝑓)	ile gösterilir. Buna göre, Ç𝑒𝑘(𝑓) = {𝑚 ∈ 𝑀	|𝑓(𝑚) = 0} ve 𝐺ö𝑟(𝑓) =

{𝑓(𝑚)|𝑚 ∈ 𝑀}	dir [1]. 

 

2.3.4. Tanım 𝑀 𝑅-modül ve 𝐾 ≤ 𝑀	 olsun. Bu takdirde 𝜋 ∶ 𝑀®	𝑀/𝐾	, 𝑎®	𝜋(𝑎) = 𝑎 + 𝐾  

dönüşümü bir epimorfizma ve bu durumda Ç𝑒𝑘(𝜋) 	= 𝐾 dır. Bu epimorfizmaya doğal  

homomorfizma adı verilir [6]. 

 

2.3.5. Teorem 𝑀	ve 𝑁 modül olmak üzere 𝑓:𝑀 ⟶ 𝑁 homomorfizması verilsin. Bu taktirde, 

(i) 𝐾 ≤ 𝑀 ise, 𝑓(𝐾) ≤ 𝑁 dir. 

(ii) 𝐿 ≤ 𝑁 ise, 𝑓21(𝐿) ≤ 𝑀 dir. 

(iii) 	𝐾 ≤ 𝑀 ise,	𝑓21�𝑓(𝐾)� = 𝐾 + Ç𝑒𝑘(𝑓) dir. 

(iv)  𝐾 ≤ 𝑀 ve 𝐿 ≤ 𝑁 ise,   

𝑓21(𝑓(𝐾) + 𝐿) = 𝐾 + 𝑓21(𝐿) ve 𝑓(𝑓21(𝐿) ∩ 𝐾)=𝐿 ∩ 𝑓(𝐾) dır [1]. 

 

2.3.6. Teorem 𝑀, 𝑁 modüller 𝑓:𝑀 → 𝑁  bir homomorfizma olsun. Bu takdirde, 𝑓	 = 	𝑔 ∘ 𝜋 

olacak  şekilde  bir  tek  𝑔:𝑀/ç𝑒𝑘(𝑓) → 𝑁  monomorfizması vardır ve   𝑀/ç𝑒𝑘(𝑓) ≅ 𝑓(𝑀) 

dir [1]. 

İspat. ∀𝑚 + ç𝑒𝑘(𝑓) ∈ 𝑀/ç𝑒𝑘(𝑓) için 𝑔(𝑚 + ç𝑒𝑘(𝑓)) = 𝑓(𝑚) olacak şekilde tanımlı 

𝑔:𝑀/ç𝑒𝑘(𝑓) → 𝑁 dönüşümü 𝑓	 = 	𝑔 ∘ 𝜋 koşulunu gerçekleyen bir tek monomorfizmadır. 

Dolaysıyla 𝑀/ç𝑒𝑘(𝑓) ≅ 𝑓(𝑀) dir. 

 

2.3.7. Teorem  𝑀	modül ve 𝐴 ≤ 𝐵 ≤ 𝑀	olsun. Bu takdirde, 𝑀/𝐵 ≅ (𝑀/𝐴)/(𝐵/𝐴) dir [1]. 
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İspat. ∀𝑎 + 𝐴 ∈ 𝑀/𝐴 için 𝑓(𝑎 + 𝐴) = 𝑎 + 𝐵 ile tanımlı 𝑓:𝑀/𝐴 → 𝑀/𝐵 dönüşümü bir 

epimorfizma yapısına sahiptir ve ç𝑒𝑘(𝑓) = 𝐵/𝐴 dir. Teorem 2.3.6. dan dolayı ise 

(𝑀/𝐴)/(𝐵/𝐴) ≅ 𝑀/𝐵 elde edilir. 

 

2.3.8. Teorem 𝑀 bir 𝑅-modül, 𝑈 ve 𝑉,  𝑀 nin alt modülleri olsunlar. Bu taktirde (𝑈 + 𝑉)/𝑉 

de 𝑀/𝑉 nin alt modülü olup, (𝑈 + 𝑉)/	𝑉	@	𝑈/(𝑈 ∩ 𝑉) dir [1]. 

İspat. ∀𝑎 ∈ 𝑈 için 𝑓(𝑎) = 𝑎 + 𝑉 ile tanımlı 𝑓: 𝑈 → (𝑈 + 𝑉)/𝑉 dönüşümü bir epimorfizma 

yapısına sahiptir ve ç𝑒𝑘(𝑓) = 𝑈 ∩ 𝑉 dir. Teorem 2.3.7 gereğince (𝑈 + 𝑉)	/𝑉	@	𝑈/(𝑈 ∩ 𝑉) 

elde edilir. 

 

2.3.9. Teorem 𝑀 sonlu üretilmiş modül olsun. Bu takdirde, 𝑀	nin her öz alt modülü 𝑀 nin 

bir maksimal alt modülünde kapsanır [1]. 

İspat. {𝑚1, 𝑚(, … ,𝑚&}, 𝑀 nin üreteç kümesi ve 𝐴, 𝑀 nin öz alt modülü olsun. 𝐴	yı içeren 

𝑀 nin öz alt modülleri kümesini 𝛷 ile gösterelim. Bu takdirde, 𝐴 öz alt modül olduğundan 

𝐴 ∈ 𝛷 ≠ ∅ dır. 𝛷 kümesi kapsama bağıntısına göre kısmen sıralı kümedir.  𝛤, 𝛷 kümesinin 

tam sıralı bir alt kümesi olsun. 𝐶 ile 𝛤 kümesinin elemanlarının birleşimini gösterirsek 𝐴 ≤

𝐶 ve 𝛤 tam sıralı olduğundan 𝐶 ≤ 𝑀 dir. Üstelik 𝐶, 𝑀 nin öz alt modülüdür. Şayet 𝐶, 𝑀 nin 

öz alt modülü değilse 𝑀 sonlu üretilmiş olduğundan sonlu bir {𝑚1, 𝑚(, … ,𝑚&} üreteç 

kümesine sahip olup her bir 𝑚",  𝛤  ya ait olur. 𝛤 tam sıralı olduğundan 𝛤 nın tüm 𝑚" leri 

kapsayan bir elemanı vardır. Bu elemana 𝐵 diyelim. Buradan 𝑀 ⊆ 𝐵 olur. Dolayısıyla 𝑀 ∈

𝛤 bulunur. Bu ise 𝛤 nın seçimi ile çelişir. Dolayısıyla 𝐶 bir öz alt modül olacak şekilde 𝛤 

nın üst sınırıdır. Zorn Lemmasına göre 𝛷 kümesinin bir maksimal elemanı vardır. 

 

2.3.10. Tanım {𝑁"}"∈#, 𝑀 𝑅-modülünün alt modüllerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde, 

∑ 𝑁!"#𝑛!! + 𝑛!" +⋯+ 𝑛!#; 𝑘 ∈ ℤ
#, 𝑖$, 𝑖$, … , 𝑖$ ∈ 𝐼, 𝑛!! ∈ 𝑁!! , 𝑛!" ∈ 𝑁!" , . . . , 𝑛!# ∈ 𝑁!#0!∈&  kümesi 

𝑀 nin alt modülüdür. Bu  alt modüle  {𝑁"}"∈#  ailesinin  toplamı denir [6]. 

 

2.3.11.  Tanım  𝑀 𝑅-modül olsun. 𝑀 nin kendi üzerine bir homomorfizmasına 𝑀 nin bir 

endomorfizması denir. 𝑀 nin tüm endomorfizmalarının kümesi  𝐸𝑛𝑑(𝑀) ile gösterilir [1]. 

 

2.3.12. Tanım 𝑀 modül ve 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. Her 𝑛 ∈ 𝑁 için 𝑖(𝑛) = 𝑛  ile tanımlı 𝑖: 𝑁 ⟶ 𝑀 

dönüşümü monomorfizma olup 𝑖 monomorfizmasına içerme monomorfizması denir [6].  
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2.3.13.  Teorem (Modüler Kuralı)  𝑀 bir 𝑅-modül, 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 de 𝑀 nin alt modülleri olsun. 

𝐶 ≤ 𝐵 ise,  (𝐶 + 𝐴) ∩ 𝐵 = 𝐶 + (𝐴 ∩ 𝐵)   dir [1]. 

İspat. Her  𝑎 ∈ (𝐶	 + 	𝐴) ∩ 𝐵 için  𝑎 ∈ 𝐶 + 𝐴		ve 𝑎 ∈ 𝐵 olduğundan 𝑎 = 𝑥 + 𝑦 olacak 

şekilde 𝑥 ∈ 𝐶	ve 𝑦 ∈ 𝐴 vardır. 𝐶 ≤ 𝐵 olduğundan 𝑥 ∈ 𝐵 olur. Bu durumda 𝑦 = 𝑎 − 𝑥  ve 

𝑎 ∈ 𝐵, 𝑥 ∈ 𝐵  olduğundan 𝑦	 ∈ 𝐵 olup 𝑦	 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 bulunur. Yani 𝑥 ∈ 𝐶, 𝑦	Î	𝐴 ∩ 𝐵 iken 

𝑎 = 𝑥 + 𝑦	 ∈ 𝐶 + (𝐴 ∩ 𝐵)	bulunur. Bu durumda (𝐶 + 𝐴) ∩ 𝐵	 ≤ 	𝐶 + 𝐴 ∩ 𝐵 olur. Ayrıca, 

𝐶 + (𝐴 ∩ 𝐵) ≤ 𝐶 + 𝐴 ve 𝐶 + (𝐴 ∩ 𝐵) ≤ 𝐵 olduğundan 𝐶 + (𝐴 ∩ 𝐵) ≤ (𝐶	 + 	𝐴) ∩ 𝐵	dir. 

Sonuç olarak  (𝐶	 + 𝐴) ∩ 𝐵	 = 𝐶 + (𝐴 ∩ 𝐵	)  eşitliği sağlanır.     

 

2.3.14.  Teorem 𝑅 birimli halka 𝑀 ve 𝐾 birer 𝑅-modül olmak üzere 𝑓:𝑀 ⟶ 𝐾 bir 

epimorfizma olsun. Bu durumda 𝐾 modülünün alt modülleri ile 𝑀 modülünün Ç𝑒𝑘(𝑓) yi 

kapsayan alt modülleri arasında birebir eşleme vardır. Bu eşleme 𝐾 nın 𝑈 alt modülüne 𝑀 

nin 𝑓21(𝑈) alt modülünü karşılık getirerek yapılır [6].  

 

2.3.15.  Sonuç (i) 𝑀 modül ve 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. Bu takdirde, 𝑀/𝑁 bölüm modülünün her alt 

modülü; 𝐾, 𝑀 nin 𝑁 alt modülünü kapsayan bir alt modülü olmak üzere 𝐾/𝑁 biçimindedir. 

(ii) 𝑀 modül ve 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. Bu takdirde, 𝑁 ≤ 𝐾 olacak şekildeki bir 𝐾 alt modülünün 𝑀 

nin maksimal alt modülü olması için gerek ve yeter koşul 𝐾/𝑁 alt modülünün 𝑀/𝑁 bölüm 

modülünün maksimal alt modülü olmasıdır [6].  

İspat. (i) 𝑀 modül ve 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. 𝜋:𝑀 ⟶ 𝑀 𝑁⁄  doğal homomorfizması için 𝑁 ≤ 𝐾 ≤ 𝑀 

ise 𝜋(𝐾) = 𝐾 𝑁⁄ ≤ 𝑀 𝑁⁄  dır. Tersine; 𝐴 ≤ 𝑀 𝑁⁄  ise 𝜋21(𝐴) = 𝐾 için 𝑁 = 𝜋21(0) ≤ 𝐾 ≤

𝑀 ve 𝜋(𝐾) = 𝐾 𝑁⁄ = 𝐴 olduğundan 𝑀 nin 𝑁 yi içeren 𝐾 alt modülü belirlenir. 

(ii) (⟹) 𝑀 modül ve  𝑁 ≤ 𝑀 olsun. 𝑁 ≤ 𝐾 olacak şekildeki bir 𝐾 alt modülü 𝑀 nin 

maksimal alt modülü ise 𝑀 𝐾⁄  basittir. Teorem 2.3.7 gereğince 𝑀 𝐾⁄ ≅ (𝑀 𝑁⁄ ) (𝐾 𝑁⁄ )⁄  

bölüm modülü basittir. Dolayısıyla 𝐾 𝑁⁄  alt modülü 𝑀 𝑁⁄  nin maksimal alt modülüdür.   

(⟸) Benzer şekilde görülür. 

 

2.4. Direkt Çarpımlar Ve Direkt Toplamlar 

2.4.1. Tanım  𝑅 halka ve 𝐼 boştan farklı indis kümesi olmak üzere, {𝑀"}"∈# 𝑅-modüllerin bir 

ailesi olsun. {	𝛼	⎸	𝛼: 𝐼 → ⋃"∈#𝑀" , ∀	𝑖 ∈ 𝐼		𝑖ç𝑖𝑛		𝛼(𝑖) ∈ 𝑀"	} dönüşümlerin kümesine {𝑀"}"∈# 

modüller ailesinin çarpımı denir ve bu küme ∏ 𝑀""∈#  ile gösterilir. ∀	𝑖 ∈ 𝐼 için 𝛼(𝑖) = 𝛼"  
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ve 𝛼 = (𝛼")"∈# ile gösterelim. Burada 𝛼" ye 𝜶 dönüşümünün 𝒊. bileşeni denir. Eğer 𝐼 indis 

kümesi sayılabilir ise, 𝛼 = (𝛼")"∈# = (𝛼1, 𝛼(, … , 𝛼" , … . ) şeklindedir. 

𝛼, 𝛽 ∈ ∏ 𝑀""∈#  olmak üzere 

(i) 𝛼 = 𝛽	 ⟺ her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝛼" = 𝛽" 

(ii) 𝛼 + 𝛽 = (𝛼" + 𝛽")"∈# 

(iii) 	– 𝛼 = (−𝛼")"∈# 

(iv) 	𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere 𝑟𝛼 = (𝑟𝛼")"∈# ile tanımlı cebirsel işlemlerine göre ∏ 𝑀""∈#  bir R- 

modül yapısına sahiptir. Bu modüle {𝑀"}"∈# modüller ailesinin dış direkt çarpımı denir. 

⊕"∈#
4 𝑀" = {	(𝛼")"∈# 	|	𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢	𝑠𝑎𝑦𝚤𝑑𝑎	𝑖 ∈ 𝐼	𝑖ç𝑖𝑛	𝛼" ≠ 0	} kümesi ∏ 𝑀""∈#  modülünün bir alt 

modülüdür. ⊕"∈#
4 𝑀" alt modülüne {𝑀"}"∈# modüller ailesinin dış direkt toplamı denir. 

Açıktır ki 𝐼 indis kümesi sonlu ise, ∏ 𝑀""∈# =⊕"∈#
4 𝑀" dir. İç direkt toplam ile dış direkt 

toplam izomorftur [1]. 

 

2.4.2. Tanım   𝑀 bir modül olsun. 𝐼 boştan farklı bir indis kümesi olmak üzere  ∀	𝑖 ∈ 𝐼 için  

𝑀" = 𝑀 alınırsa ⊕"∈#
4 𝑀" dış direkt toplamına 𝑀 nin kopyalarının toplamı denir ve 𝑀(#) 

ile gösterilir [6]. 

 

2.4.3. Tanım   𝐹 𝑅-modül olsun. 𝐼 indis kümesi olmak üzere 𝐹 = 𝑅(#) ise 𝐹 ye serbest modül 

ve 𝐼 = {1, 2, … , 𝑛} şeklinde sonlu elemanlı ise, 𝐹 = 𝑅(&) modülüne sonlu üretilmiş serbest 

modül denir [6]. 

 

2.4.4. Tanım 𝑀 ve 𝐾 modüller ve 𝐼 boştan farklı bir indis kümesi olsun. Eğer 𝑓:𝑀(#) → 𝐾 

epimorfizması mevcut ise, 𝐾 ya 𝑴-üretilmiş modül denir. Eğer 𝐼 indis kümesi sonlu 

elemanlı ise, 𝐾 ya sonlu 𝑴-üretilmiş modül denir [7]. 

 

2.4.5. Teorem 𝑅 birimli halka olsun. Bu takdirde, her sol 𝑅-modül 𝑅-üretilmiştir. Dolayısıyla 

her 𝑅-modül bir serbest modülün bölüm modülüdür [6]. 

İspat. 𝑅 birimli halka ve 𝑀 𝑅-modül olsun. 𝑀 nin elemanlarından oluşan bir indis kümesi 

alalım ve her (𝑟0)0∈7 ∈ 𝑅(7) için 𝑓((𝑟0)0∈7) = ∑ 𝑟0𝑚0∈7  ile tanımlı  𝑓: 𝑅(7) ⟶𝑀 

dönüşümünü tanımlayalım. 𝑓 dönüşümünün 𝑅-modül homomorfizması olduğu açıktır. Her 

𝑚 ∈ 𝑀 için bir (𝑟0)0∈7 ∈ 𝑅(7) elemanını 𝑚. bileşeni 1! ve diğer bileşenleri de 0! olarak 
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alalım. Bu takdirde, 𝑓((𝑟0)0∈7) = 1!𝑚 = 𝑚 olup 𝑓	bir epimorfizma yapısına sahiptir. 

Sonuç olarak 𝑀, 𝐹 = 𝑅(7) serbest modülünün bölüm modülü olup 𝑀 𝑅-üretilmiştir. 

 

2.4.6. Önerme 𝑀 modül ve {𝑀"}"∈#, 𝑀 nin alt modüllerinin ailesi olsun. Bu takdirde her 

(𝑚")"∈# ∈	⊕"∈#
4 𝑀" için 𝑓((𝑚")"∈#) = 𝑚"! +𝑚"" +𝑚"# …+𝑚"$ ile tanımlı       

𝑓:	 ⊕"∈#
4 𝑀" ⟶	∑ 𝑀""∈#  epimorfizması vardır. (Burada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olmak üzere 𝑚"% ler 

(𝑚")"∈# ∈	⊕"∈#
4 𝑀" elemanının sıfırdan farklı tüm bileşenleridir) [6]. 

 

2.4.7. Tanım  𝑀 bir	𝑅-modül, 𝑈 ve 𝑉, 𝑀 nin alt modülleri olsunlar. Eğer 𝑀 = 𝑈 + 𝑉  ve 

𝑈 ∩ 𝑉 = 0 ise, bu takdirde 𝑀 ye 𝑈 ve 𝑉 nin  iç direkt toplamı veya sadece  direkt toplamı 

denir ve 𝑀 = 𝑈⨁𝑉 ile gösterilir. 𝑈 ve 𝑉 ye 𝑀 nin direkt toplam terimleri denir. 𝑀 =

𝑈	Å	𝑉 yazılışına da 𝑀 nin bir direkt parçalanışı denir [6]. 

 

Eğer 𝑀 modülünün 0 ve kendisinden başka direkt toplam terimi bulunmuyorsa 𝑀 modülüne 

parçalanamaz modül denir [14]. 

 

2.4.8. Teorem 𝑀 bir 𝑅-modül 𝑈 ve 𝑉 de 𝑀 nin alt modülleri olsun. 𝑀 nin 𝑈 ve 𝑉 nin  direkt 

toplamı olması için gerek ve yeter şart ∀𝑚Î𝑀 elemanını 𝑚 = 𝑢 + 𝑣, 𝑢Î	𝑈, 𝑣Î	𝑉	olacak 

şekilde tek türlü olarak yazılmasıdır [1]. 

 

2.4.9. Tanım  {	𝑀&	⎸𝑛 ∈ ℤ	} modüllerin ailesinden ve bunların {		𝑓&:𝑀& → 𝑀&21|		𝑛 ∈ ℤ	} 

homomorfizmalarının ailesinden oluşan …⟶ 𝑀&81
				9$&!			¡⎯⎯⎯£ 𝑀&

				9$						¡⎯⎯⎯£𝑀&21 ⟶⋯  dizisinde 

her 𝑛 ∈ ℤ için 𝐺ö𝑟(𝑓&81) = Ç𝑒𝑘(𝑓&) ise bu diziye tam dizi denir [1]. 

 

0 ⟶ 𝑀) ⟶𝑀( ⟶𝑀1 ⟶ 0  şeklindeki tam diziye kısa tam dizi denir [1]. 

 

2.4.10. Teorem  0 ⟶ 𝐴	
				(				
:⎯⎯<	
				)						
=⎯⎯⎯>𝐵	

						*				
:⎯⎯⎯<
				+						
=⎯⎯⎯>	𝐶 ⟶ 0 kısa tam dizisi için aşağıdaki koşullar denktir ; 

(i) ℎ ∘ 𝑓 = 1? olacak şekilde bir ℎ: 𝐵 ⟶ 𝐴 homomorfizması bulunur, 

(ii) 𝐺ö𝑟(𝑓), 𝐵 nin bir direkt toplam terimidir, 

(iii) 	𝑔 ∘ 𝑘 = 1@  olacak şekilde bir 𝑘: 𝐶 ⟶ 𝐵 homomorfizması bulunur. 

Bu durumda 𝐵 ≅ 𝐴⨁𝐶 dır [1].  
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2.4.11. Tanım Teorem 2.4.10 daki denk koşullardan herhangi birini sağlayan kısa tam diziye 

parçalanan kısa tam dizi veya kısaca parçalanabilirdir denir  [1]. 

 

 

2.5. Artin Modüller Ve Sol Artin Halkalar 

 

2.5.1. Tanım  𝑀 𝑅-modül olsun. 𝑀 modülünün  alt modüllerinin boştan farklı her Ω ailesi 

bir minimal elemana sahip ise, 𝑀	𝑅-modülüne minimal koşulunu sağlıyor denir [11]. 

2.5.2. Tanım  𝑀 𝑅-modül olsun. 𝑀 nin alt modüllerinin 𝑀1 ⊇ 𝑀( ⊇ 𝑀) ⊇ ⋯ şeklindeki her 

bir azalan zinciri için öyle bir 𝑘𝜖	ℤ8 ve  𝑛 ≥ 𝑘 koşulunu sağlayan her 𝑛 ∈ ℤ8 için 𝑀& = 𝑀A 

oluyorsa, 𝑀 ye azalan zincir koşulunu sağlıyor denir [11]. 

2.5.3. Önerme 𝑀 𝑅-modül olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir; 

(i) 𝑀 minimal koşulunu sağlar, 

(ii) 𝑀 azalan zincir koşulunu sağlar [11]. 

2.5.4.  Tanım Azalan zincir (veya minimal) koşulunu sağlayan 𝑀 modülüne Artin modül 

denir. 𝑅 halkası sol 𝑅-modül olarak Artin ise, 𝑅 halkasına sol Artin halka denir [11]. 

Çalışmamızda Artin halka denildiğinde sol Artin halka anlaşılacaktır. 

 

ℤ0  ℤ-modülü sonlu azalan zincire sahip olduğundan Artin dir. Fakat ℤℤ  Artin modül 

değildir. Çünkü (3) ⊃ (9) ⊃ (27)… 	⊃ (3&) … sonsuz bir azalan zincirdir. 𝑅 bölme halkası 

ise, idealleri 0 (sıfır) ve kendisi olduğundan sol (sağ) Artin halkadır [9].  

 

2.5.5.  Teorem  𝑀 modül olsun. Aşağıdaki durumlar denktir ; 

(i) 𝑀 Artindir, 

(ii) 𝑀 modülünün  alt modüllerinin boştan farklı her kümesi minimal elemana 

sahiptir [11]. 

İspat. (i) ⟹ (ii) 𝑀 nin alt modüllerinin boştan farklı bir kümesi olsun. Ω ≠ ∅ olduğundan 

𝑀1 ∈ Ω olacak şekilde 𝑀1 ≤ 𝑀 vardır. |Ω| = 1 ise, 𝑀1,  Ω nın minimal elemanıdır. |Ω| ≥ 2  

olsun. 𝑀1, 𝑀( ∈ Ω  için ,  𝑀( ⊆ 𝑀1 dir. Bu yöntemle  𝑀 ⊇ 𝑀1 ⊇ 𝑀( ⊇ ⋯ zinciri elde edilir. 
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𝑀 Artin olduğundan en az bir  𝑛B𝜖	ℕ vardır öyle ki; her 𝑘𝜖	ℕ için 𝑀&, = 𝑀&,&*  olup 𝑀&,, 

Ω nın minimal elemanıdır.  

(ii) ⟹ (i)   nin 𝑀1 ⊇ 𝑀( ⊇ ⋯ olacak şekilde herhangi bir azalan zincirini göz önüne 

alalım. (ii) den  {𝑀"}"∈ℕ ailesinin bir  𝑀D  minimal elemanı vardır. O halde 𝑀D = 𝑀D81  olup 

𝑀 Artindir. 

 

2.5.6. Teorem  0 ⟶ 𝑀⟶ 𝑁⟶ 𝐾 ⟶ 0 kısa tam dizi olsun. 𝑁  modülünün Artin  olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑀 ve 𝐾 modüllerinin Artin olmasıdır [11]. 

İspat.  Genelliği bozmadan 𝑖:𝑀 ⟶ 𝑁 yi içerme monomorfizması olarak alalım. Bu takdirde 

𝑖(𝑀) = 𝐺ö𝑟(𝑖) = 𝑀 olup dizi tam olduğundan  𝑁 𝑀8 ≅ 𝐾  izomorfizması mevcuttur. 

İzomorfizma farkı gözetmeden 𝑁 𝑀8 = 𝐾 olsun.  modülünün Artin olduğunu kabul 

edelim. Bu takdirde Teorem 2.5.5 den 𝑁 modülünün alt modüllerinin boştan farklı her 

kümesi bir minimal elemana sahip olup 𝑀 alt modülünün de alt modüllerinin boştan farklı 

her kümesi bir minimal elemana sahiptir. Tekrar Teorem 2.5.5 uygulanırsa 𝑀 alt modülünün 

Artin olduğu görülür. Şimdi 𝑁 𝑀8  nin alt modüllerinin bir 𝐸1+ ⊇ 𝐸(+ ⊇ 𝐸)+ ⊇ ⋯  azalan 

zincirini alalım. Teorem 2.5.5 bu dizi ile eşlenen 𝑁 nin 𝑀 modülünü içeren alt modüllerinin 

bir 𝐸1 ⊇ 𝐸( ⊇ 𝐸) ⊇ ⋯ azalan zinciri vardır. 𝑁 Artin olduğundan öyle bir 𝑠 pozitif tam sayısı 

vardır ki her 𝑟 ≥ 𝑠 için 𝐸- = 𝐸% dir. Buradan 𝑁 𝑀8   deki alt modüllerin zinciri dikkate 

alınırsa öyle bir  pozitif tam sayısı vardır ki her 𝑟 ≥ 𝑠 için 𝐸+𝑟 = 𝐸+𝑠 olur. Buradan 𝑁 𝑀8   

bölüm modülünün Artin olduğu görülür.	𝑁 𝑀8 ≅ 𝐾   olduğundan 𝐾 Artin dir.  

Tersine;  𝑀 ve 𝑁 𝑀8 ≅ 𝐾 Artin modül olsun. 𝑁 modülünün alt modüllerinin bir azalan 

zinciri 𝐸1 ⊇ 𝐸( ⊇ 𝐸) ⊇ ⋯ olsun. Bu taktirde 𝐸1 ∩𝑀 ⊇ 𝐸( ∩𝑀 ⊇ 𝐸) ∩𝑀 ⊇ ⋯ ve  

(𝐸1 +𝑀)
𝑀8 ⊇ (𝐸( +𝑀)

𝑀8 ⊇ (𝐸) +𝑀)
𝑀8 ⊇ ⋯ azalan zincirleri de sırasıyla 𝑀 ve 𝑁 𝑀8  

nin alt modüllerinin bir azalan zinciridir. Hipotez gereğince 𝑘, 𝑟 ∈ ℕ için 𝑛 ≥ 𝑘 ve 𝑚 ≥ 𝑟 

olan ∀	𝑛,𝑚 ∈ ℕ için 𝐸A ∩𝑀 = 𝐸& ∩𝑀 ve (𝐸- +𝑀) 𝑀8 = (𝐸0 +𝑀)
𝑀8  dir. 𝑚 ≥ 𝑟 olan 

∀	𝑚 ∈ ℕ için 𝐸- +𝑀 = 𝐸0 +𝑀 olduğu açıktır. Genelliği bozmadan 𝑟 ≥ 𝑘 olduğunu kabul 

edelim. Hipotez gereğince öyle bir 𝑚 ∈ ℤ8 vardır ki ∀	𝑛 ≥ 𝑚 için 𝐸& ∩𝑀 = 𝐸0 ∩𝑀 ve 

(𝐸& +𝑀)
𝑀8 = (𝐸0 +𝑀)

𝑀8   dir.  O halde 𝑚 ∈ ℤ8 ve  ∀	𝑛 ≥ 𝑚 için (𝐸& ⊆ 𝐸0)	 

 

𝐸0 = 𝐸0 ∩ (𝐸0 +𝑀) 
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						= 𝐸0 ∩ (𝐸& +𝑀) 

						= 𝐸& + (𝐸0 ∩𝑀) 

																= 𝐸& + (𝐸& ∩𝑀) = 𝐸& 

 

olup 𝑁 azalan zincir koşulunu sağlar. Dolayısıyla  𝑁 Artin modüldür. 

 

2.5.7. Teorem 𝑅 halka ve 𝑀1, 𝑀(, … ,𝑀& 𝑅-modüller olmak üzere 𝑀 = 𝑀1⊕𝑀(⊕…⊕

𝑀&  𝑚𝑜𝑑ü𝑙ü𝑛ü𝑛	Artin olması için gerek ve yeter koşul her  𝑖 = 1,2, … , 𝑛	için 𝑀"  nin Artin 

olmasıdır [15]. 

İspat.  𝑛 üzerine tümevarımla gösterelim. Genelliği bozmadan  𝑛 = 2 için doğruluğunu 

gösterelim. 0 ⟶ 𝑀1 ⟶𝑀1⊕𝑀( ⟶𝑀( ⟶𝑂  kısa tam dizisini alalım. Teorem 2.5.6 için 

istenen açıktır. 

 

2.5.8.  Teorem 𝑀 bir 𝑅-modülü için aşağıdaki özellikler denktir; 

(i) 𝑀 Artindir, 

(ii) 𝑀 nin alt modüllerinin boştan farklı her alt kümesi minimal elemana sahiptir, 

(iii)  𝑀 nin her bölüm modülü sonlu üretilmiştir [15]. 

 

 

2.6. Projektif Ve İnjektif Modüller 

2.6.1. Tanım  (i)  𝑀 ve 𝑁 birer modül olsun. Verilen her 𝑔:𝑀	 → 	𝐾 epimorfizması ve her   

𝑓:𝑁 → 𝐾 homomorfizması için aşağıdaki diyagram değişmeli ise, 𝑁 modülüne                     

𝑴	-projektiftir denir. 

                   𝑁 
                                                h          f 

                                            𝑀     g       𝐾         0 

Yani, yukarıdaki diyagramda 𝑔 epimorfizma olmak üzere her 𝑓, 𝑔 homomorfizmaları için 

𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ olacak şekilde bir ℎ:𝑁 ⟶ 𝑀	homomorfizması bulunabilirse 𝑁 modülüne   𝑴-

projektiftir denir. 

 

(ii)  𝑁 modül olsun. Her 𝑔:𝑀 → 𝐾 epimorfizması ve her 𝑓:𝑁 → 𝐾  homomorfizması için 

aşağıdaki diyagram değişmeli ise, 𝑁 modülüne projektiftir denir. 
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                                                             𝑁 
                                                h          f 

                                            𝑀     g       𝐾         0 

Yani yukarıdaki diyagramda g epimorfizma olmak üzere her 𝑓, 𝑔 homomorfizmaları için 

𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ olacak şekilde bir ℎ:𝑁 ⟶ 𝑀 homomorfizması bulunabilirse 𝑁 modülüne 

projektiftir denir. Eğer 𝑁, 𝑁-projektif ise 𝑁 ye hemen hemen projektiftir denir. Eğer 𝑁 

modülü 𝑀-projektif ise 𝑁, 𝑀 nin her 𝑈 alt modülü için de 𝑈-projektiftir [6]. 

 

2.6.2. Teorem  {𝑀"}"∈# modüller ailesi olsun. 𝑀 = ⨁"∈#𝑀" modülünün projektif olması için  

gerek ve yeter koşul ∀	𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑀" lerin projektif olmasıdır [1]. 

 

2.6.3. Teorem Her 𝐹 serbest modülü projektiftir [6]. 

İspat. 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 bir epimorfizma ve 𝑔: 𝐹 ⟶ 𝐵 bir homomorfizma olsun. 𝐹 nin bir 𝑋 =

{𝑥A|	𝑘 ∈ 𝐾} tabanını alalım. 𝑓 bir epimorfizma olduğundan her 𝑘 ∈ 𝐾 için 𝑓(𝑎A) = 𝑔(𝑥A) 

olacak şekilde bir 𝑎A ∈ 𝐴 vardır. Her 𝑘 ∈ 𝐾 için 𝑠(𝑥A) = 𝑎A alarak bir 𝑠: 𝑋 ⟶ 𝐴 

fonksiyonunu tanımlayalım. [1, 4.8] den dolayı ℎ(𝑥A) = 𝑠(𝑥A) = 𝑎A olacak şekilde bir 

ℎ: 𝐹 ⟶ 𝐴 homomorfizması bulunur. O halde 𝑐 = ∑ 𝑟A𝑥AA∈/ ∈ 𝐹 için ; 

 

(𝑓𝜊ℎ)(𝑐) = 𝑓 ¯ℎ °±𝑟A𝑥A
A∈/

²³ 

																		= 𝑓 °±𝑟Aℎ(𝑥A)
A∈/

²	 

																		= ± 𝑟A𝑓(𝑎A) = ± 𝑟A𝑔(𝑥A
A∈/

) = 𝑔°± 𝑟A𝑥A
A∈/

² = 𝑔(𝑐)
A∈/

 

elde ederiz. Dolayısıyla 𝑓𝜊ℎ = 𝑔 dir. Böylece 𝐹 modülü projektiftir. 

 

2.6.4. Teorem  𝐶 modülü için aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i)  𝐶 projektiftir; 

(ii)  0 ⟶ 𝐴⟶ 𝐵 ⟶ 𝐶 ⟶ 0 şeklinde olan her kısa tam dizi parçalanabilirdir  

(iii) 	𝐶 bir serbest modülün direkt toplam terimidir [1].  
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İspat. (i)⟹(ii) 0
									
¡⎯£𝐴

					9					
¡⎯⎯£𝐵

						E					
¡⎯⎯⎯£ 	𝐶

										
¡⎯£0 dizisi tam olsun. Bu takdirde 𝑔: 𝐵 ⟶ 𝐶 

epimorfizmasıdır. 1/, 𝐶 nin birim homomorfizması olmak üzere 𝐶 projektif olduğundan   

𝑔 ∘ ℎ = 1@  olacak şekilde bir ℎ: 𝐶 ⟶ 𝐵 homomorfizması vardır. Dolayısıyla Teorem 2.4.10 

dan verilen dizi parçalanabilirdir. 

(ii)⟹(iii) Teorem 2.4.5 den 	𝐹 bir serbest modül olmak üzere 𝑔: 𝐹 ⟶ 𝐶 epimorfizması 

vardır. Bu durumda kabulümüzden 0 ⟶ Ç𝑒𝑘(𝑔) ⟶ 𝐹 ⟶ 𝐶 ⟶ 0	tam dizisi 

parçalanabilirdir. Dolayısıyla 𝐶, 𝐹 nin direkt toplam terimidir. 

(iii)⟹(i) Teorem 2.4.10 dan görülür. 

 

2.6.5. Tanım  𝑅 halka ve 𝑀 𝑅-modül olsun.  𝑀 = 𝑈 + 𝑉  koşulunu  sağlayan  her  𝑈, 𝑉  alt  

modülleri için 𝐺ö𝑟(𝑓) ≤ 𝑈 ve 𝐺ö𝑟(17 − 𝑓) ≤ 𝑉 olacak şekilde bir 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑀) varsa, 𝑀 

ye π-projektif modül denir  [15]. 

 

2.6.6. Teorem  Her projektif modül π-projektiftir [4]. 

İspat. 𝑀 projektif modül, 𝑈 ve 𝑉, 𝑀 nin alt modülleri olmak üzere 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 olsun. Bu 

durumda 𝑝:	𝑀 → 𝑀/𝑉 doğal homomorfizmasının 𝑝|-: 𝑈 ⟶ 𝑀/𝑉 kısıtlanışı bir 

epimorfizma olup 𝑀 projektif olduğundan  

 

                                                                  𝑀 

                                                 h            p 

                                             𝑈         𝑝|-   𝑀/𝑉                 0  

                                                    𝑝|- ∘ ℎ = 𝑝 

diyagramı değişmelidir. Yani 𝑝|- ∘ ℎ = 𝑝 olacak şekilde ℎ:𝑀 ⟶ 𝑈 homomorfizması vardır 

ve 𝐺ö𝑟(ℎ) ≤ 𝑈 olduğu açıktır. Her 𝑛 ∈ 𝐺ö𝑟(17 − ℎ) olsun. Bu durumda 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑛 =

𝑚 − ℎ(𝑚) yazılır. Şimdi 𝑛 elemanının 𝑝 altında görüntüsüne bakalım. 

𝑝(𝑛) = 𝑝(𝑚 − ℎ(𝑚)) = 𝑝(𝑚) − (𝑝ℎ)(𝑚) = 𝑝(𝑚) − (𝑝|-ℎ)(𝑚) = 𝑝(𝑚) − 𝑝(𝑚) = 0  

olduğundan 𝑛 ∈ Ç𝑒𝑘(𝑝) = 𝑉 bulunur. Böylece 𝐺ö𝑟(17 − ℎ) ≤ 𝑉 olup 𝑀 𝜋-projektiftir. 
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2.7. Küçük Alt Modüller 

2.7.1. Tanım 𝑀 bir 𝑅-modül  ve 𝐾 , 𝑀 nin alt modülü olsun. Eğer	𝑀 nin 𝐾 + 𝐿 = 𝑀 şartını  

sağlayan 𝐿 öz alt modülü yoksa 𝐾 ya 𝑀 de küçüktür denir ve 𝐾 ≪ 𝑀 ile gösterilir. Tanım  

gereği 𝐾 ≪ 𝑀 ve		𝐾 + 𝐿 = 𝑀	ise	𝐿 = 𝑀 dir. Bu  durumda  0 ≪ 𝑀  dir [15].  

 

2.7.2. Teorem   𝑀  𝑅-modül  ve   𝐾 ≤ 𝑁 ≤ 𝑀   olsun.   Eğer  𝑁 ≪ 𝑀	  ise  𝐾 ≪ 𝑀 dir. 

İspat. 𝐾 + 𝐿 = 𝑀 olan herhangi L alt modülünü ele alalım. Bu takdirde 𝐾 ≤ 𝑁	olduğundan 

𝑁 + 𝐿 = 𝑀 olup 𝑁 ≪ 𝑀	olduğundan 𝐿 = 𝑀	bulunur. Dolayısıyla	𝐾 ≪ 𝑀	dir  [15]. 

 

2.7.3. Teorem 𝑀 bir modül ve 𝐾 ≤ 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. Eğer 𝐾 ≪ 𝑁 ise, 𝐾, 𝑀 nin 𝑁 yi kapsayan 

tüm alt modüllerinde de küçüktür [15]. 

İspat. 𝐿, 𝑀 nin 𝑁 alt modülünü kapsayan bir alt modülü olsun. 𝐾 + 𝑈 = 𝐿 koşulunu sağlayan 

𝐿 nin bir 𝑈 alt modülü için 𝑁 ≤ 𝐿 olduğundan (𝐾 + 𝑈) ∩ 𝑁 = 𝑁 bulunur.	𝐾 ≤ 𝑁 

olduğundan 𝐾 + (𝑁 ∩ 𝑈) = 𝑁 yazılır. 𝐾 ≪ 𝑁 olduğundan 𝑁 ∩ 𝑈 = 𝑁 bulunur. Buradan 

𝑁 ≤ 𝑈 yazılır. 𝐾 ≤ 𝑁 ≤ 𝑈 ve 𝐾 + 𝑈 = 𝐿 olduğundan 𝑈 = 𝐿 bulunur. Dolayısıyla 𝐾 ≪ 𝐿 

dir. 

 

2.7.4. Teorem  𝑀  ve  𝑁  birer  modül,  𝐾, 	𝑀  nin  bir  alt  modülü ve 𝑓:𝑀 ⟶ 𝑁 herhangi 

homomorfizma olsun. Eğer 𝐾 ≪ 𝑀 ise 𝑓(𝐾) ≪ 𝑁 dir [15]. 

İspat. 𝑓(𝐾) + 𝐿 = 𝑓(𝑀) koşulunu sağlayan 𝑓(𝑀) nin bir 𝐿 alt modülü için 𝑓21(𝑓(𝐾) +

𝐿) = 𝑀 olup 𝐾 + 𝑓21(𝐿) = 𝑀 yazılır. 𝐾 ≪ 𝑀 olduğundan 𝑓21(𝐿) = 𝑀 bulunur. O halde 

𝐿 = 𝑓(𝑀) dir. Dolayısıyla 𝑓(𝐾) ≪ 𝑓(𝑀) olup Teorem 2.7.3 gereğince 𝑓(𝐾) ≪ 𝑁 elde 

edilir. 

 

2.7.5. Tanım  𝑀, 𝑁  modül  ve  𝑓:𝑀 ⟶ 𝑁  epimorfizma  olsun. Eğer  Ç𝑒𝑘(𝑓) ≪ 𝑀 ise,  𝑓  

epimorfizmasına küçük epimorfizma denir [15]. 

 

2.7.6. Tanım  𝑀   projektif  modülüne,  𝑓:𝑀 ⟶ 𝑁  küçük  epimorfizması  ile  birlikte   𝑁  

modülünün projektif örtüsü denir [1]. 

 
2.7.7. Teorem 𝑀  𝑅-modülü  𝜋1:𝑀1 ⟶𝑁1 ve  𝜋(:𝑀( ⟶𝑁(  küçük  epimorfizmaları sırası  
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ile 𝑁1 ve 𝑁( modüllerinin projektif örtüleri ise 𝜋1⊕𝜋( ∶ 	𝑀1⊕𝑀( ⟶𝑁1⊕𝑁( de 𝑁1⊕

𝑁( nin projektif örtüsüdür [15]. 

 

 

2.8. Basit, Yarı-Basit Modüller ve Bir Modülün Radikali 

2.8.1. Tanım 𝑀 𝑅-modül olsun. Eğer 𝑀 nin 0 ve  kendisinden  başka  alt modülü yoksa 𝑀  

ye basit modül denir. 𝑅! 	sol 𝑅-modülü basit modül ise, 𝑅 ye sol basit halka denir. Benzer 

şekilde 𝑅! sağ 𝑅-modülü basit modül ise 𝑅 ye sağ basit halka denir [1]. 

 

2.8.2. Teorem  𝑅 birimli halka olsun. Bu takdirde, aşağıdakiler denktir. 

(i) 𝑅 bölme halkasıdır. 

(ii) 𝑅 sol basit halkadır. 

(iii) 𝑅 sağ basit halkadır [7]. 

İspat.	(i) ⟹ (ii) 𝑅 bölme halkası olsun. {0} ⊆ I koşulunu sağlayan 𝑅 nin bir 𝐼 sol idealini 

ele alalım. O halde 𝑎 ≠ 0 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐼 elemanı vardır ve 𝐼 sol ideal olduğundan 

1! = 𝑎21𝑎 ∈ 𝐼 dır. Böylece her 𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑟 = 𝑟1! ∈ 𝐼 olduğundan 𝑅 = 𝐼 elde edilir. 

(ii) ⟹ (i) 𝑅 sol basit halka olsun. 0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅 elemanını ele alalım. 〈𝑎〉 = 𝑅,  olup 1! ∈

〈𝑎〉, = {𝑟𝑎|𝑟 ∈ 𝑅} olduğundan 1! = 𝑟𝑎 olacak şekilde 0 ≠ 𝑟 ∈ 𝑅 vardır. Diğer taraftan bu 

r elemanı içinde benzer şekilde 𝑡𝑟 = 1! olacak şekilde 𝑡 ∈ 𝑅 vardır. Buradan  

𝑡 = 𝑡1! = 𝑡(𝑟𝑎) = (𝑡𝑟)𝑎 = 1!𝑎 = 𝑎 olur. Dolayısıyla 𝑟𝑎 = 1! = 𝑎𝑟 olup 𝑎 nın tersi 

vardır. 𝑅 nin sıfırdan farklı her elemanının tersi mevcut olduğundan 𝑅 bölme halkasıdır. 

(i) ⟹ (iii) ve (iii) ⟹ (i) benzer şekilde elde edilir. 

 

2.8.3. Örnek  Her bölme halkası basit halkadır. Fakat bir basit halka bölme halkası olmak  

zorunda değildir. 𝑅 birimli ve değişmeli bir halka olmak üzere 𝑀((𝑅) matris halkasını ele 

alalım. 𝐴, 𝑀((𝑅) nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Bu takdirde, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅 elemanlarının 

en az biri sıfırdan farklı olacak şekilde ·0 0
0 0¸ ≠ ·𝑎 𝑏

𝑐 𝑑¸ ∈ 𝐴 vardır.  O halde 𝐴 ideal 

olduğundan ·0 0
1 0¸ , ·

0 1
0 0¸ ∈ 𝑀((𝑅) için ·𝑎 𝑏

𝑐 𝑑¸ . ·
0 0
1 0¸ = ·𝑏 0

𝑑 0¸ ∈ 𝐴, 

·0 1
0 0¸ . ·

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑¸ = ·𝑐 𝑑

0 0¸ ∈ 𝐴 ve ·0 1
0 0¸ . ·

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑¸ . ·

0 0
1 0¸ = ·𝑑 0

0 0¸ ∈ 𝐴 elde edilir. 
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Böylece 0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅 için 𝐴 idealinde bir ·𝑎 𝑏
𝑐 𝑑¸ matrisi mevcuttur. O halde 𝑎21 ∈ 𝑅 için 

·𝑎
21 0
0 0

¸ ∈ 𝑀((𝑅) biçiminde matris vardır. 

·1 0
0 0¸ . ·

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑¸ . ·

𝑎21 0
0 0

¸ = ·1 0
0 0¸ . ·

1 0
𝑐𝑎21 0¸ = ·1 0

0 0¸ ∈ 𝐴 dır. Diğer taraftan 

·1 0
0 0¸ . ·

0 1
0 0¸ = ·0 1

0 0¸ ∈ 𝐴 olur. Buradan ·0 0
1 0¸ . ·

0 1
0 0¸ = ·0 0

0 1¸ ∈ 𝐴 dır. Böylece 

·1 0
0 0¸ + ·

0 0
0 1¸ = ·1 0

0 1¸ = 𝐼( ∈ 𝐴 olur. Dolayısıyla 𝐴 = 𝑀((𝑅) olup 𝑀((𝑅) matris 

halkasının bölme halkası olmayan bir basit halka olduğu görülür [7]. 

 

2.8.4.   Lemma 𝑀	 modül olsun. 𝑀", 𝑀 nin basit alt modülleri olmak üzere 𝑀 = ∑ 𝑀""∈#  ve 

𝑈,  𝑀 nin herhangi bir alt modülü olsun. Bu takdirde, 

(i) 𝑀 = 𝑈⨁(⨁"∈G𝑀") olacak şekilde 𝐽 ⊂ 𝐼 alt kümesi vardır, 

(ii) 𝑈 ≅ ⨁"∈/𝑀" olacak şekilde 𝐾 ⊂ 𝐼 alt kümesi vardır [7]. 

İspat. (i) 𝛤	 = {𝐿	|	𝐿 ⊆ 𝐼	𝑖ç𝑖𝑛	𝑈 + (∑ 𝑀""∈H ) = 𝑈⨁(⨁"∈H𝑀")	} kümesini tanımlayalım. 𝐿 =

∅ ise, ⨁"∈∅𝑀" = 0 olduğundan ∅ ∈ 𝛤 olup 𝛤 ≠ ∅ dır. 𝛤 kapsama bağıntısına göre kısmen 

sıralı kümedir. 𝛬, 𝛤 kümesinin tam sıralı alt kümesi olsun. 𝐿∗ = ⋃ 𝐿H∈K   𝛬 kümesinin bir üst 

sınırıdır. Şimdi 𝐿∗ ∈ 𝛤 olduğunu gösterelim. 𝐸	sonlu olmak üzere 𝐸 ⊂ 𝐿∗ alt kümesini 

alalım. Bu takdirde, 𝛬 tam sıralı olduğundan 𝐸 ⊂ 𝐿 olacak şekilde bir 𝐿 ∈ 𝛬 vardır. 0 = 𝑢 +

∑ 𝑚""∈L  olacak şekilde 𝑢 ∈ 𝑈 ve 𝑚" ∈ 𝑀" elemanlarını alalım. 𝐸 ⊂ 𝐿 olduğundan her 𝑖 ∈ 𝐸 

için 𝑢 = 𝑚" = 0 bulunur. Buradan 𝑈 + ∑ 𝑀""∈H∗ = 𝑈⨁(⨁"∈H∗𝑀") olup 𝐿∗ ∈ 𝛤 dır. 

Dolayısıyla 𝛤	nın her tam sıralı alt kümesi bir üst sınıra sahiptir. Zorn Lemmasından 𝛤 nın 

bir 𝐽 maksimal elemanı vardır. Kabul edelim ki 𝑁 = 𝑈 +∑ 𝑀""∈G = 𝑈⨁(⨁"∈G𝑀") olsun. 

Herhangi bir 𝑖B ∈ 𝐼 için 𝑁 +𝑀", alt modülünü alalım. 𝐽 nin maksimalliğinden dolayı                          

𝑁 +𝑀", ≠ 𝑁⊕𝑀", yazılabilir. 𝑀", basit olduğundan 𝑁 ∩𝑀", = 𝑀", olup 𝑀", ≤ 𝑁 

bulunur. Yani 𝑁, 𝑀 modülündeki tüm basit alt modülleri kapsar. Sonuç olarak 𝑁 = 𝑀 elde 

edilir. 

(ii) (i) den dolayı 𝑀 = 𝑁⨁(⨁"∈G𝑀") yazılır. Şimdi (i) deki 𝑈 alt modülü yerine 𝑈 = ⨁"∈G𝑀" 

alt modülünü alalım. Tekrar (i) yi uygularsak 𝑀 = (⨁"∈G𝑀")⨁(⨁"∈/𝑀") olacak şekilde 

𝐾 ⊂ 𝐼 alt kümesi vardır. Teorem 2.3.7 den 𝑈 ≅ 𝑀/⨁"∈G𝑀" ≅ ⨁"∈/𝑀" olup istenilen elde 

edilir. 

 

2.8.5. Önerme 𝑀 basit 𝑅-modül ise 0, 𝑀 modülünün maksimal alt modülüdür ve sıfırdan  
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farklı her 𝑚 ∈ 𝑀 elemanı için 𝑅𝑚 = 𝑀 olup 𝑀 devirlidir [7]. 

İspat. 𝑀 basit modül olduğundan 0 alt modülünü kapsayan 𝑀 nin kendisinden başka alt 

modül yoktur. Dolayısıyla tanım gereği 0, 𝑀 nin maksimal alt modülüdür. Her 0 ≠ 𝑚 ∈ 𝑀 

elemanı için 𝑅𝑚, 𝑀 nin bir alt modülüdür ve 𝑚 ∈ 𝑅𝑚 dir. Böylece 0 ≠ 𝑅𝑚 ve 𝑀 basit 

olduğundan 𝑅𝑚 = 𝑀 olup 𝑀 devirlidir. 

 

2.8.6. Teorem  𝑀 modül olsun. 𝑈 alt  modülünün 𝑀 nin maksimal alt modülü olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑀/𝑈 bölüm modülünün basit olmasıdır [15]. 

İspat.  𝑈, 𝑀 nin bir maksimal alt modülü ve 𝑉/𝑈 ≤ 𝑀/𝑈 olsun. 𝑈, 𝑀 de maksimal alt modül 

olduğundan 𝑉 = 𝑈 veya 𝑉 = 𝑀	olmalıdır. Dolayısıyla 𝑀/𝑈 basittir. Tersine; 𝑀/𝑈 basit 

olsun. 𝑈 ≤ 𝑉 ≤ 𝑀 olacak şekilde 𝑉 alt modülünü alalım. Sonuç 2.3.15.(i) den 𝑉/𝑈, 𝑀/𝑈 

bölüm modülünün bir alt modülüdür. 𝑀/𝑁 basit olduğundan 𝑉/𝑈 = 𝑀/𝑈 veya 𝑉/𝑈 = {𝑈} 

olup 𝑉 = 𝑀 veya = 𝑈 dir. O halde 𝑈, 𝑀 nin maksimal alt modülüdür. 

 

2.8.7.   Teorem   𝑀 modülü için aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) 𝑀 nin her alt modülü basit alt modüllerin toplamıdır; 

(ii) 𝑀 basit alt modüllerin toplamıdır; 

(iii) 	𝑀 basit alt modüllerin direkt toplamıdır; 

(iv) 	𝑀 nin her alt modülü 𝑀 nin direkt toplam terimidir [7]. 

İspat. (i)⟹(ii) Açıktır. 

(ii)⟹(iii) Lemma 2.8.4.(i) de 𝑈 = 0 alınırsa istenen elde edilir. 

(iii)⟹(iv) Lemma 2.8.4.(i) den açıktır. 

(iv)⟹(i) 𝑈, 𝑀 nin herhangi bir alt modülü olsun. 𝑀" ler 𝑈 alt modülünde kapsanan basit alt 

modüller olmak üzere 𝑈B = ∑ 𝑀"7/MN  alt modülünü alalım. Hipotezden 𝑀 nin bir 𝑈B direkt 

toplam terimi vardır. Yani 𝑀 = 𝑈B⨁𝑁 olacak şekilde 𝑁 ≤ 𝑀 alt modülü vardır. Modüler 

Kural gereğince 𝑈 = 𝑀 ∩ 𝑈 = 𝑈B⨁(𝑁 ∩ 𝑈) = 0 eşitliği vardır. 𝑁 ∩ 𝑈 = 0 ise, 𝑈 = 𝑈B 

olup (i) sağlanır. 𝑁 ∩ 𝑉 ≠ 0 olsun. Lemma 2.8.4 den 𝑁 ∩ 𝑈 bir 𝐵 basit alt modülünü içerir. 

Bu takdirde, 𝑈B ın tanımından 𝐵 ≤ 𝑈B ∩ (	𝑁 ∩ 𝑈) = 0 çelişkisi elde edilir. Sonuç olarak 𝑈 

basit alt modüllerin toplamıdır. 

 

2.8.8. Tanım  Teorem 2.8.7 deki denk koşullardan birini sağlayan 𝑀 modülüne yarı basit 

modül denir. 𝑀 modülünün basit alt modüllerinin toplamına 𝑀 nin desteği denir ve 𝐷𝑒𝑠(𝑀) 

ile gösterilir [14].   
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2.8.9. Lemma 𝑀 yarı basit modül olsun. Bu taktirde 𝑀 nin sıfırdan farklı her alt modülü  

bir basit modül içerir [7]. 

İspat. 𝑈, 𝑀 nin sıfırdan farklı sonlu üretilmiş bir alt modülü olsun. Teorem 2.3.9 dan 𝑈 bir 

𝐶 maksimal alt modülünü içerir. Hipotezden; 𝑀 = 𝐶⨁𝑀1 olacak şekilde 𝑀1 alt modülü 

vardır. Teorem 2.3.7 den 𝑈 = 𝑀 ∩ 𝑈 = 𝐶⨁(𝑀1 ∩ 𝑈) dır. Böylece 𝑈/𝐶 ≅ 𝑀1 ∩ 𝑈 elde 

edilir. 𝐶, 𝑈 nun maksimali olduğundan  𝑈/𝐶 basittir. Sonuç olarak 𝑀1 ∩ 𝑈, 𝑈	nun basit alt 

modülüdür. 𝑀 nin sıfırdan farklı her alt modülü sonlu üretilmiş bir alt modül 

kapsayacağından 𝑀 nin sıfırdan farklı her alt modülü bir basit alt modül içerir. 

 

Destek tanımı gereği Teorem 2.8.7 nin bir sonucu olarak aşağıdaki sonuçları elde ederiz. 

 

2.8.10. Sonuç  𝑀 modülü için aşağıdaki ifadeler denktir; 

(i) 			𝑀 nin her 𝑁 alt modülü için 𝑁 = 𝐷𝑒𝑠(𝑁) dir; 

(ii) 			𝑀 = 𝐷𝑒𝑠(𝑀) dir; 

(iii) 			𝑀 basit alt modüllerin direkt toplamıdır; 

(iv) 			𝑀 yarı basittir [7]. 

 

2.8.11. Sonuç (i) Yarı basit modüllerin her alt modülü de yarı basittir; 

(ii) Yarı basit modülün her homomorfik görüntüsü de yarı basit modüldür; 

(iii) Yarı basit modüllerin herhangi sayıdaki toplamı da yarı basittir [7]. 

İspat. (i) Teorem 2.8.6.(i) den açıktır. 

(ii) 𝐴 basit alt modül ve 𝛼: 𝐴 ⟶ 𝐵 epimorfizma olsun. Bu takdirde, 𝐴 Ç𝑒𝑘(𝜑) ≅ 𝐵⁄  dir. 𝐴 

basit modül olduğu için iki durum vardır. Eğer Ç𝑒𝑘(𝜑) = 0 ise 𝐵 basit modüldür. Eğer 

Ç𝑒𝑘(𝜑) = 𝐴 ise 𝐵 = 0 dır. O halde basit modüllerin toplamının homomorfizma altındaki 

görüntüsü de yine basit modüllerin toplamıdır. Böylece Teorem 2.8.6 dan yarı basittir. 

(iii) 𝑀 yarı basit modüllerin toplamı olan modül olsun. Teorem 2.8.6 dan her yarı basit modül 

basit modüllerin toplamı olduğundan 𝑀 basit modüllerin toplamıdır. Dolayısıyla  𝑀 modülü 

yarı basittir. 

 

2.8.12. Teorem 𝑀 bir 𝑅-modül 𝑁 de 𝑀 nin 𝑀 den farklı bir alt modülü olsun. Bu takdirde 

𝑁 nin 𝑀 nin maksimal alt modülü olması için gerek ve yeter şart ∀𝑚 ∈ 	𝑀 ∖ 𝑁 için 𝑁+<

𝑚 >= 𝑀 olmasıdır [15]. 
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İspat. (Þ) ∀	𝑚 ∈ 	𝑀 ∖ 𝑁 için 𝑁 ⊂ 𝑁+< 𝑚 >, 𝑁¹	𝑁+< 𝑚 >	ve 𝑁	maksimal olduğundan 

maksimallık tanımı gereği 𝑁+< 𝑚 >= 𝑀 olur. 

(Ü) 𝑁 ⊆ 𝐾 ve 𝑁¹	𝐾 olan herhangi bir 𝐾 alt modülünü ele alalım. Eğer 𝐾 = 𝑀 olduğunu 

gösterirsek istenen elde edilir. 𝑁¹	𝐾 olduğundan 𝑚 ∈ 𝐾\𝑁 vardır. Bu durumda 𝑚Î𝑀\𝑁 

olup hipotez gereği 𝑁+< 𝑚 >= 𝑀 dir. Aynı zamanda 𝑚 ∈ 	𝐾 olduğundan < 𝑚 > Ì		𝐾 

olup 𝑀 = 𝑁+< 𝑚 >⊆ 𝐾 kapsaması bulunur. Dolayısıyla 𝐾 = 𝑀 olur. 

 

2.8.13. Tanım 𝑀 bir 𝑅-modül  olsun. 𝑀  nin  bütün maksimal alt modüllerinin arakesitine 𝑀  

nin radikali denir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ile gösterilir. Eğer 𝑀 nin maksimal alt modülü yoksa 

𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝑀 diye tanımlanır ve 𝑀 modülüne radikal modül denir [3]. 

𝑁, ℚ nun bir maksimal alt modülü olsun. O halde her 𝑎 ∈ ℚ ∖ 𝑁 için 𝑁 + 	ℤ𝑎 = ℚ dur. 𝑋 =

𝑁 ∪ {𝑎} alınırsa 〈𝑋〉 = 𝑁 + ℤ𝑎 = ℚ olup 𝑋, ℚ nun bir üreteç kümesidir. ℚ = 〈𝑋〉 =

〈𝑋 ∖ {𝑎}〉 = 〈𝑁〉 = 𝑁 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla ℚℤ  modülünün maksimal alt modülü 

olmadığından Rad( ℚℤ ) = ℚℤ  dur [3]. 

 

2.8.14. Teorem  𝑀 bir 𝑅-modül olsun. Bu takdirde 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 	∑ 𝐿	H≪7    dir [3]. 

İspat.  Herhangi bir 𝐿 ≪ 𝑀 alt modülünü ele alalım. Eğer 𝑀 nin bir 𝐾 maksimal alt modülü 

𝐿 yi içermezse 𝐾 + 𝐿 = 𝑀 olup 𝐾 = 𝑀 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla 𝐿		𝑀	nin bütün 

maksimal alt modüllerinde içerilir  ki  𝐿 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) olur. Buradan da ∑ 𝐿	H≪7 ⊆ 	𝑅𝑎𝑑(𝑀) 

bulunur. Şimdi de ters kapsamayı gösterelim. "	𝑚Î𝑅𝑎𝑑(𝑀) için < 𝑚 >= 𝑅𝑚 ≪ 𝑀 

olduğunu gösterirsek istenen elde edilir. 𝑚 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) olsun. Kabul edelim ki Rm, 𝑀 de 

küçük olmasın. Bu durumda 𝑅𝑚 + 𝐿 = 𝑀 olacak şekilde $	𝐿	¹	𝑀 alt modülü vardır. Bu 

durumda 𝑆 = {𝐿|𝑚 ∉ 𝐿, 𝑅𝑚 + 𝐿 = 𝑀} kümesi boştan farklıdır. Bu kümede kapsama 

bağıntısına göre her zincirin bir üst sınırı olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki 𝐾, 𝑆 nin  bir  

zinciri ve 𝐶 =	∪P∈/ 𝐵 olsun. Bu  takdirde 	𝐶, 𝑀 nin bir  alt modülüdür. 𝑀 ≠ 𝐶  olduğunu  

gösterelim. 𝑀 = 𝐶 olsun. 𝑚 ∈ 𝐶 = ⋃ 𝐵P∈/ 		𝑖ç𝑖𝑛	𝑚 ∈ 𝐵	olacak şekilde ∃𝐵 ∈ 𝐾 ⊂ 𝑆 

mevcuttur. Buradan  𝐵 = 𝑅𝑚 + 𝐵 = 	𝑀  olur  ki  𝐵 ∈ 𝑆 olmasıyla  çelişir. Dolayısıyla  

𝑀 𝐶  dir. 𝐶  nin  𝐾  da  bir  üst  sınır  olduğu  açıktır. Dolayısıyla Zorn Lemması gereği 𝑆, 

𝑃  gibi bir maksimal eleman içerir. Burada 𝑃 nin 𝑀 de maksimal alt modül olduğu açıktır. 

Böylece 𝑚 ∉ 𝑃 olduğundan 𝑚Î	𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝑃	 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla < 𝑚 >=

𝑅𝑚 ≪ 𝑀 olmak zorundadır. 

 

¹
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𝑅𝑎𝑑(𝑀) 	= 	0 ise 𝑀 nin 0 dan başka küçük alt modülünün olmadığı açıktır [3].   

 

2.8.15. Teorem 𝑀 bir 𝑅-modül olsun. Eğer 𝑀	nin her özalt modülü bir maksimal alt modülde  

içerilirse bu takdirde 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 dir [3]. 

İspat. 𝑅𝑎𝑑(𝑀) + 𝐿 = 𝑀 olan herhangi bir 𝐿 alt modülü için eğer 𝐿	¹	𝑀 olsa, hipotez gereği 

𝐿 bir	𝐾 maksimal alt modülde içerilmiş olur. Buradan da 𝐿 ⊆ 𝐾 ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐾 

olduğundan 𝑀 = 𝑅𝑎𝑑(𝑀) + 𝐿 ⊆ 𝐾 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla 𝐿 = 𝑀 olup 

𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 dir.  

 

2.8.16. Sonuç  𝑀  sonlu  üretilmiş  𝑅-modül  ise  𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀  dir [3]. 

 

2.8.17. Lemma 𝑀 modül olsun. 𝐼 bir indis kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑁" modülleri 

𝑀 nin 𝑁 ≤ 𝑀 alt modülünü kapsayan alt modüller ise ⋂ (𝑁"/𝑁)Q∈R = (⋂ 𝑁""∈# ) 𝑁⁄  dir [15]. 

İspat. Herhangi bir 𝑚 +𝑁 ∈ ⋂ ("∈# 𝑁"/𝑁)	 elemanı ve her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑚 +𝑁 ∈ 𝑁"/𝑁 olup 

𝑚 ∈ 𝑁" dir. Buradan 𝑚 ∈ ⋂ 𝑁""∈#  olur ki 𝑚 +𝑁 ∈ (⋂ 𝑁""∈# ) 𝑁⁄  elde edilir. Tersine; benzer 

işlemler yapılarak eşitlik gösterilebilir. 

 

2.8.18. Teorem  

(i) 𝑀 ve 𝑁 birer modül ve 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑀,𝑁) olsun. Bu takdirde,  𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑀)) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑁) 

dir. Eğer Ç𝑒𝑘(𝑓) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ise, 𝑓�𝑅𝑎𝑑(𝑀)� = 𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑀)) dir; 

(ii) 𝑅𝑎𝑑(𝑀 𝑅𝑎𝑑(𝑀)⁄ ) = 0 dır; 

(iii) 	𝑈 ≤ 𝑉 ≤ 𝑀 ise 𝑅𝑎𝑑(𝑈) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) dir; 

(iv) 	𝑀 =⊕"∈# 𝑀" ise 𝑅𝑎𝑑(𝑀) =⊕"∈# 𝑅𝑎𝑑(𝑀") dir;  

(v) 𝑁 ≤ 𝑀 ise, (𝑁 + 𝑅𝑎𝑑(𝑀))/𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀/𝑁)	 ve 𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ise,  

𝑅𝑎𝑑(𝑀/𝑁) = 𝑅𝑎𝑑(𝑀)/𝑁 dir; 

(vi)  𝑀 nin radikal modül olması için gerek ve yeter koşul 𝑀 nin her sonlu üretilmiş alt                                                                                                                 

 modülünün 𝑀 de küçük olmasıdır  [7],[15]. 

İspat. (i) 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = ∑ 𝐿H≪7  olduğundan 𝑓�𝑅𝑎𝑑(𝑀)� = ∑ 𝑓(𝐿)H≪7  dir. Teorem 2.7.4  den 

𝑓(𝐿) ≪ 𝑁 olur. Sonuç olarak 𝑓�𝑅𝑎𝑑(𝑀)� ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑁)	 elde edilir. 𝑚 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ise, Sonuç 

2.8.16 dan 𝑅𝑚 ≪ 𝑀 olup 	𝑓(𝑅𝑚) = 𝑅𝑓(𝑚) ≪ 𝑓(𝑀) dir. Dolayısıyla 𝑓(𝑚) ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑀)) 

olup 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑀)) ≤ 	𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑀)) olur. Şimdi ise herhangi bir 𝑓(𝑚) ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑀)) alalım. 

Sonuç 2.8.16 dan 𝑅𝑓(𝑚) ≪ 𝑓(𝑀) dir. Kabul edelim ki 𝑚 ∉ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) olsun. Bu takdirde 
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Lemma 2.8.17 den 𝑅𝑚 + 𝐾 = 𝑀 olacak şekilde 𝑀 nin 𝐾 maksimal alt modülü vardır. 

Buradan 𝑅𝑓(𝑚) + 𝑓(𝐾) = 𝑓(𝑀) olup 𝑅𝑓(𝑚) ≪ 𝑓(𝑀) olduğundan 𝑓(𝐾) = 𝑓(𝑀) elde 

edilir. Teorem 2.7.4 den 𝑀 = 𝐾 + Ç𝑒𝑘(𝑓) olup  Ç𝑒𝑘(𝑓) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≤ 𝐾 olduğundan 𝑀 =

𝐾 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla   𝑚 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) olmalıdır. O halde 𝑓(𝑚) ∈ 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑀)) 

olur. Sonuç olarak 𝑓�𝑅𝑎𝑑(𝑀)� = 𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑀)) bulunur. 

(ii) Sonuç 2.3.15.(ii) den 𝑀 nin maksimal alt modülleriyle 𝑀/𝑅𝑎𝑑(𝑀)	bölüm modülünün 

maksimal alt modülleri arasında birebir eşleme vardır. Bu takdirde, 𝑋, 𝑀 nin tüm maksimal 

alt modüllerinin kümesi olmak üzere 𝑀/𝑅𝑎𝑑(𝑀) = ⋂ (𝑈/𝑅𝑎𝑑(𝑀)N∈S ) Lemma 2.8.17 den 

𝑀 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = ⋂ (𝑈 𝑅𝑎𝑑(𝑀)⁄ ) = (⋂ 𝑈N∈S ) 𝑅𝑎𝑑(𝑀)⁄ =N∈S⁄  𝑅𝑎𝑑(𝑀) 𝑅𝑎𝑑(𝑀)⁄  = 0 elde 

edilir. 

(iii)	𝑚 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) olsun. Bu takdirde, 𝑅𝑚 ≪ 𝑈 ve 𝑈 ≤ 𝑉 olduğundan  Teorem 2.7.3 

gereğince 𝑅𝑚 ≪ 𝑉 olup Sonuç 2.8.16 dan 𝑚 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) dir. 

(iv) (iii) gereğince 𝑀" ≤ 𝑀 ⟹ 𝑅𝑎𝑑(𝑀") ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) dir. Buradan ∑ 𝑅𝑎𝑑(𝑀") ="∈#

⊕"∈# 𝑅𝑎𝑑(𝑀") ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) olur. Tersine; 𝑚 = ∑ 𝑚""∈# ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) elemanını alalım. 

𝜋"(𝑚) = 𝑚" ile tanımlı  𝜋":𝑀 ⟶ 𝑀" i.projeksiyon olmak üzere (i) gereğince 𝜋"(𝑚) = 𝑚" ∈

𝑅𝑎𝑑(𝑀") dir. Böylece 𝑚 ∈⊕"∈# 𝑅𝑎𝑑(𝑀") olur. Sonuç olarak ⊕"∈# 𝑅𝑎𝑑(𝑀") = 𝑅𝑎𝑑(𝑀)	 

bulunur. 

(v) 𝑝:𝑀 → 𝑀/𝑁 doğal homomorfizmasını alalım. (i) den 𝑝(𝑅𝑎𝑑(𝑀)) = (𝑅𝑎𝑑(𝑀) +

𝑁)/𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀/𝑁) dir. Ç𝑒𝑘(𝑝) = 𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) olup tekrar (i) kullanılırsa 𝑝(𝑅𝑎𝑑(𝑀)) =

(𝑅𝑎𝑑(𝑀) + 𝑁)/𝑁 = 𝑅𝑎𝑑(𝑀)/𝑁 dir. Aynı zamanda 𝑅𝑎𝑑(𝑝(𝑀)) = 𝑅𝑎𝑑(𝑀/𝑁) 

olduğundan 𝑅𝑎𝑑(𝑀/𝑁) = 𝑅𝑎𝑑(𝑀)/𝑁 bulunur. 

(vi) 𝑀 = 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ise, her 𝑚 ∈ 𝑀 için Sonuç 2.8.16 gereği 𝑅𝑚 ≪ 𝑀 olur. Buradan 𝑀 nin 

sonlu üretilmiş her öz alt modülü 𝑀 de küçük olur. Tersi Sonuç 2.8.16 dan açıktır. 

 

2.8.19. Tanım  𝑀 modül  olsun. 𝑀 modülünün  her  öz alt  modülü  bir  maksimal alt modülde  

kapsanıyor ise, 𝑀  modülüne eş atom modül denir [18]. 

 

2.8.20. Teorem  𝑀 modül ve 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. Bu takdirde, 

(i) 𝑀 eş atom ise, 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 dir. 

(ii) 𝑀 eş atom ise, 𝑀/𝑁 eş atomdur. 

(iii) 	𝑁 ve 𝑀/𝑁 eş atom ise, 𝑀 eş atomdur [18]. 

 

2.8.21. Tanım  Herhangi  bir  𝑅  halkası  için,  sıfırdan  farklı  her  sol  𝑅-modül  maksimal  
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alt modüle sahip ise 𝑅 ye sol maksimal halka denir [12]. 

 

𝑅 sol maksimal halka olsun. Bu durumda her sol 𝑅-modül eş atomdur. 

 

2.8.22. Önerme  𝑅  halka  ve  𝑃  sıfırdan  farklı  projektif  bir  𝑅-modül  olsun.  Bu  takdirde  

𝑅𝑎𝑑(𝑅)𝑃 = 𝑅𝑎𝑑(𝑃) ve 𝐷𝑒𝑠(𝑅)𝑃 = 𝐷𝑒𝑠(𝑃) dir [15]. 

İspat. 𝑃 bir 𝐹 = 𝑅(#) serbest modülünün direkt toplam terimidir. O halde 𝐹 = 𝑃⨁𝑁 olacak 

şekilde bir 𝑁 modülü vardır. Bu takdirde 𝑅𝑎𝑑(𝑅) = 𝐽 olmak üzere 𝐽𝐹 = 𝐽(𝑅(#)) = 𝐽(#) =

𝐽𝑃⨁	𝐽𝑁 yazılabilir. Teorem 2.8.18.(iii) den 𝑅𝑎𝑑(𝑃) ≤ 𝐽(#) dir. 𝐽𝑀 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑃) olduğundan 

Modüler Kuralı ile 𝑅𝑎𝑑(𝑃) = 𝑅𝑎𝑑(𝑃) ∩ 𝐽(#) = 𝐽𝑃⨁(𝑅𝑎𝑑(𝑃) ∩ 𝐽𝑁) olup 𝐽𝑃 = 𝑅𝑎𝑑(𝑃) 

elde edilir. Şimdi 𝐷𝑒𝑠(𝑅)𝑃 = 𝐷𝑒𝑠(𝑃) eşitliğini gösterelim. 𝐷𝑒𝑠� 𝑅! �𝑃 ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑃) 

olduğunu biliyoruz. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐷𝑒𝑠(𝑃) alalım. P projektif olduğundan yerel projektif 

olup 𝑓1(𝑥)𝑦1 + 𝑓((𝑥)𝑦( +⋯+ 𝑓&(𝑥)𝑦& = 𝑥 olacak şekilde 𝑓: 𝑃 ⟶ 𝑅 homomorfizma ve 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için  𝑦" ∈ 𝑃 vardır. Ayrıca    𝑓"(𝐷𝑒𝑠(𝑃)) ⊆ 𝐷𝑒𝑠� 𝑅! � olduğundan 𝑓"(𝑥) ∈

𝐷𝑒𝑠� 𝑅! � dir. O halde 𝑥 ∈ 𝐷𝑒𝑠� 𝑅! �𝑃 dir. Böylece 𝐷𝑒𝑠(𝑃) ⊆ 𝐷𝑒𝑠� 𝑅! �𝑃 bulunur. 

	𝐷𝑒𝑠� 𝑅! �𝑃 = 𝐷𝑒𝑠(𝑃) elde edilir. 

 

 

2.9. Yerel ve Oyuk Modüller 

2.9.1. Tanım 	𝑀  bir 	𝑅-modül olsun. Eğer  𝑀 nin  her öz alt modülü 𝑀 de  küçük alt modül  

ise, 𝑀 ye oyuk modül denir [15].  

 

2.9.2. Teorem  Oyuk modüllerin her bölüm  modülüde oyuktur [15]. 

İspat.  𝑀 bir oyuk 𝑅-modül, 𝑀	/	𝐾   da herhangi bir bölüm  modülü olsun. 𝑁/𝐾 ⊂ 	𝑀/𝐾 bir 

öz alt modül olsun. Bu durumda  𝑁, 𝑀 nin  özalt modülü olup  𝑁 ≪ 𝑀 bulunur             

𝑁/𝐾	 + 	𝐻	/	𝐾 = 𝑀	/	𝐾		olan herhangi bir 𝐻 ≤ 𝑀 alt modülü verilsin. Bu  durumda      

(𝑁	 + 𝐻)/𝐾	 = 	𝑀/	𝐾 olduğundan 𝑁 + 𝐻 = 𝑀 olur. Bu durumda 𝑁 ≪ 𝑀 olduğundan   

𝐻 = 𝑀 olup  𝐻	/	𝐾	 = 𝑀	/	𝐾  olur  ki  𝑁	/	𝐾	 ≪ 	𝑀	/	𝐾   dir. 

 

2.9.3. Tanım 𝑀 bir 𝑅-modül olsun. Eğer  𝑀  modülünün tüm öz alt modüllerini  içeren  bir  
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en geniş öz alt modülü  varsa 𝑀 modülüne   yerel modül  denir. R (sol) R-modül olarak yerel 

modül ise R halkasına yerel halka denir [15]. 

2.9.4. Teorem 𝑀 sıfırdan farklı bir  𝑅-modül olsun. Bu  takdirde  aşağıdakiler denktir. 

(i)  𝑀 oyuktur ve 𝑅𝑎𝑑	(𝑀) 	≠ 𝑀 dir; 

(ii)  𝑀 oyuktur ve devirlidir (veya sonlu üretilmiştir); 

(iii)  𝑀 yereldir [15]. 

İspat. (i) ⇒ (ii) 𝑅𝑎𝑑(𝑀) 	≠ 𝑀 olduğundan 𝑀 nin bir 𝐾 maksimal alt modülü vardır. 𝐾    

maksimal  olduğundan  ∀𝑚 ∈ 𝑀	\	𝐾 için 𝐾	 + 	𝑅𝑚	 = 𝑀 dir. Ayrıca 𝑀 oyuk olduğundan 

𝐾 ≪ 𝑀 olup 𝑅𝑚 = 𝑀 bulunur. Dolayısıyla 𝑀 devirlidir. 

(ii) ⇒ (iii)  𝑀 devirli ise sonlu üretilmiştir. Dolayısıyla 𝑅𝑎𝑑(𝑀) 	≠ 𝑀  dır. Böylece 𝑀 nin 

bir 𝑁 maksimal alt modülü vardır. Şimdi bu 𝑁 maksimal alt modülün bütün diğer öz alt 

modülleri içerdiğini gösterirsek ispat tamamlanmış olur. 𝐾,  𝑀 nin herhangi bir öz alt modülü 

olsun. Eğer 𝐾 ⊄ 𝑁 olsaydı 𝑁 maksimal olduğundan 𝐾 + 𝑁 = 𝑀 olup 𝑀 oyuk olduğundan 

𝑁 = 𝑀 bulunur. Buradan 𝐾 ⊂ 𝑁 olmak zorundadır. Yani  𝑁, 𝑀 nin bütün diğer öz alt 

modüllerini içerir. Ayrıca 𝑁 öz alt modül olduğundan 𝑀 yereldir. 

(iii) ⇒	(i)  𝑀 yerel olsun. Bu takdirde 𝑀 nin  diğer öz alt modüllerini  içeren  bir 𝑁 öz alt 

modülü vardır. 𝑁 + 𝐿 = 𝑀  için eğer 𝐿	¹	𝑀  olsa,  𝐿 ⊂ 𝑁 olup 𝑁 = 𝑀 olurdu. Dolayısıyla 

𝑁 + 𝐿 = 𝑀 şartını sağlayan  her 𝐿 alt modülü için 𝐿 = 𝑀 olur. Yani 𝑁 ≪ 𝑀 dır. Şimdi 𝑀 

nin  herhangi bir  𝐾 öz alt modülünü alırsak  𝐾 ⊂ 𝑁 ve  𝑁 ≪ 𝑀 olduğundan 𝐾 ≪ 𝑀	olur. 

Dolayısıyla  𝑀 oyuk  olup  𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝑁	¹		𝑀 dır. 

 

2.9.5. Teorem Sıfırdan farklı 𝑀 𝑅-modülünün yerel olması için gerek ve yeter koşul 𝑀 nin  

sonlu üretilmiş (devirli) ve bir tek maksimal alt modüle sahip olmasıdır. Bu durumda 𝑀 nin 

maksimal alt modülü 𝑅𝑎𝑑(𝑀) olup 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 dir [15]. 

İspat. 𝑀 yerel bir modül ve 𝑀 nin tüm öz alt modüllerinin toplamı 𝐾 ise 𝐾	 ≠ 𝑀 dir. Bu 

takdirde, en az bir 	𝑚 ∈ 𝑀 vardır ki 𝑚 ∉ 𝐾 olup 𝑅𝑚 ≰ 𝐾 dır. 𝐾 nın tanımı gereği 𝑅𝑚	 = 	𝑀 

olup 𝑀 devirlidir. Ayrıca 𝐾	alt modülünün bir tek maksimal alt modül olduğu açıktır. 

Tersine, 𝑀 devirli ve 𝑀 bir tek 𝐾 maksimal alt modülüne sahip olsun. 𝑀 sonlu üretilmiş 

olduğundan 𝑀 modülünün her öz alt modülü 𝐾 tarafından kapsanır. Dolayısıyla 𝑀 nin tüm 

öz alt modüllerinin toplamı 𝐾 olup 𝑀 yerel modüldür. Bir modülün radikali tanımı gereği 

𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝐾 olup 𝑀 devirli olduğundan 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 olduğu açıktır. 
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2.9.6. Sonuç  𝑀  modülünün  yerel  olması için gerek ve yeter  koşul  𝑀  modülünün  sonlu  

üretilmiş ve 𝑀/𝑅𝑎𝑑(𝑀) bölüm modülünün basit olmasıdır  [15]. 

 

2.9.7. Önerme  𝑀 modülünün yerel olması için  gerek ve yeter koşul 𝑀 sonlu üretilmiş ve  

𝑅𝑎𝑑(𝑀), 𝑀 nin tek maksimal alt modülüdür [15]. 

 

2.9.8. Sonuç 𝑅 halkası için aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) 𝑅 yerel halkadır; 

(ii) 𝑅 tek maksimal sol ideale sahiptir; 

(iii) 	𝑅𝑎𝑑(𝑅), 𝑅 nin maksimal sol idealidir; 

(iv) 	𝑅 halkasının birim olmayan elemanlarının kümesi toplama işlemi altında kapalıdır; 

(v) 	𝑅𝑎𝑑(𝑅), 𝑅 nin maksimal sağ idealdir; 

(vi) 	𝑅/𝑅𝑎𝑑(𝑅) bölme halkasıdır [7],[15]. 

 

2.9.9. Tanım 𝑅  halka  ve  𝑀  bir  𝑅-modül  olsun.  𝑀/𝑅𝑎𝑑(𝑀)  yarı basit ise, 𝑀 modülüne  

yarı-yerel modül denir. 𝑅 halkası sol (sağ) 𝑅-modül olarak yarı-yerel ise, bu durumda 𝑅 

halkasına yarı-yerel halka denir [5]. 

 

2.9.10. Teorem 𝑅  yarı  yerel  halka  ve  𝑀  herhangi  bir  sol  𝑅-modül olsun.  Bu takdirde, 

𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝑅𝑎𝑑(𝑅)𝑀 dir [16].  

 

 

2.10.  Yerel  Artin Modüller 

2.10.1. Tanım   Her   sonlu   üretilmiş  alt modülü   Artin   olan   modüle   yerel Artin  modül   

denir [15]. 

 

2.10.2. Teorem  1) 0 ⟶ 𝑁+ ⟶𝑁⟶ 𝑁++ ⟶ 0 kısa tam dizisi olmak üzere; 

i) 𝑁 (yerel) Artin ise 𝑁′ ve 𝑁′′ (yerel) Artin modüllerdir, 

ii) 𝑁′ ve 𝑁++ Artin modül ise 𝑁 Artindir. 

iii) 𝑁′ Artin modül ve 𝑁++ yerel Artin modül ise 𝑁 yerel Artin modüldür. 
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2) Yerel Artin modüllerin herhangi sayıdaki direkt toplam terimi yerel Artin modüldür.  

3) 𝑀 yerel Artin modül ise 𝑀 𝑅𝑎𝑑(𝑀)8  yarı - basit modüldür [15]. 

2.10.3. Sonuç  i) Yerel Artin modülün her alt modülü yerel Artindir, 

ii)  Yerel Artin modülün homomorfik görüntüsü yerel Artin modüldür [15]. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 
3.1. Tümlenmiş ve Bol Tümlenmiş Modüller 

 

3.1.1. Tanım 𝑀 modül ve 𝑈 ≤ 𝑀 olsun. 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 olacak şekilde bir 𝑉 alt modülü var ve  

𝑉 bu şarta göre minimal ise, yani 𝑈 + 𝐿 = 𝑀 koşulunu gerçekleyen her 𝐿 ≤ 𝑉 için 𝐿 = 𝑉 

ise, 𝑉 ye 𝑀 de 𝑈 nun tümleyeni ve 𝑈 ya 𝑀 de tümleyene sahiptir denir. Eğer 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 

koşulunu gerçekleyen her 𝑉 alt modülü için 𝑈 nun 𝑀 de 𝑉 tarafından kapsanan bir tümleyeni 

varsa, 𝑈 ya 𝑀 de bol tümleyene sahiptir denir [15]. 

𝑀 modül ve 𝑁 ≪ 𝑀 olsun. Bu takdirde, küçük alt modül tanımından görüleceği üzere 𝑀, 𝑁 

alt modülünün tümleyenidir. Dolayısıyla modülün kendisi sıfırının tek tümleyenidir. 

 

3.1.2. Teorem 𝐿 modülünün	𝐾 nin bir tümleyeni olması için gerek ve yeter şart 𝐾 + 𝐿 = 𝑀  

ve 𝐾 ∩ 𝐿 ≪ 𝐿 olmasıdır [15]. 

İspat. (Þ) 𝐿, 𝐾	alt modülünün bir tümleyeni olsun. Bu durumda tanıma göre 𝐾 + 𝐿 = 𝑀 

dır. 𝑁 ≤ 𝐿 alt modülü için 𝐾 ≤ 𝐿 + 𝑁 = 𝐿 olsun. Bu durumda 𝐾 + (𝐾 ∩ 𝐿) + 𝑋 = 𝑀 ve 

𝐾 + 𝑁 = 𝑀 bulunur. 𝑋 ≤ 𝐿 olduğundan	𝐿 nin minimalliği göz önünde bulundurulursa 𝑁 =

𝐿	bulunur. Yani (𝐾 ∩ 𝐿) + 𝑁 = 𝐿 şartını sağlayan her 𝑁 ≤ 𝐿 alt modülü için 𝑁 = 𝐿 olur. 

Sonuç olarak 𝐾 ∩ 𝐿 ≪ 𝐿 dir. 

(Ü) 𝐾 + 𝐿 = 𝑀 ve 𝐾 ∩ 𝐿 ≤ 𝐿 olsun. 𝐾 + 𝑁 = 𝑀 şartını sağlayan her 𝑁 ≤ 𝐿 alt modülü için 

𝑁 = 𝐿 olduğunu gösterirsek istenen elde edilir. 𝑁 ≤ 𝐿 ve 𝐾 + 𝑁 = 𝑀 olan herhangi 𝑁	alt 

modülünü ele alalım. Eşitliğin her iki tarafının 𝐿 ile arakesitini ele alırsak (𝐾 + 𝑁) ∩ 𝐿 =

𝑀 ∩ 𝐿 = 𝐿 bulunur. Bu durumda Modüler kuralına göre (𝐾 + 𝑁) ∩ 𝐿 = (𝐾 ∩ 𝐿) + 𝑁  olup 

(𝐾 ∩ 𝐿) + 𝑁 = 𝐿 olur. 𝐾 ∩ 𝐿 ≪ 𝐿 olduğundan 𝑁 = 𝐿	bulunur ki bu da istenendir. 

 

3.1.3. Teorem 𝑉, 𝑈 modülünün  𝑀 de bir tümleyeni, 𝑊 ≤ 𝑈	alt modülü için 𝑊 + 𝑉 = 𝑀  

ise 𝑉, 𝑊 nın da 𝑀 de bir tümleyenidir  [15]. 

 

3.1.4. Teorem  𝑉 bir 𝑈 modülünün 𝑀 de bir tümleyeni ve 𝑈 modülü maksimal alt modülü  

ise 𝑉	devirlidir ve 𝑈 ∩ 𝑉,  𝑉 nin tek  maksimal alt modülüdür. Bu durumda 𝑈 ∩ 𝑉 = 𝑅𝑎𝑑(𝑉) 

dır  [15]. 
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3.1.5. Teorem 𝑉 modülü, 	𝑈	nun 𝑀 de  bir tümleyeni  ve  𝐾 ≪ 	𝑀 ise  𝑉,  𝑈 + 𝐾 nın da bir  

tümleyenidir [15]. 

İspat. 𝑈 + 𝑉 = 𝑀 olduğundan 𝑈 + 𝐾 + 𝑉 = 𝑀 dir. Şimdi 𝑋 ≤ 𝑉 alt modül olmak üzere, 

𝑈 + 𝐾 + 𝑋 = 𝑀 olsun. Buradan 𝐾 + 𝑈 + 𝑋 = 𝑀 olup 𝐾 ≪ 𝑀 olduğundan 𝑈 + 𝑋 =

𝑀	bulunur. 𝑋 ≤ 𝑉 ve 𝑉, 𝑈 nun bir tümleyeni olduğundan 𝑉 nin minimalliği gereği  𝑋 = 𝑉 

dir. Dolayısıyla 𝑉, 𝑈 + 𝐾	nın bir tümleyenidir. 

 

3.1.6. Teorem 𝑉, 𝑈 nun 𝑀 içinde bir tümleyeni ve 𝐾 ≪ 	𝑀 ise 𝐾 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 dır [15]. 

İspat. 𝑋 ≤ 𝑉 alt modülü için 𝐾 ∩ 𝑉 + 𝑋 = 𝑉 olsun. Buradan 𝑈 + 𝐾 ∩ 𝑉 + 𝑋 = 𝑀 olup   

𝑈 + 𝐾 + 𝑋 = 𝑀 olur. 𝐾 ≪ 𝑀 olduğundan  Teorem 3.1.3  gereği 𝑉, 𝑈 + 𝐾 nın bir 

tümleyenidir.  

Bu  taktirde  ise (𝑈 + 𝐾) ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 olup   𝐾 ∩ 𝑉 ⊂ (𝑈 + 𝐾) ∩ 𝑉 olduğundan 𝐾 ∩ 𝑉 ≪ 	𝑉 

dir. 

 

3.1.7. Teorem 𝑉, 𝑈 nun 𝑀 de tümleyeni ve 𝐾, 𝑉 nin maksimal alt modülü ise 𝑈 + 𝐾 da 𝑀  

nin maksimal alt modülüdür. Bu durumda 𝐾 = (𝑈 + 𝐾) ∩ 𝑉 dir [15]. 

   

3.1.8. Teorem  𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑉, 𝑀 nin bir alt modülü olsun. Eğer 𝐾, 𝑀 nin maksimal  

alt modülü ve 𝑉 ⊄ 𝐾 ise 𝑉 ∩ 𝐾 da 𝑉 nin maksimal alt modülüdür [15]. 

 

3.1.9. Sonuç  𝑈  bir  𝑀 modülünde   sıfırdan  farklı  bir   tümleyeni  bulunan  alt  modül  ve  

𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 	𝑀 ise 𝑈, 𝑀 nin bir maksimal alt modülünde içerilir [15]. 

 

3.1.10. Sonuç 𝑉, 𝑀 içinde herhangi bir alt modülün tümleyeni ise  𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 𝑉 ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) 

dir [15]. 

 

3.1.11. Teorem 𝑉, 𝑈 nun 𝑀 içinde bir tümleyeni ve  𝐿 ≤ 𝑈 ise (𝑉 + 𝐿)/𝐿 de 𝑈/𝐿 nin 𝑀/𝐿  

içinde bir tümleyenidir [15]. 

İspat. (𝑉 + 𝐿)/𝐿  ve 𝑈/𝐿,			𝑀/𝐿  nin  alt modülleridir. 𝑉, 𝑈 nun  𝑀 de tümleyeni  

olduğundan  𝑉 + 𝑈 = 𝑀  ve 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 dir. Buradan  (𝑉 + 𝐿)/𝐿		 + 	𝑈/𝐿	 = 	𝑀/𝐿 elde 

edilir. Ayrıca {(𝑈/𝐿) ∩ [(𝑉 + 𝐿)/𝐿]} + 𝐾/𝐿 = (𝑉 + 𝐿)/𝐿 olacak şekilde 𝐾/𝐿 ≤ (𝑉 +
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𝐿)/𝐿  olsun. Modüler   Kuralına  göre   (𝐿 + (𝑈 ∩ 𝑉) + 𝐾)/𝐿 = (𝑉 + 𝐿)/𝐿			ve  𝐿 𝐾  

olduğundan,  (𝑈 ∩ 𝑉	) + 𝐾 = 𝑉 + 𝐿 dir. Böylece (𝑈/𝐿) ∩ [(𝑉 + 𝐿)/𝐿] ≪ (𝑉 + 𝐿)/𝐿 olup 

(𝑉 + 𝐿)/𝐿, 𝑈/𝐿 nin 𝑀/𝐿 de tümleyenidir. 

 

3.1.12. Tanım Bir  𝑀,  𝑅-modülünün  her  alt  modülü  bir  tümleyene  sahipse  𝑀  modülüne 

tümlenmiş modül denir [18]. 

 

3.1.13. Lemma  𝑀 bir R modül, 𝑀1 ve 𝑈  𝑀 nin alt modülleri ve 𝑀1 tümlenmiş olsun. Eğer   

𝑀1 +	𝑈 nun 𝑀 de bir tümleyeni varsa 𝑈 nun da bir tümleyeni vardır [15]. 

İspat.  𝑀 + 	𝑈  nun  𝑀 içindeki  tümleyeni  𝑋,  ve  𝑀1 ∩ (𝑈 + 𝑋)  alt modülünün  𝑀1  deki  

tümleyeni  𝑌  olsun. Bu  takdirde 𝑋, 𝑀1 + 𝑈 nun  𝑀 deki  tümleyeni olduğundan  (𝑀1 +

𝑈) + 𝑋 = 𝑀,  (𝑀1 + 𝑈) ∩ 𝑋 ≪ 𝑋 ve  𝑌,   𝑀1 ∩ (𝑈 + 𝑋)  in  𝑀1 deki  tümleyeni  olduğundan  

𝑀1 ∩ (𝑈 + 𝑋) + 𝑌 = 𝑀1 ve [𝑀1 ∩ (𝑈 + 𝑋)] ∩ 𝑌 ≪ 𝑌 dir. Buradan 𝑀1 ∩ (𝑈 + 𝑋) + 𝑈 +

𝑌 = 𝑀1 + 𝑈 = 𝑀 olduğundan 𝑈 + 𝑋 + 𝑌 = 𝑀 elde  edilir. Diğer  yandan,  U ∩ (𝑋 + 𝑌) ≤

𝑋 ∩ (𝑈 + 𝑌) + 𝑌 ∩ (𝑈 + 𝑋)  olup   Y	< 𝑀1  ve  𝑌 ∩ (𝑈 + 𝑋) ≪ Y   olduğundan  𝑈 ∩ (𝑋 +

𝑌) ≪ 𝑋 + 𝑌 olup   𝑋	 + 	𝑌 ,  𝑈 nun  𝑀  deki  tümleyenidir. 

 

3.1.14.  Teorem  𝑀1  ve  𝑀(  bir 𝑀 𝑅-modülünün  alt  modülleri  olmak  üzere, 𝑀 =	𝑀1 +𝑀( 

ve 𝑀1 ve 𝑀( tümlenmiş iseler 𝑀 de tümlenmiştir [15]. 

İspat. 𝑈, 𝑀 nin herhangi bir alt modülü olsun . 𝑉  de (𝑀1 + 𝑈) ∩ 𝑀( nin  𝑀(  de bir 

tümleyeni olsun. Bu durumda 𝑀 = 𝑀1 +𝑀( = 𝑀1 + (𝑀1 + 𝑈) ∩ 𝑀( + 𝑉 = 𝑀1 + 𝑈 + 𝑉   

bulunur. Ayrıca 𝑉, (𝑀1 + 𝑈) ∩ 𝑀( nin  𝑀( de bir tümleyeni  olduğundan (𝑀1 + 𝑈) ∩ 𝑉 =

[(𝑀1 + 𝑈) ∩ 𝑀(] ∩ 𝑉 ≪ 𝑉  olur. Dolayısıyla 𝑉, 𝑀1 + 𝑈 nun 𝑀  de bir tümleyenidir. Yani  

𝑀1 + 𝑈 nun  𝑀 içinde  tümleyeni vardır. 𝑀1  tümlenmiş olduğundan Teorem 3.1.9  gereği 

𝑈  nun  da 𝑀  içinde tümleyeni  vardır. Dolayısıyla 𝑀 tümlenmiştir. 

 

3.1.15. Teorem  Tümlenmiş   bir  modülün  homomorfik  görüntüsü  de   tümlenmiştir [15]. 

 

3.1.16. Teorem Oyuk modüller tümlenmiştir [15]. 

 

3.1.17. Teorem  𝑀 bir 𝑅-modül  olsun. Bu takdirde  𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝑀  olması için  gerek  ve 

£

1



32 
 

yeter şart  𝑀 nin her sonlu üretilmiş alt modülünün  𝑀 de küçük olmasıdır [15]. 

İspat:  (Þ) 𝑅𝑎𝑑(𝑀) 	= 𝑀  olsun. ∀𝑚 ∈ 𝑀 için  𝑅𝑚 ≪ 𝑀 dir. 𝑀 nin  herhangi bir  𝐾  sonlu 

üretilmiş  alt modülünü ele alalım. O halde 𝐾 =	< {	𝑘1, 𝑘(, . . . 𝑘&} 	>  olacak şekilde  

𝑘1, 𝑘(, . . . 𝑘& ∈ 𝐾 bulunabilir. 𝐾	 ⊂ 𝑅𝑘1 + 	𝑅𝑘(+. . . +	𝑅𝑘&   olduğu gösterilebilir. 

𝑅𝑘1 ≪ 	𝑀	

𝑅𝑘( 	≪ 	𝑀	

.	

. 

. 

𝑅𝑘& ≪ 	𝑀	

olduğundan , 𝐾	 ⊂ 𝑅𝑘1 + 	𝑅𝑘(+. . . +	𝑅𝑘& ≪ 𝑀 olup 𝐾 ≪ 	𝑀	bulunur. 

(Ü) 𝑀 nin her sonlu üretilmiş  alt modülü  𝑀 de   küçük olsun. O halde her 	𝑚 ∈ 𝑀 için  

𝑅𝑚 ≪ 𝑀 olur. Eğer 𝐾, 𝑀 nin bir maksimal alt modülü  olsa  ∀𝑚	 ∈ 𝑀	\	𝐾		için  𝑅𝑚	 + 𝐾 =

𝑀 olup 𝑅𝑚	 ≪ 𝑀 olduğundan 𝐾 = 𝑀  olurdu ki  bu da  bir çelişkidir. 

 

3.1.18. Sonuç  Yerel  modüller  tümlenmiştir [15]. 

 

3.1.19. Tanım  {𝑀"}"∈# 		herhangi  bir  𝑅-modülün  alt  modülleri  ailesi olmak üzere  ∑ 𝑀""∈#    

toplamı için, eğer  	∀𝑖B ∈ 𝐼  için  ∑ 𝑀""T", ≠ ∑ 𝑀""∈#     oluyorsa ∑ 𝑀""∈#  toplamına 

kısaltılamayandır denir [15]. 

 

3.1.20. Teorem  Bir  𝑀 𝑅-modülü  için aşağıdaki  ifadeler denktir; 

(i) 𝑀 oyuk alt modüllerin bir toplamıdır ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 dir.  

(ii) 𝑀  yerel modüllerin kısaltılamayan bir toplamıdır ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 dır. 

(iii) 	𝑀 nin her öz alt modülü  bir maksimal  alt modülde içerilir ve 

(a)  Her maksimal alt modülün	𝑀 de  bir tümleyeni vardır  veya  

      (b)  𝑀	/	𝐾 sonlu üretilmiş olmak üzere 𝑀 nin her 𝐾  alt modülü 𝑀 de bir tümleyene 

sahiptir [8]. 
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3.1.21. Sonuç  Her 𝑀 sonlu üretilmiş 𝑅-modülü için  aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑀 tümlenmiştir, 

(ii) 𝑀 nin her maksimal alt modülünün  𝑀 de bir tümleyeni vardır, 

(iii) 	𝑀  oyuk modüllerin bir toplamıdır, 

(iv) 	𝑀 yerel modüllerin  kısaltılamayan bir toplamıdır [8]. 

 

3.1.22. Sonuç 𝑀 modülü tümlenmiş ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 ise 𝑀 yerel modüllerin kısaltılamayan  

toplamıdır [15]. 

 

3.1.23. Teorem 𝑈 bir 𝑀 𝑅-modülünün alt modülü  olsun. Eğer  𝑈	 + 	𝑉 = 𝑀  şartını sağlayan  

her  𝑉  alt modülü için  𝑈 nun 𝑉′	 	𝑉  olan bir 𝑉'  tümleyeni  varsa  𝑈 nun  𝑀 içinde bol 

tümleyeni  vardır [15]. 

 

3.1.24. Tanım 𝑀 bir 𝑅-modül olsun. Eğer  𝑀 nin  her  alt modülü  bol tümleyene sahipse  𝑀  

ye bol  tümlenmiştir denir [15]. 

  

3.1.25. Sonuç  𝑀 bol tümlenmiş ise tümlenmiştir [15]. 

 

3.1.26. Teorem 𝑀  bol t ümlenmiş  𝑅-modül,  𝑀  de herhangi bir  alt  modülün  bir tümleyeni  

olsun. Bu takdirde 𝑀 de  bol tümlenmiştir [15]. 

 

3.1.27. Teorem 𝑀 bol  tümlenmiş bir 𝑅-modül ise,  𝑀 nin her direkt  toplam  terimi  ve  her  

bölüm  modülü de bol tümlenmiştir [15]. 

 

3.1.28. Sonuç 𝑀 𝑅-modülü bol  tümlenmiş ise 𝑀-modülünün homomorfik  görüntüsü de bol   

tümlenmiştir [15]. 

 

3.1.29. Teorem 𝑀 bol tümlenmiş bir 𝑅-modül olsun. Bu takdirde 𝑀𝑖, 𝐿i ler yerel alt modüller  

Í
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ve  𝐾,  𝑅𝑎𝑑	(𝐾) = 𝐾 şartını sağlayan alt modül olmak  üzere 𝑀 = ∑ 𝐿""∈# + 𝐾 

kısaltılamayan toplam şeklinde yazılabilir. 𝑀/𝑅𝑎𝑑(𝑀) bölüm modülü sonlu üretilmiş ise, 

toplam sonlu olur [15]. 

 

3.1.30. Teorem 𝑀 bir 𝑅-modül  ve 𝑀 = 𝑈1 + 𝑈(  olsun. Eğer 𝑈1  ve 𝑈( bol tümleyene sahip 

ise, 𝑈1 ∩ 𝑈( de  bol tümleyene sahiptir [15]. 

 

3.1.31. Teorem Bir 𝑀	𝑅-modülü  için  aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑀  bol tümlenmiştir, 

(ii) 𝑀 nin  her 𝑈 alt modülü 𝑋 tümlenmiş ve  𝑌 ≪ 𝑀 olmak üzere 𝑈 = 𝑋	 + 	𝑌  şeklinde 

yazılabilir, 

(iii) 	𝑀 nin her 𝑈 alt modülü için 𝑈/𝑋 ≪ 𝑀/𝑋 olacak şekilde bir 𝑋	 𝑈 tümlenmiş alt 

modülü vardır [15]. 

                                                                             

3.1.32. Teorem 𝑀 modülü için aşağıdakiler denktir: 

(a) 𝑀 tümlenmiş ve π-projektiftir; 

(b) (i) 𝑀 bol tümlenmiştir; 

     (ii) Birbirinin tümleyenleri olan alt modüllerin kesişimleri sıfırdır; 

(c) (i) 𝑀 nin her alt modülü bir direkt toplam terimi üzerindedir; 

     (ii) 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 alt modülleri direkt toplam terimleri iseler 𝑈 ∩ 𝑉 

de 𝑀 nin direkt toplam terimidir; 

(d) 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 alt modülleri için 𝛼(𝑀) ⊂ 𝑈,  (17 − 𝛼)(𝑀) ⊂ 𝑉 ve 

(17 − 𝛼)(𝑈) ≪ (17 − 𝛼)(𝑀) koşullarını sağlayan  𝑒 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑀) vardır [15]. 

 

 

3.2. ss-Tümlenmiş  Modüller 

3.2.1.  Tanım 𝑀 modülü 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) koşulunu sağlayan yerel modül olsun. Bu 

takdirde, 𝑀 modülüne güçlü yerel modül denir. 𝑅 halkası sol 𝑅-modül olarak güçlü yerel 

modül ise, 𝑅 halkasına sol güçlü yerel halka denir. O halde aşağıdaki diyagram sağlanır. 

basit modül ⟹ güçlü yerel modül ⟹ yerel modül 

Í
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Örneğin; 𝑀 = ℤU yerel sol ℤ-modülü olsun. 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝐷𝑒𝑠(𝑀) = {0s, 2s} =< 2s > 

olduğundan 𝑀 güçlü yerel modüldür fakat basit değildir. Diğer taraftan; 𝑀 = ℤV yerel sol 

ℤ-modülü için {0s, 2s} = 𝐷𝑒𝑠(𝑀) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = {0s, 2s	4s, 6s} olduğundan 𝑀 güçlü yerel modül 

değildir [8]. 

 

3.2.2.  Önerme 𝑀 güçlü yerel modül olsun. Bu takdirde, 𝑀 nin her bölüm modülü güçlü 

yerel modüldür [8]. 

 

3.2.3. Tanım 𝑀 modülünün basit ve küçük alt modüllerinin toplamı   

𝐷𝑒𝑠%(𝑀) = ∑{𝑁 ≪ 𝑀	|𝑁, 𝑀	𝑛𝑖𝑛	𝑏𝑎𝑠𝑖𝑡	𝑎𝑙𝑡	𝑚𝑜𝑑ü𝑙ü} olarak tanımlanır [16]. 

 

3.2.4. Tanım 𝑀 modül ve 𝑈, 𝑉 ≤ 𝑀 olmak üzere 𝑀 = 	𝑈 + 𝑉 ve  𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑉) şartları  

sağlanıyor ise, 𝑉 ye 𝑈 nun ss-tümleyeni denir [8]. 

 

3.2.5.  Lemma 𝑀 bir modül 𝑈, 𝑉 ≤ 𝑀 olsun. Bu takdirde, aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑉, 𝑈 alt modülünün 𝑀 de ss-tümleyenidir; 

(ii) 𝑀 = 𝑈 + 𝑉, 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ve 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basittir; 

(iii) 𝑀 = 𝑈 + 𝑉, 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basittir [8]. 

İspat. (i)⟹(ii) 𝑉, 𝑈 nun ss-tümleyeni olsun. Bu takdirde 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉	 ⊆

𝐷𝑒𝑠%(𝑉) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ve 𝑈 ∩ 𝑉	 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑉) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑉) olduğundan, 𝑈 ∩ 𝑉 basit alt 

modüllerin toplamı olup 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basittir. 

(ii)⟹(iii) 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉	 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ve 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basit olsun. 𝑈 ∩ 𝑉	 ≪ 𝑉	 

olduğunu gösterelim.  (𝑈 ∩ 𝑉	) + 𝐾 = 𝑉 koşulunu sağlayan 𝐾 ≤ 𝑉 için 𝐾 = 𝑉 olduğunu 

göstermeliyiz. Bunun için 𝐾 ≤ 𝑉 ⟹ 𝑈 ∩ 𝐾 ≤ 𝑈 ∩ 𝑉  dir. Buradan 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basit 

olduğundan (𝑈 ∩ 𝐾) ⊕ 𝐿 = 𝑈 ∩ 𝑉 olacak şekilde 𝐿 ≤ 𝑈 ∩ 𝑉 vardır. Sonuç (i) den 𝐿 yarı 

basittir. Yarı basit modüllerin tek küçük alt modülü 0 olduğundan 𝑅𝑎𝑑(𝐿) = 0 dır. Buradan 

𝑉 = (𝑈 ∩ 𝑉) + 𝐾 = �(𝑈 ∩ 𝐾)⊕ 𝐿� + 𝐾 = 𝐿 ⊕𝐾 olur. Diğer yandan 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆

𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 𝑅𝑎𝑑(𝐿) ⊕ 𝑅𝑎𝑑(𝐾) = 𝑅𝑎𝑑(𝐾) ⊆ 𝐾	 dır. Hem 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ 𝐾 hem de 𝑉 =

(𝑈 ∩ 𝑉) + 𝐾 olduğundan 𝐾 = 𝑉 bulunur. Böylece 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 olur. 

(iii)⟹(i) 𝑀 = 𝑈 + 𝑉	, 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basit olsun. 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑉) olup istenen 

elde edilir. 
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Dolayısıyla Lemma 3.2.5 den görüldüğü gibi ss-tümleyen alt modüller tümleyen alt 

modüllerden daha güçlü bir kavramdır. Böylece aşağıdaki diyagramı elde ederiz. 

 

ss-tümleyen ⟹ tümleyen 

 

3.2.6. Tanım  𝑀 modül ve 𝑈 ≤ 𝑀 olsun. Eğer 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 şartını sağlayan bir 𝑉 alt modülü 

için U nun 𝑉+ ≤ 𝑉 olan bir 𝑉+ ss-tümleyeni varsa U, M de bol ss-tümleyene sahiptir denir 

[8]. 

 

3.2.7. Tanım  M modül  olsun.  Eğer  𝑀 nin  her  alt modülü (bol) ss-tümleyene sahipse, 𝑀  

modülüne (bol) ss-tümlenmiş modül denir [8]. 

 

3.2.8. Önerme  𝑀 modül ve 𝑈, 𝑀  nin  maksimal  alt modülü olsun. 𝑉, 𝑈 alt modülünün 𝑀  

modülünde ss-tümleyeni ise, 𝑉 güçlü yerel modüldür [8]. 

İspat. 𝑉, 𝑈 nun 𝑀 de ss-tümleyeni olsun. 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 , 𝑈⋂𝑉 ≪ 𝑉 ve 𝑈⋂𝑉 yarı basittir. 𝑈 

maksimal alt modülü ve 𝑉, 𝑈 nun tümleyeni olduğundan 𝑉 yerel modüldür. Yani 𝑅𝑎𝑑(𝑉), 

𝑉 nin tek maksimali ve 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ≪ 𝑉 dir. Diğer yandan 𝑀 𝑈⁄ ≅ 𝑉 𝑈⋂𝑉⁄  basit olup 𝑈⋂𝑉, 

𝑉 nin maksimali olup 𝑈⋂𝑉 = 𝑅𝑎𝑑(𝑉) olur. 1. durum: 𝑈⋂𝑉 = 0 ise 𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 0 ve V yerel 

modül olduğundan V basittir. 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑉) kapsaması sağlanır.2. durum: 𝑈⋂𝑉 ≠ 0 

ise V yerel modül olduğundan 𝐷𝑒𝑠(𝑉) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 𝑈⋂𝑉 ve 𝑈⋂𝑉 yarı basit olduğundan 

𝑈⋂𝑉 ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑉) olur. Böylece 𝐷𝑒𝑠(𝑉) = 𝑅𝑎𝑑(𝑉) bulunur. 

Her iki durumda da 𝑉 yerel ve 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑉) olduğundan 𝑉 güçlü yerel modüldür. 

 

3.2.9. Önerme 𝑀 herhangi bir ss-tümlenmiş modül ve 𝑁 ≪ 𝑀 ise 𝑁 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑀) dir [8]. 

 

3.2.10. Sonuç 𝑀  ss-tümlenmiş  modül  ve  𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀  olsun.  Bu  takdirde,    𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 

𝐷𝑒𝑠(𝑀) dir [8]. 

İspat. 𝑀 ss-tümlenmiş ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 olduğundan 𝑀, 𝑅𝑎𝑑(𝑀) nin ss-tümleyenidir. 

Dolayısıyla, 𝑀 = 𝑀 + 𝑅𝑎𝑑(𝑀), 𝑀 ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 ve 𝑀 ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) =

𝑅𝑎𝑑(𝑀) yarı basit olup 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) elde edilir.  

 

3.2.11. Lemma  𝑀 tümlenmiş modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) olsun. Bu  taktirde,  𝑀 modülü  
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ss-tümlenmiştir [8]. 

İspat. 𝑁, 𝑀 nin keyfi bir alt modülü olsun. Hipotez gereğince 𝑀 nin 𝑀 = 𝑁 + 𝐾 ve 𝑁 ∩

𝐾 ≪ 𝐾 koşullarını sağlayan 𝐾 alt modülü vardır. 𝑁 ∩ 𝐾 ≪ 𝐾 olduğundan 𝑁 ∩ 𝐾 ⊆

𝑅𝑎𝑑(𝐾) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) kapsaması yardımıyla 𝑁 ∩ 𝐾 nın 𝑀 nin yarı basit alt 

modülü olduğu görülür. Böylece 𝑁⋂𝐾 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑀) olup 𝑀 ss-tümlenmiştir. 

 

3.2.12. Önerme  Her güçlü yerel modül ss-tümlenmiştir [8]. 

İspat. 𝑀 güçlü yerel modül olsun. Bu takdirde, 𝑀 yereldir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) dir. 𝑀 

yerel olduğundan tümlenmiştir ve Lemma 3.2.5  den 𝑀 ss-tümlenmiştir. 

 

3.2.13. Önerme 𝑀 oyuk modül olsun. Bu takdirde, 𝑀 nin ss-tümlenmiş olması için gerek ve  

yeter koşul 𝑀 nin güçlü yerel modül olmasıdır [8]. 

 

3.2.14. Örnek p asal tamsayı ve sol ℤ-modül ℤ'0 = ⋃ ℤ'$W
&X1  yerel olmayan oyuk modülü  

ele alırsak herhangi n doğal sayısı için 𝑐& =
1
'$
+ ℤ ∈ ℤ'0 olsun. 𝑝𝑐1 = 0, 𝑝𝑐( = 𝑐1,..., 

𝑝𝑐&81 = 𝑐&,... Buradan {𝑐1, 𝑐(, 𝑐), … , 𝑐&, … } kümesinin ℤ'0 modülünü ürettiği açıktır. Hatta 

ℤ'0 = ⋃ 〈𝑐&〉W
&X1  dir. 〈𝑐1〉 ⊆ 〈𝑐(〉 ⊆ ⋯ olup      〈𝑐1〉 = 〈1

'
+ ℤ〉 = 𝐷𝑒𝑠�ℤ'0� dır. Ayrıca ℤ'0 

maksimal alt modüle  sahip  değildir.  𝑅𝑎𝑑�ℤ'0� = ℤ'0 olup 𝑅𝑎𝑑�ℤ'0� ⊈ 𝐷𝑒𝑠�ℤ'0� olur. 

Böylece ℤ'0 ss-tümlenmiş modül değildir [8]. 

 

3.2.15. Teorem 𝑀 modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 olsun. Bu takdirde, aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) 𝑀 ss-tümlenmiştir; 

(ii) 𝑀 tümlenmiştir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ss-tümleyene sahiptir; 

(iii) 𝑀 tümlenmiş ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) dir [8]. 

 

3.2.16. Sonuç  𝑀  sonlu üretilmiş modül olsun.  Bu  takdirde,  𝑀 modülünün ss-tümlenmiş  

olması için  gerek  ve  yeter koşul 𝑀 nin  tümlenmiş  ve	𝑅𝑎𝑑(𝑀) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) olmasıdır [8]. 

 

3.2.17. Örnek 𝑝 asal tamsayı olmak üzere 𝑀 = ℤ'* (𝑘 ≥ 1) yerel ℤ-modülünü ele alalım. 

1.durum: 𝑘 = 1 ise, 𝑀 basit olup 𝑀 ss-tümlenmiştir. 
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2.durum:	𝑘 = 2 ise, 𝑀 basit değildir ve 𝑅𝑎𝑑�ℤ'"� = 𝐷𝑒𝑠�ℤ'"� ≅ ℤ' olup 𝑀 ss-

tümlenmiştir. 

Örneğin; 𝑘 = 2 ve 𝑝 = 2 için ℤU ss-tümlenmiştir. 

 
ℤU
↑

{0s, 2s}
↑
{0s}

 

 

𝐷𝑒𝑠(ℤU) = 𝑅𝑎𝑑(ℤU) = {0s, 2s} olur. 

 

3.durum: 𝑘 ≥ 3 olsun. 𝑅𝑎𝑑�ℤ'*� ≅ ℤ'*1! ≠ 𝐷𝑒𝑠�ℤ'*� ≅ ℤ' olduğundan Sonuç 3.2.17 den 

𝑀 ss-tümlenmiş değildir. Örneğin; 𝑘 = 3 ve 𝑝 = 2	için ℤV tümlenmiştir. Fakat ss-tümlenmiş 

değildir.  

 
ℤV
↑

{0s, 2s, 4s, 6s}
↑

{0s, 4s}
↑
{0s}

 

 

𝐷𝑒𝑠(ℤV) = {0s, 4s} ≅ ℤ(	𝑣𝑒	𝑅𝑎𝑑(ℤV) = {0s, 2s, 4s, 6s} ≅ ℤU olup 𝐷𝑒𝑠(ℤV) ≠ 𝑅𝑎𝑑(ℤV) Ayrıca; 

𝐷𝑒𝑠%(ℤV) = 𝐷𝑒𝑠(ℤV)⋂𝑅𝑎𝑑(ℤV) = {0s, 4s} dir. 

 

Böylece ℤV yerel ℤ-modülü tümlenmiştir, fakat ss-tümlenmiş değildir. Diğer yandan ℤU 

yerel ℤ-modülü ss-tümlenmiştir, fakat yarı basit değildir. Böylece ss-tümlenmiş modüller 

yarı basit modüllerin öz genellemesidir. Dolayısıyla aşağıdaki diyagramı elde edilir. 

 

Yarı basit modüller ⟹ ss-tümlenmiş modüller ⟹ tümlenmiş modüller [8]. 

 

3.2.18. Lemma 𝑀 bir 𝑅-modül, 𝑀1	ve 𝑈, 𝑀 nin alt modülleri ve 𝑀1	 ss-tümlenmiş olsun. 

Eğer 𝑀1 + 𝑈 nun 𝑀 de bir ss-tümleyeni varsa 𝑈 nun da 𝑀 de bir ss-tümleyeni vardır [8]. 
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İspat. 𝑋, 𝑀1 + 𝑈 nun 𝑀 de bir ss-tümleyeni olsun. 𝑀1 ss-tümlenmiş olduğundan           

(𝑋 + 𝑈) ∩ 𝑀1 inde 𝑀1 de bir 𝑌 ss-tümleyeni vardır. Bu durumda                             

𝑀 = 𝑋 +𝑀1 + 𝑈 = 𝑈 + 𝑋 +𝑀1 = 𝑈 + 𝑋 + (𝑋 + 𝑈) ∩ 𝑀1 + 𝑌 = 𝑈 + 𝑋 + 𝑌 olur. Şimdi 

(𝑋 + 𝑌) ∩ 𝑈 ≪ 𝑋 + 𝑌 olduğunu gösterelim. (𝑋 + 𝑌) ∩ 𝑈 ≤ 𝑋 ∩ (𝑌 + 𝑈) + 𝑌 ∩ (𝑋 + 𝑈) 

olduğu açıktır. Ayrıca 𝑋, 𝑀1 + 𝑈 nun 𝑀 de bir ss-tümleyeni ve 𝑌 ≤ 𝑀1 olduğundan 𝑋 ∩

(𝑌 + 𝑈) ≤ 𝑋 ∩ (𝑀1 + 𝑈) ≪ 𝑋 olup 𝑋 ∩ (𝑌 + 𝑈) ≪ 𝑋 olduğu görülür. Benzer şekilde Y alt 

modülü 𝑀1 ∩ (𝑋 + 𝑈) nun 𝑀1 de ss-tümleyeni olduğundan 𝑌 ∩ (𝑋 + 𝑈) = 𝑌 ∩ [(𝑋 +

𝑈)⋂𝑀1] ≪ 𝑌 olur. (𝑋 + 𝑌)⋂𝑈 ≤ 𝑋⋂(𝑌 + 𝑈) + 𝑌⋂(𝑋 + 𝑈) olduğundan (𝑋 + 𝑌) ∩ 𝑈 ≪

𝑋 + 𝑌 olur. Diğer yandan 𝑋 alt modülü 𝑀1 + 𝑈 nun 𝑀 de ss-tümleyeni olduğundan 𝑋 ∩

(𝑀1 + 𝑈) yarı basittir ve 𝑌 ≤ 𝑀1 olduğundan        𝑋 ∩ (𝑌 + 𝑈) ≤ 𝑋 ∩ (𝑀1 + 𝑈) olup 𝑋 ∩

(𝑌 + 𝑈) yarı basittir. Benzer şekilde 𝑌 alt modülü (𝑋 + 𝑈) ∩ 𝑀1 in ss-tümleyeni 

olduğundan 𝑌 ∩ [(𝑋 + 𝑈) ∩ 𝑀1] yarı basittir. Öyleyse 𝑌 ≤ 𝑀1 olduğundan 𝑌 ∩ (𝑋 + 𝑈) =

𝑌 ∩ [(𝑋 + 𝑈) ∩ 𝑀1] olduğundan  𝑌 ∩ (𝑋 + 𝑈) yarı basittir. Sonuç 3.2.16.(i) ve (iii) den 

(𝑋 + 𝑌) ∩ 𝑈 yarı basittir. Böylece 𝑋 + 𝑌 modülü 𝑈 nun bir ss-tümleyenidir. 

 

3.2.19. Önerme 	𝑀1	 ve  𝑀(,  	𝑀 = 𝑀1 +𝑀(  şartını  sağlayan  𝑀 𝑅-modülünün herhangi 

alt modülleri olsun. Bu takdirde, 𝑀1	 ve 𝑀( ss-tümlenmiş ise, 𝑀 ss-tümlenmiştir [8]. 

İspat. 𝑈 modülü 𝑀 𝑅-modülünün herhangi alt modülü olsun. 0 modülü 𝑀 = 𝑀1 +𝑀( + 𝑈 

nun ss-tümleyenidir. 𝑀1	 ss-tümlenmiş olduğundan 𝑀( + 𝑈 nun 𝑀 de bir ss-tümleyeni 

vardır. Lemma	3.2.5 kullanılarak 𝑀( + 𝑈 nun 𝑀 deki ss-tümleyeni yardımıyla 𝑈 nun 𝑀 de 

bir  ss-tümleyeni  olduğu görülür. O halde 𝑀 nin her alt modülü ss-tümleyene sahip olup 𝑀 

ss-tümlenmiştir. 

 

3.2.20. Sonuç  𝑀1, 𝑀(, …𝑀& modülleri 𝑀 𝑅-modülünün ss-tümlenmiş alt modülleri ise, 

𝑀1 +𝑀( +⋯+𝑀&  sonlu toplamı da ss-tümlenmiştir [8]. 

 

3.2.21. Örnek 𝑀 = ℤU⊕ℤU ℤ-modülü güçlü yerel modüllerin toplamı olarak ss-tümlenmiş  

modüldür. Fakat 𝑀 modülü güçlü yerel modül değildir [8]. 

 

Dolayısıyla sıradaki diyagram elde edilir. 
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 güçlü yerel modül 

  

            yerel modül                         ss-tümlenmiş modül 

   

    tümlenmiş modül 

 

3.2.22. Önerme 𝑀 (bol) ss-tümlenmiş modül olsun. Bu takdirde, 𝑀 nin her bölüm modülü  

(bol) ss-tümlenmiştir [8]. 

İspat. 𝑀 ss-tümlenmiş modül ve 𝑀 𝐿⁄ , 𝑀 nin bölüm modülü olsun. Hipotezden 𝐿 yi içeren 

𝑀 nin 𝑈 alt modülü için 𝑀 = 𝑈 + 𝑉, 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basit olacak şekilde 𝑀 nin 

bir 𝑉 alt modülü vardır. 𝜋:𝑀 ⟶ 𝑀 𝐿⁄  doğal homomorfizma olmak üzere 𝑀 𝐿⁄ = 𝑈 𝐿⁄ +

(𝑉 + 𝐿) 𝐿⁄  ve 𝑈 𝐿⁄ ∩ (𝑉 + 𝐿) 𝐿⁄ = ((𝑈 ∩ 𝑉) + 𝐿) 𝐿⁄ = 𝜋(𝑈 ∩ 𝑉) ≪ 𝜋(𝑉) = (𝑉 + 𝐿) 𝐿⁄  

olur. 𝑈 ∩ 𝑉 yarı basit olduğundan 𝜋(𝑈 ∩ 𝑉) = ((𝑈 ∩ 𝑉) + 𝐿) 𝐿⁄ = 𝑈 𝐿⁄ ∩ (𝑉 + 𝐿) 𝐿⁄  yarı 

basittir. Yani (𝑉 + 𝐿) 𝐿⁄ , 𝑀 𝐿⁄  de 𝑈 𝐿⁄  nin ss-tümleyenidir. Benzer ispat yöntemi 

kullanılarak 𝑀 nin bol ss-tümlenmiş modül olması durumunda 𝐿 ≤ 𝑀 olmak üzere 𝑀 𝐿⁄  

bölüm modülünün de bol ss-tümlenmiş olduğu gösterilebilir. 

 

 

3.2.23. Teorem 	𝐼  bir  indis  kümesi  ve  𝑖 ∈ 𝐼  için   𝑀"  güçlü  yerel  modül   olmak   üzere 

𝑀 = ⨁"∈#𝑀" modülü ss-tümlenmiş ve eş atomdur [8]. 

 

3.2.24. Sonuç 𝑀 güçlü yerel modül olmak üzere her 𝑀-üretilmiş modül ss- tümlenmiştir ve 

eş atomdur [8]. 

 

3.2.25. Sonuç 𝑅 sol güçlü yerel halka olsun. Bu takdirde, her sol 𝑅-modül ss-tümlenmiştir 

[8]. 

 

3.2.26. Teorem Herhangi bir 𝑀 modülü için aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑀 tüm güçlü yerel alt modüllerin toplamıdır; 

(ii) 𝑀 ss-tümlenmiştir ve eş atomdur; 

(iii) 	𝑀 eş atomdur ve 𝑀 nin  her eş sonlu alt modülü 𝑀 de bir ss-tümleyene sahiptir; 

(iv) 	𝑀 eş atomdur ve 𝑀 nin her maksimal alt modülü 𝑀 de bir ss-tümleyene sahiptir [8]. 
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3.2.27. Sonuç 𝑀 eş atom modülü için aşağıdakiler denktir. 

(i) 𝑀 güçlü yerel modüllerin toplamıdır. 

(ii) 𝑀 ss-tümlenmiştir. 

(iii) 𝑀 nin her maksimal alt modülü 𝑀 de bir ss-tümleyene sahiptir [8]. 

 

3.2.28. Sonuç 𝑅	sol maksimal halka ve 𝑀 sıfırdan farklı sol 𝑅-modül olsun. Bu takdirde, 𝑀  

modülünün tüm güçlü yerel alt modüllerinin toplamı olması için gerek ve yeter koşul 𝑀 ss-

tümlenmiş olmasıdır [8]. 

 

3.2.29. Önerme 𝑀 modülünün her alt modülü ss-tümlenmiş ise, 𝑀 bol ss-tümlenmiştir [8]. 

 

3.2.30. Lemma 𝑀 bol ss-tümlenmiş modül ve 𝑉 ss-tümleyen alt modül olsun. Bu takdirde, 

𝑉 bol ss-tümlenmiştir [8]. 

 

3.2.31. Teorem 𝑀 modül olsun. Bu takdirde, 𝑀 modülünün bol ss-tümlenmiş olması için  

gerek ve yeter koşul 𝑋 ss-tümlenmiş ve 𝑌 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑀) olmak üzere 𝑀 nin her 𝑈 alt 

modülünün 𝑈 = 𝑋 + 𝑌 şeklinde yazılabilmesidir [8]. 

İspat. (⟹) 𝑈 ≤ 𝑀 olsun. 𝑀 ss-tümlenmiş olduğundan 𝑈 bir 𝑉 ss-tümleyenine sahiptir. 𝑀 

bol ss-tümlenmiş olduğundan 𝑀 de 𝑉 nin ss-tümleyeni olacak şekilde 𝑋 ⊆ 𝑈 modülü vardır. 

𝑈 ∩ 𝑉 = 𝑌 diyelim. 𝑉, 𝑈 nun ss-tümleyeni olduğundan 𝑌 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑉) ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑀) dir.     

𝑈	 = 	𝑈 ∩ 𝑀	 = 	𝑈 ∩ (𝑋 + 𝑉) 	= 	𝑋 + (𝑈 ∩ 𝑉) 	= 	𝑋 + 𝑌 elde edilir. Böylece 𝑋 ss-

tümlenmiştir. 

(⟸) 𝑈 ≤ 𝑀 olsun. Hipotezden 𝑈 = 𝑋 + 𝑌, 𝑋 ss-tümlenmiş ve 𝑌 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑀) olacak şekilde 

𝑋, 𝑌 ≤ 𝑀 alt modülleri vardır. 𝑌 ⊆ 𝐷𝑒𝑠%(𝑀) olduğundan 𝑌 ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑀) dır. Buradan 𝑌 yarı 

basit olup ss-tümlenmiştir. Önerme 3.2.10 gereği 𝑈 ss-tümlenmiştir. Önerme 3.2.13 gereği 

𝑀 bol ss-tümlenmiştir. 

 

3.2.32. Sonuç 𝑀 modülü için aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑀 bol ss-tümlenmiştir; 

(ii) 𝑀 nin her alt modülü ss-tümlenmiştir; 

(iii) 	𝑀 nin her alt modülü bol ss-tümlenmiştir [8]. 
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3.2.33. Önerme 𝑀 π-projektif ve ss-tümlenmiş modül ise 𝑀 bol ss-tümlenmiştir [8]. 

İspat. 𝑈, 𝑉 ≤ 𝑀 olmak üzere, 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 olsun. 𝑀 π-projektif olduğundan 𝑓(𝑀) ≤ 𝑈 ve 

(1 − 𝑓)(𝑀) ≤ 𝑉 olacak şekilde 𝑀 nin bir 𝑓 epimorfizması vardır. (1 − 𝑓)(𝑈) ≤ 𝑈 olduğu 

açıktır. 𝑉+, 𝑀 de 𝑈 nun ss-tümleyeni olsun. Bu takdirde 𝑀 = 𝑓(𝑀) + (1 − 𝑓)(𝑀) =

𝑓(𝑀) + (1 − 𝑓)(𝑈 + 𝑉+) ≤ 𝑈 + (1 − 𝑓)(𝑉+) olup 𝑀 = 𝑈 + (1 − 𝑓)(𝑉+) olur. (1 −

𝑓)(𝑉+) ≤ 𝑉 olduğu açıktır. 𝑦 ∈ 𝑈 ∩ (1 − 𝑓)(𝑉+) alalım. Buradan 𝑦 ∈ 𝑈 ve 𝑦 =

(1 − 𝑓)(𝑥) = 𝑥 − 𝑓(𝑥) olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝑉+ vardır. O halde 𝑥 = 𝑦 + 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 

olduğundan 𝑦 = (1 − 𝑓)(𝑥) ∈ (1 − 𝑓)(𝑈 ∩ 𝑉+) dir.  Böylece 𝑈 ∩ (1 − 𝑓)(𝑉+) = (1 −

𝑓)(𝑈 ∩ 𝑉+) olur. 𝑈 ∩ 𝑉+ ≪ 𝑉+ olduğundan 𝑈 ∩ (1 − 𝑓)(𝑉+) ≪ (1 − 𝑓)(𝑉+) dir. Ayrıca 

Sonuç (ii) den 𝑈 ∩ (1 − 𝑓)(𝑉+) = (1 − 𝑓)(𝑈 ∩ 𝑉+) yarı basittir. Buradan (1 − 𝑓)(𝑉+), 𝑈 

nun 𝑀 de ss-tümleyenidir. Böylece 𝑀 bol ss-tümlenmiş bulunur. 

 

3.2.34. Sonuç Projektif ss-tümlenmiş modülün her alt modülü ss-tümlenmiştir [8]. 
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4.BULGULAR VE TARTIŞMA 
 

4.1. Yerel Artin Tümlenmiş Modüller 

 

4.1.1. Tanım 𝑀 modülü yerel  ve  𝑅𝑎𝑑(𝑀), 𝑀 nin yerel Artin  alt modülü ise 𝑀 modülüne 

RLA yerel modül denir. 𝑅  halkası  sol  𝑅-modül  olarak  RLA yerel  modül ise  𝑅 ye sol 

RLA yerel  halka denir. 

 

Yarı-basit modüller yerel Artin dir. Böylece aşağıdaki diyagram sağlanır; 

 

güçlü yerel modül ⟹ RLA yerel modül ⟹ yerel modül 

 

𝑀 hem yerel hemde Artin bir modül ise 𝑀 nin RLA yerel modül olduğu açıktır. 

 

4.1.2. Örnek (i) ℤV  ℤ-modülü  sonlu  üretilmiştir.  𝑅𝑎𝑑(ℤV) = {0s, 2s, 4s, 6s} ≅ ℤU olduğundan  

ℤV	yerel modüldür. ∀𝑛 ∈ ℕ∗ için ℤ& esas ideal bölgesi olduğundan ℤU Artindir. 𝑅𝑎𝑑(ℤV) ≅

ℤU yerel Artin modüldür. O halde ℤV RLA yerel modüldür. Diğer taraftan ℤV güçlü yerel 

modül değildir. 

(ii) 𝑝 asal tamsayı olmak üzere ℤ(') = kY
Z
∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 	ℤ	𝑣𝑒	𝑝 ∤ 𝑏q  Dedekind bölgesi verilsin. 

ℤ(') halkası yereldir fakat RLA yerel değildir. 

 

4.1.3. Önerme RLA yerel modülün her bölüm modülü RLA yerel modüldür. 

İspat. Kabul edelim ki 𝑀 RLA yerel modül ve  𝑁 ≤ 𝑀 olsun. 𝑀 yerel olduğundan 𝑀/𝑁 

yereldir. 𝑀 yerel olduğundan 𝑅𝑎𝑑(𝑀), 𝑀 nin tek maksimal alt modülüdür. [Wisbauer, 31.2 

(1) (ii)] gereğince 𝑅𝑎𝑑(𝑀/𝑁) = 𝑅𝑎𝑑(𝑀)/𝑁		yerel Artin modüldür. Dolayısıyla 𝑀/𝑁 RLA 

yerel modüldür.  

 

4.1.4. Tanım 𝑀  bir  modül  ve  𝑈 ≤ 𝑀 olsun. 𝑀 = 𝑈 + 𝑉,  𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉,  𝑀  nin 

yerel Artin modülü ise 𝑉 ye 𝑈 nun yerel Artin  tümleyeni denir. 𝑀 modülünün her alt 

modülü 𝑀 de yerel Artin tümleyene sahipse 𝑀 modülüne yerel Artin tümlenmiş modül 

denir. 𝑀 modülünün 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 olan her 𝑈 ≤ 𝑀  alt modülü 𝑉 de kapsanan yerel artin  

tümleyene sahip ise 𝑀 ye bol yerel Artin tümlenmiş modül denir. 
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Şimdi ise yerel Artin tümlenmiş modülleri, ss-tümlenmiş modülleri, Artin modülleri ve 

tümlenmiş modülleri birbirinden ayıran bazı örnekler verelim. Bu örnekle Artin modüllerin 

tümlenmiş olduğu ve sol Artin halka üzerindeki her modülün yerel Artin tümlenmiş olduğu 

kullanılmaktadır. 

  

4.1.5. Örnek 𝑝 asal tamsayı olmak üzere 𝑀 = ℤ'0ℤ  olsun. Bu durumda 𝑀 Artindir ve bu 

yüzden yerel Artin tümlenmiştir ancak Örnek 3.2.17 gereğince 𝑀	ss-tümlenmiş	değildir. 

 

4.1.6. Örnek 𝑅  sol  Artin halka  ve  𝑀 = 𝑅(ℕ)  sol  𝑅-modülü  olsun.  Bu taktirde  𝑀	 Artin 

olmayan tümlenmiş modüldür. 
 

4.1.7. Örnek 𝑅  yerel  Dedekind   bölgesinin kesir  cismi 𝐾 olsun. Bu  durumda 𝐾!  oyuk 

modüldür ve bu yüzden de tümlenmiştir. Bu yüzden 𝐷𝑒𝑠� 𝐾! � = 0 olduğundan 𝐾!  yerel 

Artin tümlenmiş modül değildir. 

  

Verilen örneklerle birlikte modüller üzerinde sıradaki diyagrama sahip olduğumuz açıktır; 

 

ss-tümlenmiş              

 

          yerel Artin tümlenmiş      tümlenmiş  

 

Artin modüller 

 

4.1.8. Lemma  𝑀  tümlenmiş  modül  ve  𝑅𝑎𝑑(𝑀),	 𝑀  nin yerel Artin alt modül olsun. Bu  

takdirde 𝑀 yerel Artin tümlenmiş modüldür. 

İspat. 𝑀 tümlenmiş modül olduğundan 𝐾 ≤ 𝑀 için 𝑀 = 𝐾 + 𝐿,	 𝐾 ∩ 𝐿 ≪ 𝐿 dir. Dolayısıyla 

𝐾 ∩ 𝐿 ≪ 𝑀 dir. 𝐾 ∩ 𝐿 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) yerel Artin alt modül olduğundan Sonuç 

2.10.3(i) den  𝐾 ∩ 𝐿  yerel Artin alt modüldür. Böylece 𝑀 yerel Artin tümlenmiştir. 

 

4.1.9. Teorem 𝑀 modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir; 

(i)  𝑀 yerel Artin tümlenmiştir, 

(ii) 	𝑀 tümlenmiştir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀), 𝑀 de yerel Artin tümleyene sahiptir, 

(iii) 	𝑀 tümlenmiştir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) yerel Artin dir. 
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İspat. (i) ⟹ (ii)  𝑀 yerel Artin tümlenmiş olduğundan 𝑀 tümlenmiştir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀), 𝑀 de  

yerel Artin tümleyene sahip olduğu açıktır. 

(ii) ⟹ (iii)  𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪ 𝑀 olduğundan 𝑅𝑎𝑑(𝑀) nin 𝑀 deki yerel Artin tümleyeni 𝑀 dir. 

Böylece 𝑀 = 𝑅𝑎𝑑(𝑀) +𝑀, 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ∩ 𝑀 ≪ 𝑀 ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) yerel Artin 

modüldür. 

(iii) ⟹ (i)  Lemma 4.1.8 gereğince açıktır. 

 

Her sol 𝑅-modül projektif örtüye sahipse 𝑅 halkasına mükemmel denir. Her sonlu üretilmiş 

sol 𝑅-modül projektif örtüye sahipse 𝑅 halkasına yarı mükemmel denir. [Wisbauer, 42.6] 

dan 𝑅 nin yarı mükemmel olması için gerek ve yeter şartın  𝑅!  nin tümlenmiş olmasıdır. Bu 

gerçeği yukarıdaki teoremle kullanarak aşağıdakileri elde ederiz; 

 

4.1.10. Sonuç 𝑅  halka olsun. Bu taktirde 𝑅!  yerel Artin tümlenmiştir  gerek ve yeter koşul  

𝑅!  yarı mükemmeldir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑅) yerel Artindir. 
 

4.1.11. Teorem Her RLA yerel modül, bol yerel Artin tümlenmiş modüldür. 

İspat. 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 olsun. 𝑀 yerel ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) yerel Artin modüldür. 𝑀 yerel olduğundan bol 

tümlenmiştir. Bu yüzden 𝑉 nin öyle bir 𝑉+ alt modülü vardır ki 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉+ ≪ 𝑉+ 

dir. Dolayısıyla 𝑈 ∩ 𝑉+ ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑉+) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) dir. Bu ise  𝑈 ∩ 𝑉+ nin yerel Artin olduğu 

anlamına gelir. Dolayısıyla 𝑀 bol yerel Artin tümlenmiştir.  

 

Yerel Artin modülün her alt modülünün yerel Artin olduğunu [Wisbauer, 31.2(ii)] den 

hatırlayalım. 

 

4.1.12. Önerme 𝑀  modül  ve  𝑈, 𝑀 nin  maksimal alt modülü olsun. Bu taktirde 𝑉 ≤ 𝑀,  𝑈  

nun yerel Artin tümleyenidir gerek ve yeter koşul 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 ve 𝑉 RLA yerel modüldür. 
 
İspat. (⇒) 𝑉, 𝑈 nun 𝑀 de yerel Artin tümleyeni olsun. Bu takdirde 𝑀 = 𝑈 + 𝑉, 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 

ve 𝑈 ∩ 𝑉 yerel Artin modüldür. 𝑈, 𝑀 nin maksimal alt modül ve 𝑉, 𝑈 nun tümleyeni 

olduğundan [Wisbauer, 41.1. (3)] gereğince 𝑉 yerel modüldür. Ayrıca 𝑈 ∩ 𝑉 = 𝑅𝑎𝑑(𝑉), 𝑉 

tek maksimal alt modüldür. 𝑈 ∩ 𝑉 = 𝑅𝑎𝑑(𝑉) olduğundan 𝑉 RLA yerel modüldür. 

(⇐) 𝑉 RLA yerel modül oldsun. Bu durumda 𝑉 yereldir ve 𝑅𝑎𝑑(𝑉) yerel Artin modüldür. 

Ayrıca 𝑉 yerel ve 𝑈, 𝑀 nin maksimal alt modülü olduğundan 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) dir. Bu ise 
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𝑈 ∩ 𝑉 nin yerel Artin ve 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 olduğu anlamına gelir. Dolayısıyla 𝑀 = 𝑈 + 𝑉, 𝑈 ∩

𝑉 ≪ 𝑉 ve 𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 𝑈 ∩ 𝑉  yerel Artin modüldür.  

 

Şimdi ise yerel Artin tümlenmiş modüllerin sonlu toplamınında yerel Artin olduğunu 

göstermek için aşağıdaki lemma ile devam edelim. 

 

4.1.13. Lemma  𝑀 modül, 𝑈, 𝑀 nin yerel Artin tümlenmiş alt modülü ve 𝑉, 𝑀 nin alt modülü 

olsun. Eğer 𝑈 + 𝑉, 𝑀 de yerel Artin tümleyene sahip ise 𝑉, 𝑀 de yerel Artin tümleyene 

sahiptir. 

İspat. 𝐾, 𝑈 + 𝑉 nin 𝑀 de yerel Artin tümleyeni ve 𝐿, (𝐾 + 𝑉) ∩ 𝑈 ≤ 𝑈 nun yerel Artin 

tümleyeni olsun. 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 + 𝐾, (𝑈 + 𝑉) ∩ 𝐾 ≪ 𝐾 ve (𝑈 + 𝑉) ∩ 𝐾 yerel Artindir.  

𝑈 = [(𝐾 + 𝑉) ∩ 𝑈] + 𝐿 ,  (𝐾 + 𝑉) ∩ 𝐿 = [(𝐾 + 𝑉) ∩ 𝑈] ∩ 𝐿 ≪ 𝐿 ve (𝐾 + 𝑉) ∩ 𝐿  yerel 

Artin modüldür. Böylece 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 + 𝐾 = [(𝐾 + 𝑉) ∩ 𝑈] + 𝐿 + (𝑉 + 𝐾) = 𝑉 + (𝐾 +

𝐿) dir. 𝐾 ∩ (𝑈 + 𝑉) ≪ 𝐾	 ve 𝐿 ∩ (𝐾 + 𝑉) ≪ 𝐿 olduğundan 𝑉 ∩ (𝐾 + 𝐿) ⊆ [𝐾 ∩ (𝑉 +

𝐿)] + [𝐿 ∩ (𝐾 + 𝑉)] ⊆ [𝐾 ∩ (𝑈 + 𝑉)] + [𝐿 ∩ (𝐾 + 𝑉)] ≪ 𝐾 + 𝐿	elde edilir. 

 

4.1.14. Önerme  𝑈  ve  𝑉,   𝑀 = 𝑈 + 𝑉  koşulunu  sağlayan  𝑀	𝑅-modülünün  herhangi alt  

modülleri olsun. Bu takdirde 𝑈 ve 𝑉 yerel Artin tümlenmiş modüller ise 𝑀 yerel Artin 

tümlenmiş modüldür. 

 

İspat. 𝐾 ≤ 𝑀	olsun. 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 + 𝐾 dir. 𝑈 + 𝑉 + 𝐾, 𝑀 de 0 aşikar yerel Artin tümleyene 

sahiptir. 𝑈 yerel Artin tümlenmiş olduğundan Lemma 4.1.13 gereğince 𝑉 + 𝐾, 𝑀 de yerel 

Artin tümleyene sahiptir. Tekrar Lemma 4.1.13 uygulanırsa 𝑉 yerel Artin tümlenmiş 

olduğundan 𝐾, 𝑀 de yerel Artin tümleyene sahiptir. Dolayısıyla 𝑀 yerel Artin tümlenmiştir. 

 

Bu önermeyi kullanarak aşağıdaki sonucu elde ederiz; 

 

4.1.15. Sonuç Yerel Artin tümlenmiş modüllerin sonlu toplamıda yerel Artin tümlenmiştir. 

 

4.1.16. Önerme 𝑀  (bol)  yerel  Artin tümlenmiş modül olsun. Bu takdirde 𝑀 nin her bölüm  

modülü (bol) yerel Artin tümlenmiştir. 

İspat. 𝑀 yerel Artin tümlenmiş ve 𝑀/𝑁, 𝑀 nin bölüm modülü olsun. Hipotezde 𝑁 yi 

kapsayan 𝑈 ≤ 𝑀 için 𝑀 = 𝑈 + 𝑉, 𝑈 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉	ve 𝑈 ∩ 𝑉	yerel Artin olacak şekilde 𝑀 nin 𝑉 
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alt modülü vardır. 𝜋 ∶ 𝑀 ⟶ 𝑀/𝑁	doğal homomorfizma olmak üzere 𝑀/𝑁 = 𝑈/𝑁 + (𝑉 +

𝑁)/𝑁 ve [Wisbauer, 19.3. (4)] den dolayı 𝑈/𝑁 ∩ (𝑉 + 𝑁)/𝑁 = [(𝑈 ∩ 𝑉) + 𝑁]/𝑁 =

𝜋(𝑈 ∩ 𝑉) ≪ 𝜋(𝑉) = (𝑉 + 𝑁)/𝑁 dir. 𝑈 ∩ 𝑉	yerel Artin olduğundan Sonuç 2.10.3(ii) den 

dolayı 𝜋(𝑈 ∪ 𝑉)= ((𝑈 ∩ 𝑉) + 𝑁)/𝑁= 𝑈/𝑁 ∩ (𝑉 + 𝑁)/𝑁 yerel Artindir. Yani (𝑉 + 𝑁)/𝑁,

𝑈/𝑁 in 𝑀/𝑁 de yerel Artin tümleyenidir. 𝑀 nin bol yerel Artin tümlenmiş modül olması 

durumunda 𝑁 ≤ 𝑀 olmak üzere 𝑀/𝑁 bölüm modülünde bol yerel Artin tümlenmiş modül 

olması olduğu benzer ispat yöntemi kullanılarak gösterilir. 

 

4.1.17. Önerme 𝑀 modül olsun. 𝑀 nin her alt modülü yerel Artin tümlenmiş ise 𝑀 bol yerel 

Artin tümlenmiştir. 

İspat. 𝑀 = 𝐾 + 𝐿 olacak şekilde 	𝐾, 𝐿 ≤ 𝑀  alt modüllerini alalım. 𝐿 yerel Artin tümlenmiş 

olduğundan 𝐿 = (𝐾 ∩ 𝐿) + 𝐿+, 𝐾 ∩ 𝐿′ ≪ 𝐿′,  ve 𝐾 ∩ 𝐿+ yerel Artin koşullarını sağlayan 𝐿+ ≤

𝐿 alt modülü vardır. 𝐿 = (𝐾 ∩ 𝐿)	olduğundan 𝑀 = 𝐾 + 𝐿 = 𝐾 + ((𝐾 ∩ 𝐿) + 𝐿+) = 𝐾 + 𝐿+ 

elde edilir. Dolayısıyla 𝐿+, 𝐾 nın 𝑀 de 𝐿 de kapsanan yerel Artin tümleyenidir. O halde 𝑀 

bol yerel Artin tümlenmiştir. 

 

4.1.18. Lemma  𝑀  bol  yerel  Artin  tümlenmiş  modül  ve 𝑉 yerel Artin tümleyen alt modül  

olsun. Bu takdirde 𝑉 bol yerel Artin tümlenmiştir. 

İspat.  𝑉, 𝑈 nun 𝑀 de tümleyeni olsun. 𝑋 ve	𝑌 𝑉 nin 𝑉 = 𝑋 + 𝑌	koşulunu sağlayan alt 

modüleri olsun. Bu takdirde 𝑀 = (𝑈 + 𝑋) + 𝑌 dir. 𝑀 bol yerel Artin tümlenmiş olduğundan 

𝑈 + 𝑋,  𝑀 de  𝑌+ ≤ 𝑌 yerel Artin tümleyenine sahiptir. Buradan 𝑋 + 𝑌′ ≤ 𝑉 dir. 𝑉 nin 𝑈 ya 

göre minimalliğinden 𝑉 ≤ 𝑋 + 𝑌′ olup 𝑉 = 𝑋 + 𝑌′ dir. Ayrıca [Wisbauer, 8.1.5] den  𝑋 ∩

𝑌′ ⊆ (𝑈 + 𝑋) ∩ 𝑌′ ≪ 𝑌′ dir. Buradan 𝑋 + 𝑌′ ≪ 𝑌+dir. Sonuç 2.10.3(i) gereğince (𝑈 + 𝑋) ∩

𝑌′ yerel Artin iken 𝑋 ∩ 𝑌′ de yerel Artindir. 𝑌′,  𝑋 in 𝑌 alt modülünde kapsanan yerel Artin 

tümleyeni olduğundan bol yerel Artin tümlenmiştir. 

 

4.1.19. Önerme  𝑀  bol  yerel Artin tümlenmiş  modül  olması  için  gerek ve yeter koşul  𝑀  

nin  𝑈 = 𝐾 + 𝐿  olan her 𝑈 alt modülü için 𝐾 yerel Artin tümlenmiş ve 𝐿 ≪ 𝑀 yerel Artin 

modüldür. 

İspat. 𝑈 ≪ 𝑀 olsun. 𝑀 yerel Artin tümlenmiş olduğundan 𝑈, 𝑉 yerel Artin tümleyene 

sahiptir. 𝑀 bol yerel Artin tümlenmiş olduğundan 𝑀 de 𝑉 nin yerel Artin tümleyeni olacak 

şekilde 𝐾 ≤ 𝑈 modülü vardır. 𝑈 ∩ 𝑉 = 𝐿 diyelim. 𝑉, 𝑈 nun yerel Artin tümleyeni 

olduğundan 𝐿 yerel Artin modüldür. Modüler kural gereğince 𝑈 = 𝑈 ∩𝑀 = 𝑈 ∩
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(𝐾 + 𝑉) = 𝐾 + (𝑈 ∩ 𝑉) = 𝐾 + 𝐿  dir. Lemma 4.1.18 gereğince 𝐾 yerel Artin tümlenmiştir. 

𝐿 ≪ 𝑉 olduğundan 𝐿 ≪ 𝑀 dir. 

 

4.1.20. Önerme  𝑀 	𝜋-projektif yerel Artin tümlenmiş modül olsun. Bu takdirde 𝑀 bol yerel  

Artin tümlenmiştir. 

İspat. 𝑀 = 𝑈 + 𝑉 ve 𝑈, 𝑉 ≤ 𝑀 olsun. 𝑀	𝜋-projektif olduğundan 𝜑(𝑀) ⊆ 𝑈 ve (1 −

𝜑)(𝑀) ⊆ 𝑉 olacak şekilde 𝑀 nin 𝜑 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑀) vardır. (1 − 𝜑)(𝑈) ⊆ 𝑈  olduğu açıktır. 𝐾, 

𝑀 de 𝑈 nun yerel Artin tümleyeni olsun. Bu takdirde 𝑀 = 𝜑(𝑀) + (1 − 𝜑)(𝑀) = 𝜑(𝑀) +

(1 − 𝜑)(𝑈 + 𝐾)) ≤ 𝑈 + (1 − 𝜑)(𝐾) olup 𝑀 = 𝑈 + (1 − 𝜑)(𝐾) olur. (1 − 𝜑)(𝐾) ≤ 𝑉 

olduğu açıktır. 𝑦 ∈ 𝑈 ∩ (1 − 𝜑)(𝐾) alalım. Buradan 𝑦 ∈ 𝑉 ve 𝑦 = (1 − 𝜑)(𝑥) = 𝑥 − 𝜑(𝑥)  

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐾 vardır. 𝑥 = 𝑦 + 𝜑(𝑥) ∈ 𝑈 olduğundan 𝑦 = (1 − 𝜑)(𝑥) ∈ (1 −

𝜑)(𝑈 ∩ 𝐾) dir. Böylece 𝑈 ∩ (1 − 𝜑)(𝐾) ≤ (1 − 𝜑)(𝑈 ∩ 𝐾)  dir. Ters kapsama benzer 

yöntemle gösterilebilir. 𝑈 ∩ (1 − 𝜑)(𝐾) = (1 − 𝜑)(𝑈 ∩ 𝐾)  dir. [Wisbauer, 19.3. (4)] 

gereği 𝑈 ∩ (1 − 𝜑)(𝐾) = (1 − 𝜑)(𝑈 ∩ 𝐾) ≪ (1 − 𝜑)(𝐾)  dir. Ayrıca 𝑈 ∩ 𝐾 yerel Artin 

modül olduğundan Sonuç 2.10.3(ii) gereğince (1 − 𝜑)(𝑈 ∩ 𝐾) yerel Artin dir. 𝑀 = 𝑈 +

(1 − 𝜑)(𝐾), 𝑈 ∩ (1 − 𝜑)(𝐾) ≪ (1 − 𝜑)(𝐾) ve 𝑈 ∩ (1 − 𝜑)(𝐾) = (1 − 𝜑)(𝐾) 

olduğundan 𝑀	bol yerel Artin tümlenmiştir. 

 

Her projektif modül 𝜋-projektif olduğundan aşağıdaki sonucu verebiliriz; 

 

4.1.21. Sonuç   Projektif   yerel  Artin tümlenmiş  modülün  her   alt modülü  bol  yerel  Artin 

tümlenmiştir. 
 

Şimdi ise yerel Artin tümlenmiş halkaları karakterize edeceğiz; 

 

4.1.22. Lemma 𝑀 projektif modül olsun.	𝑀 nin yerel Artin tümlenmiş modül olması için  

gerek ve yeter koşul 𝑀 nin tümlenmiş ve 𝑅𝑎𝑑(𝑀) nin yerel Artin olmasıdır. 

İspat. 𝑀 projektif tümlenmiş modül olsun. Bu takdirde [Wisbauer, 42. 5]  gereği 𝑅𝑎𝑑(𝑀) ≪

𝑀  dir. Teorem 4.1.9 gereğince açıktır. 

 

4.1.23. Teorem 𝑅 halkası için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑅 bir sol mükemmel halkadır ve 𝑅𝑎𝑑(𝑅) yerel Artin modüldür; 

(ii)  Her serbest sol 𝑅-modül (bol) yerel Artin tümlenmiştir; 

(iii)  Her sol 𝑅-modül (bol) yerel Artin tümlenmiştir; 
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İspat. (i) 	⇒ (ii)	𝐼 indis kümesi için 𝐹 = 𝑅(#) verilsin. [Wisbauer, 43. 9] dan dolayı 𝐹 

tümlenmiştir. [Wisbauer, 31. 2	(2)] den dolayı ise 𝑅𝑎𝑑(𝐹) = 𝑅𝑎𝑑(𝑅(#)) = 𝑅𝑎𝑑(𝑅)(#) 

yerel Artin modüldür. Dolayısıyla Teorem 4.1.9 dan dolayı 𝐹 yerel Artin tümlenmiştir. 

(ii) 	⇒ (iii) Her modül serbest bir modülün homomorfik görüntüsü olduğundan Önerme 

4.1.18 gereğince açıktır. 

(iii) 	⇒ (i) Teorem 4.1.9 ve [Wisbauer, 43. 9] gereğince açıktır. 
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5.SONUÇ VE ÖNERİLER 

 
Bu tezde, yerel Artin tümlenmiş modüllerle ilgili önermeler, teoremler ve sonuçlar; 

dördüncü bölümde yer almaktadır. Bu çalışmada, ss-tümlenmiş modülleri zayıflatarak yerel 

Artin tümlenmiş modül kavramını tanımladık ve temel özelliklerini belirledik. Bu 

modüllerin sol mükemmel halkalar üzerindeki karakterizasyonunu verdik. Bu çalışmada 

tanımlanan modüllerin yapısı, Dedekind bölgeleri üzerinde incelenebilir. Yine yerel Artin 

modüller üzerinde farklı halka karakterizasyonları araştırılabilir. Her genişlemesinde yerel 

Artin tümleyene sahip olan modüller çalışılabilir. 
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