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SIMGELER VE KISALTMALAR

Tez g¢aligmasinda kullanmis oldugumuz simgeler, yanda agiklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler
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[Tic1 N;
it Ni
D icr N;
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Aciklama

dogal sayilar kiimesi

tam sayilar kiimesi

rasyonel sayilar kiimesi

asal sayilar kiimesi

alt kiime

0z alt kiime

kiimelerde kesisim islemi

(R, +,") halkasinda (R, +) abel grubunun birimi
(R, +,") halkasinda (R,") cebirsel yapisinin birimi
R Halkasiin Jacobson Radikali

alt modiil

0z alt modiil
M modiiliiniin N alt modiiliine gére boliim modiilii

kiigiik alt modiil

izomorf modiiller

N; alt modiillerinin direkt ¢arpimi1
N; alt modiillerinin toplami1

N; alt modiillerinin direkt toplami
X kiimesi tarafindan iiretilen modiil

m elemani tarafindan tiretilen devirli modil



Kisaltmalar Aciklama

Rad(M) M modiiliiniin radikali

Des(M) M modiiliiniin destegi

P(M) M modiiliiniin tiim radikal alt modiillerinin toplami
Gor(f) Bir f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

Cek(f) Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

End(M) M modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

Desg,(M) M modiiliiniin basit ve kii¢iik alt modiillerinin toplami



1.GIRIS

Helmut Zoschinger 1970’1i yillarda tiimleyen alt modiil ve tlimlenmis modiil kavraminin
temelini olusturmustur. Yine o yillarda bu konu ile ilgili yogun arastirmalar yapilmistir.
Varadarajan 1979 yilinda yayinladig1 bir makalesinde tiimleyen alt modiillerin 6zelliklerini
caligmigtir. Rafail Alizade, Gokhan Bilhan ve Patrick F.Smith’ in 2001 yilinda yayinladiklar:
‘Modules Whose Maximal Submodules Have Supplements’ adli makalede es sonlu
timlenmis modiilleri tanimlamiglar ve bu modillerle ilgili bazi temel O6zellikleri
vermislerdir. Ayrica es sonlu tiimlenmis modiillerin yapisim1 Dedekind bdlgesi tizerinde
belirlemislerdir. Engin Kaynar, Hamza Calisic1 ve Ergiil Tirkmen 2020 yilinda
yayinladiklar1 ‘ss-supplemented Modules’ adli makalelerinde, ss-tiimlenmis modiilleri

tiimlenmis modiilleri kuvvetlendirerek ¢aligsmislar ve temel 6zelliklerine yer vermislerdir.

M bir modill ve U < M alt modiil olmak iizere V < M alt modiili M =V + U kosulunu
saglayan minimal alt modiil ise, V alt modiiliine U nun tiimleyeni ve U ya da M de V
tiimleyenine sahiptir denir. Bu tanima denk olarak; K nin M de N nin tiimleyeni olmasi i¢in
gerek ve yeterkosul M =V + U, V N U K V olmasidir. M modiiliiniin her alt modiilii M de
bir tiimleyene sahipse, M ye tiimlenmis modiil denir. M modiiliiniin tiim basit ve kii¢iik alt
modiillerinin ~ toplam1  Desy,(M) = Y.{N « M|N, M nin basit alt modili}  olarak
tanimlanir. M modiili Rad(M) S Des(M) kosulunu saglayan yerel modiil olsun. Bu
takdirde, M modiiliine giiglii yerel modiil denir. R halkas1 sol R-modiil olarak giiclii yerel
modiil ise, R halkasina sol giiclii yerel halka denir. M modiilii yerel ve Rad(M), M nin
yerel Artin alt modiilii ise M modiililne RLA yerel modiil denir. R halkast sol R-modiil
olarak RLA yerel modiil ise R ye sol RLA yerel halka denir. Herhangi bir M modiilii i¢in
Desg(M) = Rad(M) N Des(M) dir. M modiil ve U,V < M olmak iizere M = U + V ve

UNV < Desg(V) ise V ye U nun ss-timleyeni denir.

Bu tezde, RLA yerel ve yerel Artin tiimlenmis modiiller sirasiyla giliglii yerel ve ss-
tiimlenmis modiillerin birer 6z genellemesi olarak tanimlandi ve bu modiillerin baz1 temel
ozellikleri verilerek (bol) yerel Artin tiimlenmis modiiller sol miikkemmel halkalar iizerinde

karakterize edildi.



2. GENEL BILGILER

Bu boéliimde ¢aligmamizda kullanacagimiz temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
2.1. Halkalar

2.1.1. Tanim Asagidaki 6zellikleri saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir.
(1) (R,+) abel gruptur,
(i1) . isleminin birlesme 6zelligi vardir, yani V a,b,c € R i¢in (ab)c = a(bc) dir,
(ii1) . isleminin + {izerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi adi verilen V a, b, ¢ € R igin

a(b+c) = ab+acve (a + b)c = ac + bc esitlikleri saglanir [6].

2.1.2. Tanim R halka olsun. Her a, b € R i¢in ab = ba esitligi saglaniyorsa R ye degismeli
halka, her a € R i¢in 1za = algz = a olacak sekilde 1; € R eleman1 varsa R ye birimli

halka denir [6].

Z,Q,R degismeli halkalardir ve n>1 olmak {lizere M, (Z) degismeli olmayan
halkalardir [6].

Bu caligmamizda biitlin halkalar birimli halka olarak alinacaktir.

2.1.3. Tanim R halkave 0 # a € R olsun. ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde R sifirdan farkli
bir b € R varsa a € R elemanina sol (sag) sifir bolen eleman, aksi taktirde sol (sag) sifir
bolen olmayan eleman denir. Halkanin sifir elemani ne sifir bolen elemanidir ne de sifir
bolen olmayan elemanidir. R halkasi sol (sag) sifir bdlen eleman igermiyorsa R halkasina sol

(sag) sifir bolensiz halka denir. Sol ve sag sifir bolensiz halkaya sifir bélensiz halka denir

[6].

Ornegin; p € P asal tamsay1 igin Z,, p moduna gore kalan simif halkasinda sifir bolen eleman
yoktur, yani Z, sifir bolensiz halkadir. Boylece Z,Zs,Zs, ... halkalar1 sifir bolensiz

halkalara birer ornektir [6].

Birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya degismeli bolge denir [6].



Ornegin; Z tamsayilar halkas1 bir degismeli bdlgedir. Ayrica p € IP asal tamsayisi igin z,

bir degismeli bolgedir. Boylece Z,,7Zs,Zs, ... sifir bolensiz halkalar1 birer degismeli
bolgedir.

2.1.4. Tanim R birimli halka ve a € R olsun. ab = ba = 1j olacak sekilde b € R varsa a

elemanina birim (terslenebilir), b elemanina ise a elemaninin tersi denir [6].

2.1.5. Tanim Birimli R halkasinin sifirdan farkli her elemani birim ise R halkasina bolme

halkasi denir [6].

2.1.6. Tanim R bir halka ve @ # I € R olsun. I, R halkasinin bir alt grubu ve her x,y € |
icin xy € I ise, I ya R halkasinin alt halkas1 ve herr € R veher x € [ iginrx € [ (xr € ])
ise, I ya R halkasinin sol (sag) ideali denir. I, R halkasinin hem sag ve hem sol ideali ise, [

ya R halkasmnin ideali denir [6].

Her sag (sol) ideal bir alt halkadir ancak tersinin dogrulugundan her zaman bahsedilemez.

Ornegin; I = {(m 1

0 q,) |meZ; q,q' € Q} kiimesi M, (Z) matris halkasinin alt halkasi

olmasina ragmen sol (sag) ideali degildir [11].

0 ve R ideallerine R halkasinin asikar idealleri denir. R halkasinin kendisi disindaki tim

ideallerine 6z ideal denir [6].

Ornegin; p € IP asal tamsayis1 igin Z,, p moduna gore kalan sinif halkas1 bir cisim olup asikar

ideallerinden baska ideali mevcut degil iken n = 4 i¢in Z,, halkasinin I = {0, 2} ideali Z,

un bir 6z idealidir.

2.1.7. Tanim R birim elemanl ve degismeli bir halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. /
ideali bir tek a € R eleman tarafindan iretiliyorsa, I idealine esas ideal denir. Burada
I =Ra={rala € R} ={ar|a € R} = aR seklinde ifade edilir ve {(a) = Ra sol esas
ideal {(a), = aR sag esas ideale esittir. Yani Ra = aR = (a) dir. R nin her ideali esas ideal
ise, R halkasina esas ideal halkasi1 denir. Esas ideal halkasi olan degismeli bolgeye esas

ideal bolgesi denir [6].



2.1.8. Tanim R degismeli halka ve P, R halkasinin bir ideali olsun. x, y € R olmak iizere

xy € P iken x € P veyay € P oluyorsa, P ye R halkasinin asal ideali denir [6].

Ornegin; Z tamsayilar halkasinda 3Z esas idealini goz 6niine alalim. xy € 37 olacak sekilde
her x,y € Z i¢in xy = 3k olacak sekilde k € Z vardir. Boylece 3|xy olup Euclid
Teoreminden 3|x veya 3|y dir. Buradan x € 3Z veyay € 3Z dir. Dolayisiyla 3Z esas ideali

Z nin bir asal idealidir.

2.1.9. Tanim I, R halkasinin kendisinden farkli sol ideali olsun. R halkasinda I y1 kapsayan
R den bagka bir sol ideal yoksa, I ya R halkasinin maksimal sol ideali denir. Birimli ve

degismeli bir halkada her maksimal ideal asal idealdir [6].

2.2. Modiiller

2.2.1. Tanim R halka ve ( M , + ) abel grup olsun. Her r € R ve her m € M elemanlar1 i¢gin
(r,m) — e (r,m) =rmiletanimlie: R X M — M dis islemi

(i) Vr €R veVm,n € M igin r(m +n) =rm + rn;

(i) Vr,sERveVm € M igin (r + s)m =rm+ sm;

(i) Vr,s ERveVm € M igin (rs )m =r(sm)
esitliklerini sagliyorsa M Abel grubuna e dis islemine gore sol R-modiil veya kisaca R-
modiil denir. R birimi 1z olan bir halka olmak tlizere m € M keyfi eleman1 icin 1;m =m

ise M modiiliine tiniter R-modiil denir [6].

G abel grup olmak {iizere, G bir iiniter sol (sag) Z-modiildiir. Dolayisiyla ;Q sol Z -
modiildiir. Her R halkasi kendi {izerinde iiniter sol R-modiildiir ve R ile gdsterilir. Burada
R = Z, alinrsa, Z,, sol Z,- modiildiir. V bir K cismi {lizerinde vektor uzay1 ise Vi liniter

(sol,sag) K-modiildiir.

Bu ¢alismada biitiin modiiller tiniter modiil olarak alinacaktir.

Zorn Lemmast: X kismen sirali kiimesinin her zincirinin bir {ist sinira sahip olma durumunda

X en azindan bir maksimal eleman igerir [6].



2.2.2. Tanim M R-modiil ve @ # N € M olsun. Eger N, M modiiliiniin bir alt grubu ve
herm € N, her r € R igin rm € N oluyorsa N alt kiimesine M modiiliiniin bir alt modiilii
denir ve N < M yazilis1 ile gosterilir [6].

Bu tanima gore 0 ve M, M modiiliiniin alt modiilleridir. M modiiliiniin bu alt modiillerine

asikar alt modiil denir. M modiiliiniin kendisinden farkli alt modiillerine 6z alt modiil

denir [6].

2.2.3. Tanim N, M modiiliiniin M den farkli bir alt modiilii olsun. M nin N yi kapsayan M

ve N den farkli alt modiilii yoksa N ye M nin maksimal alt modiilii denir [6].

2.2.4. Teorem M modiliinin bir takim alt modiillerinin arakesiti M modiliinin bir alt

modiilidiir [6].

2.2.5. Tanim M modiil ve X € M olsun. M modiiliiniin X i kapsayan biitiin alt modiillerinin
arakesitine M modiiliiniin X alt Kiimesi tarafindan iiretilen alt modiilii denir ve (X) ile
gosterilir. X kiimesine de (X) alt modiiliiniin iirete¢ kiimesi denir. Eger X sonlu kiime ise,
(X) alt modiiliine sonlu iiretilmis alt modiil, X = {m} seklinde tek elemana sahipse (X) =
(m) alt modiiliine devirli alt modiil denir. Eger M = (X) olacak sekilde M nin bir X sonlu
alt kiimesi varsa M ye sonlu iiretilmis modiil ve 6zel olarak M = (m) olacak sekilde bir

m € M varsa M ye m elemani tarafindan iiretilen devirli modiil denir [6].

2.2.6. Sonu¢ M bir R-modiil ve a e M olmak iizere (a) = Ra = {ra | r eR} dir [14].

2.2.7. Tanim R bir degismeli bolge ve M R-modiil olmak {izere R nin sifirdan farkli en az
bir 7 € R elemani i¢in rm = 0 kosulunu saglayan m € M elemanina, M nin burulma
elemani denir. M modiiliinlin tiim burulma elemanlarinin kiimesi ile gosterilen

T(M)={meM:0#r €Rigcinrm=0} kimesine M modiilinin burulmal alt
modiilii denir. Eger T(M) = M ise M ye burulmah modiil, T(M) = 0 ise burulmasiz

modiil denir [1].

Ornegin; 0 €R icin Om =0,, € T(M) olup T(M) # @ dir. m;,m, € T(M) keyfi
elemanlari i¢in r;m; = 0 ve r,m, = 0 olacak sekilde 17,7, € R \ {0} elemanlar1 vardir. R

degismeli bolge oldugundan ry1, # 0 olup ryr,(my —my) = ri(my) —ry(rm,) =0



esitligi geregi my —m, € T(M) dir. m € T(M) ve s € R keyfi elemanlar olsun. 0 # r € R
icin rm = 0 olup r(sm) = s(rm) = 0 dir. Dolayisiyla sm € T(M) olup T(M) < M alt

moduldir.

Burada R degismeli degilse M nin T(M) alt kiimeleri, M R-modiiliiniin alt modiilii

olmayabilir.

2.2.8. Tanim M R-modiil ve K de M nin alt modiilii olsun. M/K bolim grubu g € R,
m+ K € M/K olmak lizere, g(m + K) = gm + K ile taniml dis isleme gore bir R-modiil

yapisina sahiptir. M /K bolim grubuna M nin K ye gore boliim modiilii ad1 verilir [1].

Herhangi bir M modiiliiniin N alt modiilii i¢in M /N sonlu iiretilmis ise N alt modiiliine es

sonlu denir [2].

2.2.9. Teorem M R-modiill ve K da M nin alt modiilii olsun. Bu takdirde, U—> U/K ile
taniml1 M nin K yi kapsayan alt modiilleri ile M /K nin alt modiilleri arasinda birebir bir
esleme yapilabilir. Boylece M /K nin her alt modiilii; U, M nin K yi kapsayan alt modiili
olmak tizere U/K seklindedir [6].

2.2.10. Teorem K,M,N bir R-modiliiniin alt modiilleri ve K € N, K € M olsun. Bu
takdirde, N/K = M /K olmasi igin gerek ve yeter sart N = M olmasidir [15].
Ispat. (=) m € N olsun. Hipotez geregi n+ K =m + K olacak sekilde 3ImeM
bulunabilir. Buradan n — m = k olacak sekilde 3k € K mevcut olup K € M oldugundan
n =k +me M bulunur. Yani N € M olur. Benzer sekilde N ve M nin rolleri degistirilerek
M < N oldugu da gosterilebilir. Dolayisiyla her iki kapsamadan M = N bulunur.

(<) Aciktir.

2.3. Modiil Homomorfizmalari

2.3.1. Tanim R halka olmak {izere M ve N (sol) R-modiilleri verilsin. Asagidaki kosullar

saglayan f: M — N fonksiyonuna (sol) R-modiil homomorfizmasi denir.

(i) Ymy,m, € M igin f(my + my) = f(my) + f(m;)



(i) Ym € M ve Vr € R igin f(rm) = rf(m)
Eger f homomorfizmasi birebir ise f ye monomorfizma, orten ise epimorfizma, birebir

ve Orten ise izomorfizma adi verilir [1].

2.3.2. Teorem f:M — N ve g: N - K R-modiil homomorfizmalariise gf = go f:M - K

R-modiil homomorfizmasidir [1].

2.3.3. Tanim f: M—> N R-modiil homomorfizmasi olsun. {m € M |f(m) = 0} kiimesine
f nin ¢ekirdegi denir ve Cek(f) ile gosterilir, {f (m)|m € M} kiimesine de f nin goriintiisii
denir ve Gor(f) ile gosterilir. Buna gore, Cek(f) ={m € M |f(m) = 0} ve Gor(f) =
{f(m)|m € M} dir [1].

2.3.4. Tanim M R-modiil ve K < M olsun. Bu takdirde m : M —>M /K, a—»n(a) =a+K
doniistimii bir epimorfizma ve bu durumda Cek(m) = K dir. Bu epimorfizmaya dogal

homomorfizma adi verilir [6].

2.3.5. Teorem M ve N modiil olmak {izere f: M — N homomorfizmas1 verilsin. Bu taktirde,
(1) K <M ise, f(K) <N dir.
(i) L < N ise, f~1(L) < M dir.
(iii) K < M ise, f1(f(K)) = K + Cek(f) dir.
(iv) K <M veL < N ise,
P + L) =K+ f7H(L) ve f(fTHL) N K)=L N f(K) dir [1].

2.3.6. Teorem M, N modiiller f: M — N bir homomorfizma olsun. Bu takdirde, f = gom
olacak sekilde bir tek g: M /cek(f) —» N monomorfizmasi vardir ve M /cek(f) = f(M)
dir [1].

Ispat. vm + cek(f) € M/cek(f) igin g(m + ¢ek(f)) = f(m) olacak sekilde taniml
g:M/cek(f) —» N doniisimii f = g o m kosulunu gercekleyen bir tek monomorfizmadir.
Dolaysiyla M /¢cek(f) = f(M) dir.

2.3.7. Teorem M modiil ve A < B < M olsun. Bu takdirde, M/B = (M /A)/(B/A) dir [1].



Ispat. Va+ A € M/A igin f(a+ A) = a+ B ile tanomhi f:M/A - M/B doniisiimii bir
epimorfizma yapisina sahiptir ve ¢ek(f) = B/A dir. Teorem 2.3.6. dan dolay1 ise
(M/A)/(B/A) = M /B elde edilir.

2.3.8. Teorem M bir R-modiil, U ve V, M nin alt modiilleri olsunlar. Bu taktirde (U + V) /V
de M /V nin alt modiilii olup, (U +V)/V=U/(U N V) dir [1].

Ispat. Va € U igin f(a) = a + V ile tanimli f: U - (U + V)/V doniisiimii bir epimorfizma
yapisina sahiptir ve ¢cek(f) = U NV dir. Teorem 2.3.7 geregince (U + V) /V=zU/(UNYV)
elde edilir.

2.3.9. Teorem M sonlu iiretilmis modiil olsun. Bu takdirde, M nin her 6z alt modiilii M nin
bir maksimal alt modiiliinde kapsanir [1].

Ispat. {m,,m,, ..., m,}, M nin iireteg kiimesi ve A, M nin 6z alt modiilii olsun. A y1 iceren
M nin 6z alt modiilleri kiimesini @ ile gosterelim. Bu takdirde, 4 6z alt modiil oldugundan
A € @ # @ dir. @ kiimesi kapsama bagintisina gore kismen sirali kiimedir. I", @ kiimesinin
tam siral bir alt kiimesi olsun. C ile I' kiimesinin elemanlarinin birlesimini gosterirsek 4 <
C ve I tam sirali oldugundan C < M dir. Ustelik C, M nin 6z alt modiiliidiir. Sayet C, M nin
0z alt modiilii degilse M sonlu firetilmis oldugundan sonlu bir {m,, m,,...,m,} ireteg
kiimesine sahip olup her bir m;, I' ya ait olur. I' tam sirali oldugundan I" nin tim m; leri
kapsayan bir elemani vardir. Bu elemana B diyelim. Buradan M € B olur. Dolayisiyla M €
I’ bulunur. Bu ise I nin se¢imi ile ¢eligir. Dolayistyla C bir 6z alt modiil olacak sekilde I’

nin st siniridir. Zorn Lemmasina gére @ kiimesinin bir maksimal eleman1 vardir.

2.3.10. Tanim {N;};c;, M R-modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde,
ZiEINi:{nil + niz + -+ nik;k € Z+, i1, il, ""il € I,nl-l € Nil,nl-z € N; ...,Tlik € Nik} kiimesi

iy’

M nin alt modiiliidiir. Bu alt modiile {N;};c; ailesinin toplami denir [6].

2.3.11. Tanim M R-modil olsun. M nin kendi tizerine bir homomorfizmasina M nin bir

endomorfizmasi denir. M nin tiim endomorfizmalarinin kiimesi End (M) ile gosterilir [1].

2.3.12. Tanim M modiil ve N < M olsun. Her n € N i¢in i(n) = n ile tanimh i: N — M

doniisiimii monomorfizma olup i monomorfizmasina icerme monomorfizmasi denir [6].



2.3.13. Teorem (Modiiler Kurali) M bir R-modiil, A, B ve C de M nin alt modiilleri olsun.
C<Bise, (C+A)NB=C+(AnB) dir[l].

Ispat. Her a € (C + A)NB i¢cin a € C+ A ve a € B oldugundan a = x + y olacak
sekilde x € C ve y € A vardir. C < B oldugundan x € B olur. Bu durumda y = a —x ve
a €B, x €B oldugundan y € B olup y € AN B bulunur. Yani x € C, y € AN B iken
a=x+y €C+ (AN B)bulunur. Bu durumda (C + A)N B < C + A N B olur. Ayrica,
C+(ANB)<C+AveC+ (ANB)<B oldugundan C + (ANB) < (C + A) N B dir.
Sonug olarak (C +A)NB =C + (AN B) esitligi saglanir.

2.3.14. Teorem R birimli halka M ve K birer R-modiil olmak iizere f:M — K bir
epimorfizma olsun. Bu durumda K modiiliiniin alt modiilleri ile M modiiliiniin Cek(f) yi
kapsayan alt modiilleri arasinda birebir esleme vardir. Bu esleme K nin U alt modiiliine M

nin f~1(U) alt modiiliinii karsilik getirerek yapilir [6].

2.3.15. Sonug (i) M modiil ve N < M olsun. Bu takdirde, M /N bolim modiiliiniin her alt

modiilii; K, M nin N alt modiiliinii kapsayan bir alt modiilii olmak iizere K /N bi¢imindedir.

(i1)) M modiil ve N < M olsun. Bu takdirde, N < K olacak sekildeki bir K alt modiiliiniin M
nin maksimal alt modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K/N alt modiiliiniin M /N bolim
modiiliiniin maksimal alt modiilii olmasidir [6].

Ispat. (i) M modiil ve N < M olsun. m: M — M /N dogal homomorfizmasii¢cin N < K < M
isem(K) = K/N < M/N dir. Tersine; A < M/Nisen 1(4) = Ki¢cinN =n"1(0) <K <
M ve n(K) = K/N = A oldugundan M nin N yi igeren K alt modiilii belirlenir.

(i) (=) M modill ve. N < M olsun. N < K olacak sekildeki bir K alt modiilii M nin
maksimal alt modiilii ise M /K basittir. Teorem 2.3.7 geregince M/K = (M/N)/(K/N)
bolim modiilii basittir. Dolayisiyla K/N alt modiilit M/N nin maksimal alt modiiltidiir.

(&) Benzer sekilde goriiliir.

2.4. Direkt Carpimlar Ve Direkt Toplamlar

2.4.1. Tamm R halka ve I bostan farkli indis kiimesi olmak tizere, {M;};c; R-modiillerin bir

ailesi olsun. { a| a:1 » U;e/M;, Vi €1 igin a(i) € M; } doniisiimlerin kiimesine {M;};¢;

modiiller ailesinin ¢arpim denir ve bu kiime [[;¢; M; ile gosterilir. Vi € I i¢in a(i) = «;
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ve a = (a;);¢ ile gosterelim. Burada @; ye a doniisiimiiniin i. bileseni denir. Eger I indis
kiimesi sayilabilir ise, @ = (@;);¢; = (@1, A3, ..., j, ... ) seklindedir.
a, B € [lie; M; olmak tizere

(i) a=p ©heri€ligina; = f;

(i) a+p = (a;+ Bie

(i) - a = (—aies

(iv) r € R olmak tizere ra = (ra;);¢; ile tamimli cebirsel islemlerine gore [[;¢; M; bir R-
modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {M;};c; modiiller ailesinin dis direkt ¢arpim denir.

W M; = {(a)ie | sonlusayidai € I igin a; # 0 } kiimesi [];¢; M; modiiliiniin bir alt

modilidiir. @}, M; alt modiiline {M;};¢; modiiller ailesinin dis direkt toplamm denir.
Aciktir ki I indis kiimesi sonlu ise, [[;e; M; =Y, M; dir. I¢ direkt toplam ile dis direkt

toplam izomorftur [1].

2.4.2. Tanim M bir modiil olsun. I bostan farkli bir indis kiimesi olmak iizere V i € I igin

M; = M alinirsa @Y., M; dis direkt toplamima M nin kopyalarinin toplam denir ve M®
ile gosterilir [6].

2.4.3. Tamm F R-modiil olsun. I indis kiimesi olmak iizere F = R ise F ye serbest modiil

ve I = {1, 2, ...,n} seklinde sonlu elemanli ise, F = R™ modiiliine sonlu iiretilmis serbest

modiil denir [6].

2.4.4. Tamm M ve K modiiller ve I bostan farkl1 bir indis kiimesi olsun. Eger f: M) —» K
epimorfizmas1 mevcut ise, K ya M-iiretilmis modiil denir. Eger I indis kiimesi sonlu

elemanli ise, K ya sonlu M-iiretilmis modiil denir [7].

2.4.5. Teorem R birimli halka olsun. Bu takdirde, her sol R-modiil R-iiretilmistir. Dolayistyla
her R-modiil bir serbest modiiliin boliim modiiliidiir [6].

Ispat. R birimli halka ve M R-modiil olsun. M nin elemanlarindan olusan bir indis kiimesi
alalim ve her (1) mem € R™ icin (1) mem) = Lomem Fmm ile tanimli f: RM — M
doniisiimiinii tanimlayalim. f doniistimiiniin R-modiil homomorfizmasi oldugu aciktir. Her

m € M igin bir () mem € R™ elemanini m. bileseni 1 ve diger bilesenleri de 05 olarak
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alalim. Bu takdirde, f((%;n)mem) = 1gm = m olup f bir epimorfizma yapisina sahiptir.

Sonug olarak M, F = R™) serbest modiiliiniin boliim modiilii olup M R-iiretilmistir.

2.4.6. Onerme M modiil ve {M,};c;, M nin alt modiillerinin ailesi olsun. Bu takdirde her
(mi)iel € @‘{‘é[ Mi 1(;11'1 f((mi)iel) = mil + miz + mi3 ..t min ile taniml
f: B, M; — Y M; epimorfizmasi vardir. (Burada 1 <i <n olmak iizere m;, ler

(my)ie; € B¢, M; elemaninin sifirdan farkli tiim bilesenleridir) [6].

2.4.7. Tanim M bir R-modiil, U ve V, M nin alt modiilleri olsunlar. Eger M = U +V ve
U NV = 0ise, butakdirde M ye U ve V nin i¢ direkt toplami veya sadece direkt toplam
denir ve M = U @V ile gosterilir. U ve V ye M nin direkt toplam terimleri denir. M =
U @V yazilisina da M nin bir direkt parcalamsi denir [6].

Eger M modiiliiniin 0 ve kendisinden baska direkt toplam terimi bulunmuyorsa M modiiliine

parcalanamaz modiil denir [14].

2.4.8. Teorem M bir R-modiil U ve VV de M nin alt modiilleri olsun. M nin U ve V nin direkt
toplam1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart VmeM elemanini m = u + v, ue U, ve V olacak

sekilde tek tiirlii olarak yazilmasidir [1].

2.4.9. Tamm {M,, | n € Z } modiillerin ailesinden ve bunlarin { f,: M, > M,,_;| n € Z}

. fn+1 In C
homomorfizmalarinin ailesinden olusan ... — M,, M, M,,_; — -+ dizisinde

her n € Z igin Gor(f,+1) = Cek(f,,) ise bu diziye tam dizi denir [1].

0 — M; — M, — M; — 0 seklindeki tam diziye kisa tam dizi denir [1].

f g
2.4.10. Teorem 0 — A __ B —_ C — 0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki kosullar denktir ;
h k

(1) ho f =1, olacak sekilde bir h: B — A homomorfizmasi bulunur,
(i1) Gor(f), B nin bir direkt toplam terimidir,
(ii1) g o k = 1, olacak sekilde bir k: C — B homomorfizmasi bulunur.

Bu durumda B = A@C dir [1].
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2.4.11. Tanim Teorem 2.4.10 daki denk kosullardan herhangi birini saglayan kisa tam diziye

parcalanan kisa tam dizi veya kisaca parcalanabilirdir denir [1].

2.5. Artin Modiiller Ve Sol Artin Halkalar

2.5.1. Tanom M R-modiil olsun. M modiiliinlin alt modiillerinin bostan farkli her Q ailesi

bir minimal elemana sahip ise, M R-modiiliine minimal kosulunu saghyor denir [11].

2.5.2. Tanim M R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin M; 2 M, 2 M5 2 --- seklindeki her
bir azalan zinciri i¢in dyle bir ke Z* ve n > k kosulunu saglayan her n € Z* igin M,, = M,

oluyorsa, M ye azalan zincir kosulunu saghyor denir [11].
2.5.3. Onerme M R-modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir;

(1) M minimal kosulunu saglar,

(i) M azalan zincir kosulunu saglar [11].

2.5.4. Tanim Azalan zincir (veya minimal) kosulunu saglayan M modiiliine Artin modiil
denir. R halkas1 sol R-modiil olarak Artin ise, R halkasina sol Artin halka denir [11].

Calismamizda Artin halka denildiginde sol Artin halka anlasilacaktir.

Zy, Z-modiilii sonlu azalan zincire sahip oldugundan Artin dir. Fakat ;Z Artin modiil
degildir. Ciinkii (3) 2 (9) © (27) ... © (3™) ... sonsuz bir azalan zincirdir. R bélme halkasi
ise, idealleri O (sifir) ve kendisi oldugundan sol (sag) Artin halkadir [9].

2.5.5. Teorem M modiil olsun. Asagidaki durumlar denktir ;

(1) M Artindir,
(i) M modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli her kiimesi minimal elemana
sahiptir [11].
Ispat. (i) = (ii) M nin alt modiillerinin bostan farkli bir kiimesi olsun. Q # @ oldugundan
M; € Q olacak sekilde M; < M vardir. |Q| = 1 ise, M;, Q nin minimal elemanidir. |Q| > 2

olsun. M;, M, € Q i¢in, M, € M, dir. Buyontemle M 2 M; 2 M, 2 --- zinciri elde edilir.
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M Artin oldugundan en az bir nye N vardir 6yle ki; her ke N igin M,, ) = M

No+k

olup M, ,
Q1 nin minimal elemanidir.

(i) = (i) M nin My 2 M, 2 --- olacak sekilde herhangi bir azalan zincirini gz Oniine
alalim. (ii) den {M;};cy ailesinin bir M; minimal elemani vardir. O halde M; = M;,; olup

M Artindir.

2.5.6. Teorem 0 m M — N — K — 0 kisa tam dizi olsun. N modiliiniin Artin olmasi

icin gerek ve yeter kosul M ve K modiillerinin Artin olmasidir [11].

Ispat. Genelligi bozmadan i: M — N yi icerme monomorfizmasi olarak alalim. Bu takdirde

i(M) = Gor(i) = M olup dizi tam oldugundan N / M =K izomorfizmasi mevcuttur.

[zomorfizma farki gdzetmeden N / m = K olsun. N modiliinin Artin oldugunu kabul

edelim. Bu takdirde Teorem 2.5.5 den N modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli her
kiimesi bir minimal elemana sahip olup M alt modiiliiniin de alt modiillerinin bostan farkl

her kiimesi bir minimal elemana sahiptir. Tekrar Teorem 2.5.5 uygulanirsa M alt modiiliiniin
Artin oldugu gériiliir. Simdi N / ) hin alt modiillerinin bir E;" 2 E," 2 E3" 2 -+ azalan
zincirini alalim. Teorem 2.5.5 bu dizi ile eslenen N nin M modiiliinii i¢eren alt modiillerinin
bir E; 2 E, 2 E; 2 -+- azalan zinciri vardir. N Artin oldugundan Gyle bir s pozitif tam sayisi

vardir ki her r > s icin E, = E dir. Buradan N / ) deki alt modiillerin zinciri dikkate
alinirsa Oyle bir s pozitif tam sayist vardir ki her r > s i¢in E'r = E’s olur. Buradan N / M

béliim modiiliiniin Artin oldugu gériiliir. ¥/, = K oldugundan K Artin dir.

Tersine; M ve N / ME K Artin modiil olsun. N modiiliiniin alt modillerinin bir azalan
zinciri E; 2 E, 2 E3 2 -+ olsun. Bu taktirde EsNM2E,NM2E;NM 2 - ve
(B, + M)/M 2 (B2 + M)/M 2 (Es + M)/M D --- azalan zincirleri de sirasiyla M ve N/M
nin alt modiillerinin bir azalan zinciridir. Hipotez geregince k,r E Niginn>kvem > r
olainVnmeNigin E,NM=E,NM ve (Er +M)/M = (Em +M)/M dir. m = r olan
Vm € Ni¢in E,. + M = E,,, + M oldugu aciktir. Genelligi bozmadan r > k oldugunu kabul
edelim. Hipotez geregince dyle bir m € Z* vardir ki Vn > m igin E, N M = E,, N M ve

(EH+M)/M: (Em+M)/M dir. O haldem € Z* ve Y n > m icin (E,, € E,;))

En=Epn(E, +M)
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=E,N(E, +M)
=E,+(E,NM)
=E,+(E,NM)=E,

olup N azalan zincir kosulunu saglar. Dolayisiyla N Artin modiildiir.

2.5.7. Teorem R halka ve M;, M,, ..., M,, R-modiiller olmak lizere M = M; @ M, @ ... D
M,, modiliniin Artin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i = 1,2, ...,n i¢in M; nin Artin
olmasidir [15].

Ispat. n iizerine tiimevarimla gosterelim. Genelligi bozmadan n = 2 i¢in dogrulugunu
gosterelim. 0 — M; — M; @ M, — M, — O kisa tam dizisini alalim. Teorem 2.5.6 i¢in

istenen agiktir.

2.5.8. Teorem M bir R-modiilil i¢in asagidaki 6zellikler denktir;
(1) M Artindir,
(i) M nin alt modiillerinin bostan farkl her alt kiimesi minimal elemana sahiptir,

(ii1)) M nin her boliim modiili sonlu tiretilmistir [15].

2.6. Projektif Ve Injektif Modiiller

2.6.1. Tanim (i) M ve N birer modiil olsun. Verilen her g:M — K epimorfizmasi ve her
f:N - K homomorfizmas1 icin asagidaki diyagram degismeli ise, N modiiliine

M -projektiftir denir.

N

4

IS
M~—g "K—>0

Yani, yukaridaki diyagramda g epimorfizma olmak tizere her f, g homomorfizmalari i¢in
f = g o h olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmasi bulunabilirse N modiiliine M-

projektiftir denir.

(i) N modiil olsun. Her g: M — K epimorfizmasi ve her f: N — K homomorfizmasi i¢in

asagidaki diyagram degismeli ise, N modiiliine projektiftir denir.
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Mg'K >0

Yani yukaridaki diyagramda g epimorfizma olmak {izere her f, g homomorfizmalar i¢in
f =goh olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmasi bulunabilirse N modiiliine
projektiftir denir. Eger N, N-projektif ise N ye hemen hemen projektiftir denir. Eger N
modiilii M-projektif ise N, M nin her U alt modiilii i¢in de U-projektiftir [6].

2.6.2. Teorem {M,};c; modiiller ailesi olsun. M = @;;M; modiiliiniin projektif olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul V i € [ i¢in M; lerin projektif olmasidir [1].

2.6.3. Teorem Her F serbest modiilii projektiftir [6].

Ispat. f: A — B bir epimorfizma ve g: F — B bir homomorfizma olsun. F nin bir X =
{xx| k € K} tabanini alalim. f bir epimorfizma oldugundan her k € K i¢in f(ay) = g(xx)
olacak sekilde bir a, € A vardir. Her k € K ic¢in s(x;) = a, alarak bir s: X — A
fonksiyonunu tanimlayalim. [1, 4.8] den dolay1 h(x;) = s(x;) = a; olacak sekilde bir

h: F — A homomorfizmasi bulunur. O halde ¢ = Yjcx 1% Xx € F igin ;

(foh)(©) = £ h (Z rm)

kEK
_f (Z rkh(xk)>
kEK
= > nf@) = ) ng) =g (Z rm) = 9(0)
kEK keK kek

elde ederiz. Dolayisiyla foh = g dir. Boylece F modiilii projektiftir.

2.6.4. Teorem C modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) C projektiftir;
(il)) 0 — A — B — (€ — 0 seklinde olan her kisa tam dizi parcalanabilirdir

(ii1) C bir serbest modiiliin direkt toplam terimidir [1].
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Ispat. (1)=(i1) O—>A—>B—g> C — 0 dizisi tam olsun. Bu takdirde g:B — C

epimorfizmasidir. 1, C nin birim homomorfizmasi olmak iizere C projektif oldugundan
g ° h = 1, olacak sekilde bir h: C — B homomorfizmasi vardir. Dolayisiyla Teorem 2.4.10
dan verilen dizi pargalanabilirdir.

(i1)=(iii) Teorem 2.4.5 den F bir serbest modiil olmak iizere g: F — C epimorfizmasi
vardir. Bu durumda kabulimiizden 0 — Cek(g) — F — C — Otam dizisi
pargalanabilirdir. Dolayisiyla C, F nin direkt toplam terimidir.

(i11))=(i) Teorem 2.4.10 dan goriiliir.

2.6.5. Tanim R halka ve M R-modiil olsun. M = U + V kosulunu saglayan her U,V alt

modiilleri i¢in Gor(f) < U ve Gor(1y, — f) < V olacak sekilde bir f € End(M) varsa, M
ye n-projektif modiil denir [15].

2.6.6. Teorem Her projektif modiil m-projektiftir [4].
Ispat. M projektif modiil, U ve V, M nin alt modiilleri olmak iizere M = U + V olsun. Bu
durumda p:M - M/V dogal homomorfizmasinin p,: U — M/V kisitlanis1  bir

epimorfizma olup M projektif oldugundan

U ~p, M/V "0

Py°h=p
diyagrami degismelidir. Yani p|, o h = p olacak sekilde h: M — U homomorfizmasi vardir
ve Gor(h) < U oldugu agiktir. Her n € Gor(1,, — h) olsun. Bu durumda m € M igin n =
m — h(m) yazilir. Simdi n elemaninin p altinda goriintiistine bakalim.
p(n) =p(m — h(m)) = p(m) — (ph)(m) = p(m) — (p;,H(m) = p(m) —p(m) =0
oldugundan n € Cek(p) = V bulunur. Boylece Gor(1,, — h) < V olup M m-projektiftir.
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2.7. Kiiciik Alt Modiiller

2.7.1. Tanim M bir R-modiil ve K , M nin alt modiilii olsun. Eger M nin K + L = M sartin1
saglayan L 6z alt modiilii yoksa K ya M de kiiciiktiir denir ve K << M ile gosterilir. Tanim
geregi K K Mve K+ L =MiseL =M dir. Bu durumda 0 < M dir [15].

2.7.2. Teorem M R-modill ve K <N <M olsun. Eger N K M ise K K M dir.
Ispat. K + L = M olan herhangi L alt modiiliinii ele alalim. Bu takdirde K < N oldugundan
N + L = M olup N K M oldugundan L = M bulunur. Dolayisiyla K < M dir [15].

2.7.3. Teorem M bir modiil ve K < N < M olsun. Eger K < N ise, K, M nin N yi kapsayan
tiim alt modiillerinde de kiigtiktiir [15].

Ispat. L, M nin N alt modiiliinii kapsayan bir alt modiilii olsun. K + U = L kosulunu saglayan
L nin bir U alt modiilii i¢gin N <L oldugundan (K +U)NN =N bulunur. K < N
oldugundan K + (N N U) = N yazilir. K & N oldugundan N N U = N bulunur. Buradan
N < U yazilir. K <N < U ve K + U = L oldugundan U = L bulunur. Dolayisiyla K < L
dir.

2.74. Teorem M ve N birer modiil, K, M nin bir alt modiilii ve f: M — N herhangi
homomorfizma olsun. Eger K < M ise f(K) < N dir [15].

Ispat. f(K) + L = f(M) kosulunu saglayan f(M) nin bir L alt modiilii i¢in f~*(f(K) +
L) =M olup K + f~1(L) = M yazilir. K & M oldugundan f~*(L) = M bulunur. O halde
L = f(M) dir. Dolayisiyla f(K) < f(M) olup Teorem 2.7.3 geregince f(K) < N elde

edilir.

2.7.5. Tanim M, N modil ve f:M — N epimorfizma olsun. Eger Cek(f) < M ise, f

epimorfizmasina kiiciik epimorfizma denir [15].

2.7.6. Tanim M projektif modiiliine, f: M — N kiigiikk epimorfizmasi ile birlikte N

modiiliiniin projektif oértiisii denir [1].

2.7.7. Teorem M R-modiilii my: M; — N; ve my: M, — N, kiigiik epimorfizmalari sirast
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ile N; ve N, modiillerinin projektif ortileri ise my @ m, : My & M, — N; @ N, de N; D
N, nin projektif ortlistidiir [15].

2.8. Basit, Yari1-Basit Modiiller ve Bir Modiiliin Radikali

2.8.1. Tanim M R-modiil olsun. Eger M nin 0 ve kendisinden bagka alt modiilii yoksa M
ye basit modiil denir. 3R sol R-modiilii basit modiil ise, R ye sol basit halka denir. Benzer

sekilde Ry sag R-modiilii basit modiil ise R ye sag basit halka denir [1].

2.8.2. Teorem R birimli halka olsun. Bu takdirde, asagidakiler denktir.

(1) R bolme halkasidir.

(i1) R sol basit halkadir.

(ii1)R sag basit halkadir [7].
Ispat. (i) = (ii) R bdlme halkasi olsun. {0} € I kosulunu saglayan R nin bir I sol idealini
ele alalim. O halde a # 0 olacak sekilde a € I eleman1 vardir ve I sol ideal oldugundan
1z = a ta € I dir. Boylece her v € R icin r = 1y € I oldugundan R = I elde edilir.

(ii)) = (i) R sol basit halka olsun. 0 # a € R elemanini ele alalim. {a) = R olup 1 €

{a) = {ra|r € R} oldugundan 1; = ra olacak sekilde 0 # r € R vardir. Diger taraftan bu
r elemani i¢inde benzer sekilde tr = 1 olacak sekilde t € R vardir. Buradan
t =tlg =t(ra) = (tr)a = 1za = a olur. Dolayisiyla ra = 1 = ar olup a nin tersi
vardir. R nin sifirdan farkli her elemaninin tersi mevcut oldugundan R bélme halkasidir.

(i) = (iii) ve (iii) = (i) benzer sekilde elde edilir.

2.8.3. Ornek Her bolme halkasi basit halkadir. Fakat bir basit halka bolme halkasi olmak
zorunda degildir. R birimli ve degismeli bir halka olmak tizere M,(R) matris halkasini ele

alalim. A, M, (R) nin sifirdan farkl1 bir ideali olsun. Bu takdirde, a, b, ¢, d € R elemanlarinin

0 0

a b .
0 0 * [c d] € A vardir. O halde A ideal

en az biri sifirdan farkli olacak sekilde [

oldugundan [(1) 8 ,[8 (1)] € M,(R) igin [Ccl Z [2 8 = [Z 8] EA,
O L5 fea e [ A B 92 Den o cane
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Boylece 0 # a € R i¢in A idealinde bir a b matrisi mevcuttur. O halde a™! € R i¢in
Y c d

:a(; ' 8] € M, (R) bi¢iminde matris vardir.
[z Z] ' [a(_)1 g] - [(1) g '[c;—l 8] = [(1) 8] €A dir. Diger taraftan

.[O é] = [8 é] € A olur. Buradan [

0 00[01_

0 0 ,
1 ol'lo o —[0 1]EA dir. Boylece

—_ O R O R
e <9

=1, € A olur. Dolayisiyla A = M,(R) olup M,(R) matris

0 Ot 0
o ol "lo 117 lo 1

halkasinin bélme halkasi olmayan bir basit halka oldugu goriiliir [7].

+|

2.8.4. Lemma M modiil olsun. M;, M nin basit alt modiilleri olmak tizere M = ),;¢; M; ve
U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. Bu takdirde,

(i) M = UB(D,c;M;) olacak sekilde J < I alt kiimesi vardir,

(1) U = @;exM; olacak sekilde K < [ alt kiimesi vardir [7].
Ispat. () ={L|LSlicinU + (X;eL M;) = UB(D;e M;) } kiimesini tanimlayalim. L =
@ ise, @;egM; = 0 oldugundan @ € I" olup I' # @ dir. I" kapsama bagintisina gére kismen
siral1 kiimedir. A, I" kiimesinin tam sirali alt kiimesi olsun. L* = U;¢4 L A kiimesinin bir iist
smiridir. Simdi L* € I' oldugunu gdsterelim. E sonlu olmak iizere E < L* alt kiimesini
alalim. Bu takdirde, A tam sirali oldugundan E < L olacak sekilde bir L € A vardir. 0 = u +
Y.ieg M; olacak sekilde u € U ve m; € M; elemanlarimni alalim. E € L oldugundan heri € E
icin u=m; =0 bulunur. Buradan U + Y,;c;-M; = UB(D;c~M;) olup L* €T dur.
Dolayisiyla I' nin her tam sirali alt kiimesi bir iist sinira sahiptir. Zorn Lemmasindan I" nin
bir J maksimal eleman1 vardir. Kabul edelim ki N = U + };¢; M; = UD(D;¢;M;) olsun.
Herhangi bir iy € [ igin N + M; alt modiliinii alahm. J nin maksimalliginden dolay1

N+ M;, # N @ M, yazlabilir. M; basit oldugundan N N M; = M; olup M; <N

i ip <
bulunur. Yani N, M modiiliindeki tiim basit alt modiilleri kapsar. Sonug olarak N = M elde
edilir.

(ii) (i) den dolayr M = N®(D;¢;M;) yazilir. Simdi (i) deki U alt modiilii yerine U = @;¢;M;
alt modiiliinii alalim. Tekrar (i) yi uygularsak M = (©;c;M;)D(D;cxM;) olacak sekilde
K c I alt kiimesi vardir. Teorem 2.3.7 den U = M /@®;c;M; = ®;cxM; olup istenilen elde

edilir.

2.8.5. Onerme M basit R-modiil ise 0, M modiiliiniin maksimal alt modiiliidiir ve sifirdan
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farkli her m € M elemani i¢cin Rm = M olup M devirlidir [7].

Ispat. M basit modiil oldugundan 0 alt modiiliinii kapsayan M nin kendisinden baska alt
modiil yoktur. Dolayisiyla tanim geregi 0, M nin maksimal alt modiiliidiir. Her 0 # m € M
elemani i¢gin Rm, M nin bir alt modiiliidiir ve m € Rm dir. Boylece 0 # Rm ve M basit

oldugundan Rm = M olup M devirlidir.

2.8.6. Teorem M modiil olsun. U alt modiiliiniin M nin maksimal alt modiilii olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul M /U boliim modiiliiniin basit olmasidir [15].

Ispat. U, M nin bir maksimal alt modiilii ve V /U < M /U olsun. U, M de maksimal alt modiil
oldugundan V = U veya V = M olmalidir. Dolayisiyla M /U basittir. Tersine; M /U basit
olsun. U <V < M olacak sekilde V' alt modiiliinii alalim. Sonug 2.3.15.(i) den V /U, M /U
boliim modiiliiniin bir alt modiiliidiir. M /N basit oldugundan V /U = M /U veyaV /U = {U}
olup V = M veya = U dir. O halde U, M nin maksimal alt modiiliidiir.

2.8.7. Teorem M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) M nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamidir;

(i1) M basit alt modiillerin toplamidir;

(ii1) M basit alt modiillerin direkt toplamidir;

(iv) M nin her alt modiilii M nin direkt toplam terimidir [7].
Ispat. (i)=(ii) Agiktur.
(i1)=(iii) Lemma 2.8.4.(1) de U = 0 alinirsa istenen elde edilir.
(ii1))=(iv) Lemma 2.8.4.(i) den agiktur.
(iv)=(1) U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. M; ler U alt modiiliinde kapsanan basit alt
modiiller olmak {izere Uy = Yyy,<y M; alt modiiliinii alalim. Hipotezden M nin bir U, direkt
toplam terimi vardir. Yani M = U,@®N olacak sekilde N < M alt modiilii vardir. Modiiler
Kural geregince U =M NU = U,®(N NnU) = 0 esitligi vardir. NNU =0 ise, U = U,
olup (i) saglanir. N NV # 0 olsun. Lemma 2.8.4 den N N U bir B basit alt modiiliinii icerir.
Bu takdirde, Uy in tanimindan B < Uy N ( N N U) = 0 celiskisi elde edilir. Sonug olarak U

basit alt modiillerin toplamidir.

2.8.8. Tanim Teorem 2.8.7 deki denk kosullardan birini saglayan M modiiliine yar1 basit

modiil denir. M modiiliiniin basit alt modiillerinin toplamina M nin destegi denir ve Des(M)

ile gosterilir [14].
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2.8.9. Lemma M yari basit modiil olsun. Bu taktirde M nin sifirdan farkli her alt modiilii
bir basit modiil igerir [7].

Ispat. U, M nin sifirdan farkli sonlu iiretilmis bir alt modiilii olsun. Teorem 2.3.9 dan U bir
C maksimal alt modiiliinii igerir. Hipotezden; M = C@M; olacak sekilde M; alt modiilii
vardir. Teorem 2.3.7 den U =M NU = CO(M; N U) dir. Béylece U/C = M; N U elde
edilir. €, U nun maksimali oldugundan U/C basittir. Sonug olarak M; N U, U nun basit alt
modiilidiir. M nin sifirdan farkli her alt modiili sonlu firetilmis bir alt modiil

kapsayacagindan M nin sifirdan farkl: her alt modiilii bir basit alt modiil igerir.

Destek tanimi1 geregi Teorem 2.8.7 nin bir sonucu olarak asagidaki sonuglari elde ederiz.

2.8.10. Sonu¢ M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir;
(1) M nin her N alt modiilii igin N = Des(N) dir;
(i) M = Des(M) dir;

(ii1)) M basit alt modiillerin direkt toplamidir;
(iv) M yarn basittir [7].

2.8.11. Sonug (i) Yar1 basit modiillerin her alt modiilii de yar1 basittir;

(1) Yar1 basit modiiliin her homomorfik goriintiisii de yar1 basit modiildiir;

(ii1) Yar1 basit modiillerin herhangi sayidaki toplami da yar1 basittir [7].

Ispat. (i) Teorem 2.8.6.(i) den agiktir.

(i) A basit alt modiil ve a: A — B epimorfizma olsun. Bu takdirde, A/Cek (@) = B dir. A
basit modiil oldugu i¢in iki durum vardir. Eger Cek(¢) = 0 ise B basit modiildiir. Eger
Cek(p) = A ise B = 0 dir. O halde basit modiillerin toplaminin homomorfizma altindaki
goriintilisii de yine basit modiillerin toplamidir. Boylece Teorem 2.8.6 dan yar1 basittir.

(ii1) M yar1 basit modiillerin toplami1 olan modiil olsun. Teorem 2.8.6 dan her yar1 basit modiil
basit modiillerin toplam1 oldugundan M basit modiillerin toplamidir. Dolayisiyla M modiilii

yar1 basittir.

2.8.12. Teorem M bir R-modiil N de M nin M den farkl bir alt modiilii olsun. Bu takdirde

N nin M nin maksimal alt modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vm € M \ N i¢in N+<
m >= M olmasidir [15].
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Ispat. (=) Vm € M\ N igin N € N+< m >, N~N+< m > ve N maksimal oldugundan
maksimallik tanimi geregi N+< m >= M olur.

(<) N € K ve N#K olan herhangi bir K alt modiiliinii ele alalim. Eger K = M oldugunu
gosterirsek istenen elde edilir. N# K oldugundan m € K\N vardir. Bu durumda me M\N
olup hipotez geregi N+< m >= M dir. Ayn1 zamanda m € K oldugundan <m >c K
olup M = N+< m >C K kapsamasi bulunur. Dolayistyla K = M olur.

2.8.13. Tanim M bir R-modiil olsun. M nin biitin maksimal alt modiillerinin arakesitine M

nin radikali denir ve Rad(M) ile gosterilir. Eger M nin maksimal alt modiilii yoksa

Rad(M) = M diye tanimlanir ve M modiiliine radikal modiil denir [3].

N, Q nun bir maksimal alt modiilii olsun. O halde hera € Q \ Ni¢in N + Za = Qdur. X =
N U {a} alinirsa (X) =N + Za = Q olup X, Q nun bir iirete¢ kiimesidir. Q = (X) =
(X \ {a}) = (N) = N celiskisi elde edilir. Dolayisiyla ;Q modiiliiniin maksimal alt modiili
olmadigindan Rad( ;Q) = ;Q dur [3].

2.8.14. Teorem M bir R-modiil olsun. Bu takdirde Rad(M) = Y «u L dir [3].

Ispat. Herhangi bir L < M alt modiiliinii ele alalim. Eger M nin bir K maksimal alt modiilii
L yi igermezse K + L = M olup K = M celiskisi elde edilir. Dolayistyla L M nin biitiin
maksimal alt modiillerinde igerilir ki L S Rad(M) olur. Buradan da )} ; «y L S Rad(M)
bulunur. Simdi de ters kapsamayi gosterelim. VmeRad(M) icin <m >=Rm K M
oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. m € Rad(M) olsun. Kabul edelim ki Rm, M de
kiigiik olmasin. Bu durumda Rm + L = M olacak sekilde 7L =M alt modiilii vardir. Bu
durumda S ={Llm € L,Rm + L = M} kiimesi bostan farklidir. Bu kiimede kapsama
bagtisina gore her zincirin bir iist sinirt oldugunu gdsterelim. Kabul edelim ki K, S nin bir
zinciri ve C = Ugeg B olsun. Bu takdirde C, M nin bir alt modiiliidiir. M # C oldugunu
gosterelim. M = C olsun. m € C = Ugeg B icinm € Bolacak sekilde 3IBeEK c S

mevcuttur. Buradan B=Rm+ B = M olur ki B € S olmasiyla g¢elisir. Dolayisiyla

M# C dir. C nin K da bir Gst sinir oldugu agiktir. Dolayisiyla Zorn Lemmasi geregi S,
P gibi bir maksimal eleman igerir. Burada P nin M de maksimal alt modiil oldugu agiktir.
Boylece m & P oldugundan me Rad(M) € P c¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla < m >=

Rm « M olmak zorundadir.
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Rad(M) = 0ise M nin 0 dan bagka kiicilik alt modiiliiniin olmadig1 agiktir [3].

2.8.15. Teorem M bir R-modiil olsun. Eger M nin her 6zalt modiilii bir maksimal alt modiilde
icerilirse bu takdirde Rad (M) « M dir [3].

Ispat. Rad(M) + L = M olan herhangi bir L alt modiilii igin eger L #M olsa, hipotez geregi
L bir K maksimal alt modiilde icerilmis olur. Buradan da L € K ve Rad(M) € K
oldugundan M = Rad(M) + L € K ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla L =M olup
Rad(M) <« M dir.

2.8.16. Sonu¢ M sonlu iiretilmis R-modiil ise Rad(M) < M dir [3].

2.8.17. Lemma M modiil olsun. I bir indis kiimesi olmak tizere her i € [ i¢in N; modiilleri

M nin N < M alt modiiliinii kapsayan alt modiiller ise N;e;(N;/N) = (Nier N;)/N dir [15].
Ispat. Herhangi bir m + N € N;¢;( N;/N) eleman ve her i € I icin m + N € N;/N olup
m € N; dir. Buradan m € N;¢g; N; olurkim + N € (N;¢; N;)/N elde edilir. Tersine; benzer

islemler yapilarak esitlik gosterilebilir.

2.8.18. Teorem

(i) M ve N birer modiil ve f € Hom(M, N) olsun. Bu takdirde, f(Rad(M)) < Rad(N)
dir. Eger Cek(f) < Rad(M) ise, f(Rad(M)) = Rad(f(M)) dir;
(ii) Rad(M /Rad(M)) = 0 dir;
(i) U <V < M ise Rad(U) < Rad (V) dir;
(iv) M =@¢; M; ise Rad(M) =P ;¢; Rad (M;) dir;
(v) N<Mise, (N +Rad(M))/N < Rad(M/N) ve N < Rad(M) ise,
Rad(M/N) = Rad(M)/N dir;
(vi) M nin radikal modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her sonlu iiretilmis alt
modiiliiniin M de kiigiik olmasidir [7],[15].
Ispat. (i) Rad(M) = ¥« L oldugundan f(Rad(M)) = ¥« f(L) dir. Teorem 2.7.4 den
f(L) < N olur. Sonug olarak f(Rad(M)) < Rad(N) elde edilir. m € Rad(M) ise, Sonug
2.8.16 dan Rm < M olup f(Rm) = Rf(m) < f(M) dir. Dolayisiyla f(m) € Rad(f (M))
olup f(Rad(M)) < Rad(f(M)) olur. Simdi ise herhangi bir f(m) € Rad(f (M)) alalim.
Sonug 2.8.16 dan Rf(m) < f(M) dir. Kabul edelim ki m € Rad(M) olsun. Bu takdirde
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Lemma 2.8.17 den Rm + K = M olacak sekilde M nin K maksimal alt modiilii vardir.
Buradan Rf(m) + f(K) = f(M) olup Rf(m) < f(M) oldugundan f(K) = f(M) elde
edilir. Teorem 2.7.4 den M = K + Cek(f) olup Cek(f) < Rad(M) < K oldugundan M =
K celiskisi elde edilir. Dolayisiyla m € Rad(M) olmalidir. O halde f(m) € f(Rad(M))
olur. Sonug olarak f(Rad(M)) = Rad(f (M)) bulunur.

(i1) Sonug 2.3.15.(ii) den M nin maksimal alt modiilleriyle M /Rad (M) boliim modiiliiniin
maksimal alt modiilleri arasinda birebir esleme vardir. Bu takdirde, X, M nin tiim maksimal
alt modiillerinin kiimesi olmak tizere M /Rad(M) = Nyex(U/Rad(M)) Lemma 2.8.17 den
M/Rad(M) = Nyex(U/Rad(M)) = (Nyex U)/Rad(M) = Rad(M)/Rad(M) = 0 elde
edilir.

(iii)) m € Rad(U) olsun. Bu takdirde, Rm < U ve U <V oldugundan Teorem 2.7.3
geregince Rm < V olup Sonug 2.8.16 dan m € Rad (V) dir.

(iv) (iii) geregince M; < M = Rad(M;) < Rad(M) dir. Buradan Y,;¢; Rad(M;) =
®Dic; Rad(M;) < Rad(M) olur. Tersine; m = Y,;¢;m; € Rad(M) elemanimi alalim.
m;(m) = m; ile tanimh ;: M — M; i.projeksiyon olmak tizere (i) geregince m;(m) = m; €
Rad(M;) dir. Boylece m €®;c; Rad(M;) olur. Sonug olarak @;¢; Rad(M;) = Rad(M)
bulunur.

(v) p:M - M/N dogal homomorfizmasin1 alalim. (i) den p(Rad(M)) = (Rad(M) +
N)/N < Rad(M/N) dir. Cek(p) = N < Rad(M) olup tekrar (i) kullanilirsa p(Rad(M)) =
(Rad(M) + N)/N = Rad(M)/N dir. Aym zamanda Rad(p(M))= Rad(M/N)
oldugundan Rad(M/N) = Rad(M)/N bulunur.

(vi) M = Rad(M) ise, her m € M icin Sonug 2.8.16 geregi Rm < M olur. Buradan M nin

sonlu tiretilmis her 6z alt modiilii M de kiiciik olur. Tersi Sonug 2.8.16 dan agiktir.

2.8.19. Tanim M modil olsun. M modiilinin her 6z alt modiili bir maksimal alt modiilde

kapsaniyor ise, M modiiliine es atom modiil denir [18].

2.8.20. Teorem M modil ve N < M olsun. Bu takdirde,

(1) M es atom ise, Rad(M) < M dir.
(i) M es atom ise, M /N es atomdur.
(iii)) N ve M /N es atom ise, M es atomdur [18].

2.8.21. Tanim Herhangi bir R halkasi i¢in, sifirdan farkli her sol R-modiil maksimal
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alt modiile sahip ise R ye sol maksimal halka denir [12].

R sol maksimal halka olsun. Bu durumda her sol R-modiil es atomdur.

2.8.22.Onerme R halka ve P sifirdan farkli projektif bir R-modiil olsun. Bu takdirde
Rad(R)P = Rad(P) ve Des(R)P = Des(P) dir [15].

Ispat. P bir F = R" serbest modiiliiniin direkt toplam terimidir. O halde F = P@®N olacak
sekilde bir N modiilii vardir. Bu takdirde Rad(R) = J olmak iizere JF = J(R®) = J =
JP@® JN yazlabilir. Teorem 2.8.18.(iii) den Rad(P) < J® dir. J]M < Rad(P) oldugundan
Modiiler Kurali ile Rad(P) = Rad(P) n ] = JP®(Rad(P) N JN) olup JP = Rad(P)
elde edilir. Simdi Des(R)P = Des(P) esitligini gdsterelim. Des( zxR)P S Des(P)
oldugunu biliyoruz. Herhangi bir x € Des(P) alalim. P projektif oldugundan yerel projektif
olup f(X)y; + fo(x)y, + -+ fr(x)y,, = x olacak sekilde f: P — R homomorfizma ve
1<i<nigin y; €P vardir. Ayrica fi(Des(P)) € Des( gzR) oldugundan f;(x) €
Des(gzR) dir. O halde x € Des( zR)P dir. Béylece Des(P) < Des(xR)P bulunur.

Des( gR)P = Des(P) elde edilir.

2.9. Yerel ve Oyuk Modiiller

2.9.1. Tanim M bir R-modiil olsun. Eger M nin her 6z alt modiilii M de kii¢iik alt modiil
ise, M ye oyuk modiil denir [15].

2.9.2. Teorem Oyuk modiillerin her béliim modiiliide oyuktur [15].

Ispat. M bir oyuk R-modiil, M / K da herhangi bir bliim modiilii olsun. N/K c M /K bir
0z alt modiil olsun. Bu durumda N, M nin 6zalt modiili olup N < M bulunur
N/K + H/K =M /K olan herhangi bir H < M alt modiili verilsin. Bu durumda
(N +H)/K = M/K oldugundan N + H = M olur. Bu durumda N <« M oldugundan
H=Molup H/K =M /K olur ki N/K K M /K dir.

2.9.3. Tanim M bir R-modiil olsun. Eger M modiiliiniin tiim 6z alt modiillerini igeren bir
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en genis 6z alt modiilii varsa M modiiliine yerel modiil denir. R (sol) R-modiil olarak yerel

modiil ise R halkasina yerel halka denir [15].
2.9.4. Teorem M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir.

(1) M oyuktur ve Rad (M) # M dir;

(i1) M oyuktur ve devirlidir (veya sonlu iiretilmistir);

(ii1) M yereldir [15].
Ispat. (i) = (ii) Rad(M) # M oldugundan M nin bir K maksimal alt modiilii vardir. K
maksimal oldugundan vm € M \ K i¢in K + Rm = M dir. Ayrica M oyuk oldugundan
K < M olup Rm = M bulunur. Dolayisiyla M devirlidir.

(i1) = (iii) M devirli ise sonlu iiretilmistir. Dolayisiyla Rad(M) # M dir. Béylece M nin
bir N maksimal alt modiilii vardir. Simdi bu N maksimal alt modiiliin biitiin diger 6z alt
modiilleri igerdigini gosterirsek ispat tamamlanmis olur. K, M nin herhangi bir 6z alt modiilii
olsun. Eger K & N olsaydi N maksimal oldugundan K + N = M olup M oyuk oldugundan
N = M bulunur. Buradan K ¢ N olmak zorundadir. Yani N, M nin biitliin diger 6z alt

modiillerini igerir. Ayrica N 6z alt modiil oldugundan M yereldir.

(ii1)) = (i) M yerel olsun. Bu takdirde M nin diger 6z alt modiillerini iceren bir N 6z alt
modiilii vardir. N + L = M i¢in eger L #M olsa, L € N olup N = M olurdu. Dolayistyla
N + L = M sartin1 saglayan her L alt modiilii i¢in L = M olur. Yani N < M dir. Simdi M
nin herhangi bir K 6z alt modiiliinii alirsak K € N ve N < M oldugundan K < M olur.
Dolayistyla M oyuk olup Rad(M) = N # M dur.

2.9.5. Teorem Sifirdan farkli M R-modiiliiniin yerel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin

sonlu tiiretilmis (devirli) ve bir tek maksimal alt modiile sahip olmasidir. Bu durumda M nin

maksimal alt modiili Rad (M) olup Rad (M) < M dir [15].

Ispat. M yerel bir modiil ve M nin tiim 6z alt modiillerinin toplam1 K ise K # M dir. Bu
takdirde, en az bir m € M vardirkim € K olup Rm <% K dir. K nin tanimi geregi Rm = M
olup M devirlidir. Ayrica K alt modiiliinlin bir tek maksimal alt modiil oldugu agiktir.
Tersine, M devirli ve M bir tek K maksimal alt modiiliine sahip olsun. M sonlu iiretilmis
oldugundan M modiiliiniin her 6z alt modiilii K tarafindan kapsanir. Dolayisiyla M nin tiim
0z alt modiillerinin toplam1 K olup M yerel modiildiir. Bir modiiliin radikali tanim1 geregi

Rad(M) = K olup M devirli oldugundan Rad (M) < M oldugu agiktir.
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2.9.6. Sonu¢ M modiiliiniin yerel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin sonlu

iretilmis ve M /Rad (M) boliim modiiliiniin basit olmasidir [15].

2.9.7. Onerme M modiiliiniin yerel olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M sonlu iiretilmis ve

Rad (M), M nin tek maksimal alt modiiliidiir [15].

2.9.8. Sonug R halkasi i¢in agsagidaki ifadeler denktir:

(1) R yerel halkadir;

(i1) R tek maksimal sol ideale sahiptir;

(ii1) Rad(R), R nin maksimal sol idealidir;

(iv) R halkasinin birim olmayan elemanlarinin kiimesi toplama islemi altinda kapalidir;
(v) Rad(R), R nin maksimal sag idealdir;

(vi) R/Rad(R) bolme halkasidir [7],[15].

2.9.9. Tanim R halka ve M bir R-modiil olsun. M/Rad(M) yari basit ise, M modiiliine

yari-yerel modiil denir. R halkasi sol (sag) R-modiil olarak yari-yerel ise, bu durumda R

halkasina yari-yerel halka denir [5].

2.9.10. Teorem R yar1 yerel halka ve M herhangi bir sol R-modiil olsun. Bu takdirde,
Rad(M) = Rad(R)M dir [16].

2.10. Yerel Artin Modiiller

2.10.1. Tanim Her sonlu firetilmis alt modiilii Artin olan modiile yerel Artin modiil

denir [15].

2.10.2. Teorem 1) 0 — N’ — N — N"" — 0 kisa tam dizisi olmak {izere;
i) N (yerel) Artin ise N’ ve N"' (yerel) Artin modiillerdir,
ii) N’ ve N Artin modiil ise N Artindir.
iii) N’ Artin modiil ve N’ yerel Artin modiil ise N yerel Artin modiildiir.



2) Yerel Artin modiillerin herhangi sayidaki direkt toplam terimi yerel Artin modiildiir.
3) M yerel Artin modiil ise M / Rad (M) Y3 - basit modiildiir [15].

2.10.3. Sonug 1) Yerel Artin modiiliin her alt modiilii yerel Artindir,

i1) Yerel Artin modiiliin homomorfik goriintiisii yerel Artin modiildiir [15].

28
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Tiimlenmis ve Bol Tiimlenmis Modiiller

3.1.1. Tanim M modiil ve U < M olsun. M = U + V olacak sekilde bir V alt modiilii var ve

V bu sarta gore minimal ise, yani U + L = M kosulunu gercekleyen her L < V icin L =V
ise, V ye M de U nun tiimleyeni ve U ya M de tiimleyene sahiptir denir. Eger M = U +V
kosulunu gergekleyen her IV alt modiilii icin U nun M de V tarafindan kapsanan bir tiimleyeni

varsa, U ya M de bol tiimleyene sahiptir denir [15].

M modiil ve N < M olsun. Bu takdirde, kiiciik alt modiil tanimindan goriilecegi tizere M, N

alt modiiliiniin tlimleyenidir. Dolayistyla modiiliin kendisi sifirinin tek tiimleyenidir.

3.1.2. Teorem L modiiliiniin K nin bir tiimleyeni olmas i¢in gerek ve yeter sart K + L = M
ve K N L < L olmasidir [15].

Ispat. (=) L, K alt modiiliiniin bir tiimleyeni olsun. Bu durumda tanima gére K + L = M
dir. N < L alt modiilii i¢in K < L + N = L olsun. Bu durumda K + (K NL) + X =M ve
K + N = M bulunur. X < L oldugundan L nin minimalligi g6z 6niinde bulundurulursa N =
L bulunur. Yani (K N L) + N = L sartin1 saglayan her N < L alt modiilii i¢cin N = L olur.
Sonug olarak K N L < L dir.

(&)K+L=MveKNL<Lolsun. K + N = M sartini saglayan her N < L alt modiilii i¢in
N = L oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. N < L ve K + N = M olan herhangi N alt
modiiliini ele alalim. Esitligin her iki tarafinin L ile arakesitini ele alirsak (K + N) N L =
M N L = L bulunur. Bu durumda Modiiler kuralina gére (K + N)NL = (KNL)+ N olup
(KNL)+ N =Lolur. K NL < L oldugundan N = L bulunur ki bu da istenendir.

3.1.3. Teorem V, U modiiliiniin M de bir tiimleyeni, W < U alt modiili icin W +V = M

ise V, W nin da M de bir tiimleyenidir [15].

3.1.4. Teorem V bir U modiiliiniin M de bir tiimleyeni ve U modiilii maksimal alt modiilii

ise V devirlidir ve U N V, V nin tek maksimal alt modiiliidiir. Bu durumda U NV = Rad (V)
dir [15].



30

3.1.5. Teorem V modiilii, U nun M de bir tiimleyeni ve K < M ise V, U + K nin da bir
tiimleyenidir [15].

Ispat. U + V = M oldugundan U + K + V = M dir. Simdi X <V alt modiil olmak iizere,
U+K+X=M olsun. Buradan K+ U+ X =M olup K K M oldugundan U + X =
M bulunur. X <V ve V, U nun bir tiimleyeni oldugundan V nin minimalligi geregi X =V

dir. Dolayisiyla V, U + K nin bir timleyenidir.

3.1.6. Teorem V, U nun M i¢inde bir tiimleyeni ve K < Mise K NV KV dir [15].

Ispat. X <V alt modiilii icin KNV + X =V olsun. Buradan U+ KNV + X = M olup
U+K+X=M olurr KM oldugundan Teorem 3.1.3 geregi V, U+ K nm bir
tiimleyenidir.

Bu taktirde ise (U+K)NV K Volup KNVcU+K)nVoldugundan KNV K V
dir.

3.1.7. Teorem V,U nun M de tiimleyeni ve K, V nin maksimal alt modiilii ise U + K da M

nin maksimal alt modiiliidiir. Bu durumda K = (U + K) NV dir [15].

3.1.8. Teorem M bir R-modiil ve V, M nin bir alt modiilii olsun. Eger K, M nin maksimal

alt modiilii ve V & K ise V N K da V nin maksimal alt modiiltidiir [15].

3.1.9. Sonu¢ U bir M modiilinde sifirdan farkli bir tiimleyeni bulunan alt modiil ve

Rad(M) < M ise U, M nin bir maksimal alt modiiliinde igerilir [15].

3.1.10. Sonug V, M i¢inde herhangi bir alt modiiliin tiimleyeni ise Rad(V) =V N Rad(M)

dir [15].

3.1.11. Teorem V, U nun M iginde bir tiimleyeni ve L < Uise (V + L)/L de U/L nin M /L
icinde bir timleyenidir [15].
Ispat. (V+L)/L ve U/L, M/L nin alt modiilleridir. V, U nun M de tiimleyeni

oldugundan V+U =M ve UNV KV dir. Buradan (V+L)/L + U/L = M/L elde
edilir. Ayrica {(U/L)n[(V +L)/L]} + K/L = (V + L)/L olacak sekilde K/L < (V +
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L)/L olsun. Modiiler Kuralina goére (L+UNV)+K)/L=V+L)/L ve LK
oldugundan, (UNV )+ K =V + L dir. Béylece (U/L) N [(V + L)/L] <« (V + L)/L olup
(V+L)/L,U/L nin M /L de timleyenidir.

3.1.12. Tanim Bir M, R-modiiliiniin her alt modiilii bir timleyene sahipse M modiiliine

tiimlenmis modiil denir [18].

3.1.13. Lemma M bir R modiil, M; ve U M nin alt modiilleri ve M; tiimlenmis olsun. Eger

M; + U nun M de bir tiimleyeni varsa U nun da bir tiimleyeni vardir [15].

Ispat. M, + U nun M igindeki tiimleyeni X, ve M; N (U + X) alt modiiliiniin M, deki

timleyeni Y olsun. Bu takdirde X, M; + U nun M deki tiimleyeni oldugundan (M; +
U)+X=M, M;+U)NnX<KXveY, M;n U+ X) in M, deki tiimleyeni oldugundan
MiNnU+X)+Y =M, ve [M{n(U+X)]NY KY dir. Buradan M\; n (U+ X))+ U +
Y =M; +U = M oldugundan U + X + Y = M elde edilir. Diger yandan, UN (X +7Y) <
XNW+Y)+YNWU+X) olup Y<M; ve YN(U+X)KY oldugundan U N (X +
Y)&XX+Yolup X +Y, Unun M deki tiimleyenidir.

3.1.14. Teorem M; ve M, bir M R-modiiliiniin alt modiilleri olmak {izere, M = M; + M,
ve M, ve M, timlenmis iseler M de tlimlenmistir [15].

Ispat. U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun . V' de (M; + U) N M, nin M, de bir
timleyeni olsun. Bu durumda M = M; + M, =M, + (M; +U)NM, +V =M, +U+V
bulunur. Ayrica V, (M; + U) N M, nin M, de bir tlimleyeni oldugundan (M; +U) NV =
[((My +U)NM,] NV KV olur. Dolayisiyla V, M; + U nun M de bir tiimleyenidir. Yani
M; + U nun M i¢inde tlimleyeni vardir. M; tiimlenmis oldugundan Teorem 3.1.9 geregi

U nun da M i¢inde timleyeni vardir. Dolayisiyla M tlimlenmistir.

3.1.15. Teorem Timlenmis bir modiiliin homomorfik goriintlisii de tlimlenmistir [15].

3.1.16. Teorem Oyuk modiiller tiimlenmistir [15].

3.1.17. Teorem M bir R-modiil olsun. Bu takdirde Rad(M) = M olmasi i¢in gerek ve
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yeter sart M nin her sonlu liretilmis alt modiiliiniin M de kiigiik olmasidir [15].

Ispat: (=) Rad(M) = M olsun. Ym € M i¢cin Rm <« M dir. M nin herhangi bir K sonlu
iiretilmis  alt modiiliinii ele alalim. O halde K =< { ky,k,,...k,} > olacak sekilde
ki, k,, ...k, € K bulunabilir. K € Rk, + Rk,+...+ Rk, oldugu gosterilebilir.

Rk, « M

Rk, « M

Rk, &K M
oldugundan , K < Rk; + Rk,+...+ Rk, < M olup K < M bulunur.

(<) M nin her sonlu tiiretilmis alt modiili M de kiiclik olsun. O halde her m € M i¢in
Rm <« M olur. Eger K, M nin bir maksimal alt modiilii olsa Ym € M \ K i¢cin Rm + K =
M olup Rm < M oldugundan K = M olurdu ki bu da bir geligkidir.

3.1.18. Sonu¢ Yerel modiiller tiimlenmistir [15].

3.1.19. Tanim {M,};c; herhangi bir R-modiiliin alt modiilleri ailesi olmak tlizere Y.;c; M;
toplami igin, eger Vip €1 i¢in Y. M; # Yy M;  oluyorsa };c; M; toplamina

kisaltilamayandir denir [15].

3.1.20. Teorem Bir M R-modiilii icin asagidaki ifadeler denktir;

(1) M oyuk alt modiillerin bir toplamidir ve Rad(M) < M dir.
(i1)) M yerel modiillerin kisaltilamayan bir toplamidir ve Rad(M) < M dir.
(ii1) M nin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde igerilir ve

(a) Her maksimal alt modiiliin M de bir tiimleyeni vardir veya

(b) M /K sonlu liretilmis olmak tlizere M nin her K alt modiili M de bir timleyene

sahiptir [8].
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3.1.21. Sonu¢ Her M sonlu iiretilmis R-modiilii icin asagidakiler denktir;

(1) M tiimlenmistir,
(i) M nin her maksimal alt modiiliiniin M de bir tlimleyeni vardir,
(iii) M oyuk modiillerin bir toplamidir,

(iv) M yerel modiillerin kisaltilamayan bir toplamidir [8].

3.1.22. Sonu¢ M modiilii timlenmis ve Rad(M) < M ise M yerel modiillerin kisaltilamayan

toplamidir [15].

3.1.23. Teorem U bir M R-modiiliiniin alt modiilii olsun. Eger U + V = M sartin1 saglayan

her V alt modiilii i¢in U nun V' € V olan bir V' tiimleyeni varsa U nun M iginde bol

tiimleyeni vardir [15].

3.1.24. Tanim M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt modiilii bol tiimleyene sahipse M

ye bol tiimlenmistir denir [15].

3.1.25. Sonu¢ M bol tiimlenmis ise tiimlenmistir [15].

3.1.26. Teorem M bol t iimlenmis R-modiil, M de herhangi bir alt modiiliin bir timleyeni

olsun. Bu takdirde M de bol timlenmistir [15].

3.1.27. Teorem M bol tiimlenmis bir R-modiil ise, M nin her direkt toplam terimi ve her

bolim modiili de bol tiimlenmistir [15].

3.1.28. Sonu¢ M R-modiilii bol tiimlenmis ise M-modiiliiniin homomorfik goriintiisii de bol

tiimlenmistir [15].

3.1.29. Teorem M bol tiimlenmis bir R-modiil olsun. Bu takdirde Mi, L; ler yerel alt modiiller
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ve K, Rad(K)=K sartim1 saglayan alt modill olmak tlizere M =Y, L; + K
kisaltilamayan toplam seklinde yazilabilir. M /Rad (M) bolim modiilii sonlu iiretilmis ise,

toplam sonlu olur [15].

3.1.30. Teorem M bir R-modiil ve M = U; + U, olsun. Eger U; ve U, bol tiimleyene sahip
ise, U; N U, de bol tiimleyene sahiptir [15].

3.1.31. Teorem Bir M R-modiilii i¢in asagidakiler denktir;

(1) M bol tiimlenmistir,

(i1) M nin her U alt modiilii X tiimlenmis ve Y « M olmak tizere U = X + Y seklinde
yazilabilir,

(ii1)) M nin her U alt modiilii i¢in U/X < M /X olacak sekilde bir X C U tlimlenmis alt

modiilii vardir [15].

3.1.32. Teorem M modiilii i¢in asagidakiler denktir:

(a) M tiimlenmis ve n-projektiftir;
(b) (1) M bol tiimlenmistir;

(i1) Birbirinin tiimleyenleri olan alt modiillerin kesisimleri sifirdir;
(c) (1) M nin her alt modiilii bir direkt toplam terimi lizerindedir;

(1)) M = U + V olacak sekilde U ve V alt modiilleri direkt toplam terimleri iseler U NV
de M nin direkt toplam terimidir;
(d) M = U + V olacak sekilde U ve V alt modiilleri igin a(M) c U, (1, —a)(M) c V ve
1y —a)(U) <« (1 — @)(M) kosullarini saglayan e € End(M) vardir [15].

3.2. ss-Tiimlenmis Modiiller

3.2.1. Tanim M modiili Rad(M) € Des(M) kosulunu saglayan yerel modiil olsun. Bu
takdirde, M modiiliine giiclii yerel modiil denir. R halkas1 sol R-modiil olarak giiclii yerel

modiil ise, R halkasina sol giiclii yerel halka denir. O halde asagidaki diyagram saglanir.

basit modiil = gii¢lii yerel modiil = yerel modiil
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Omegin; M =7, yerel sol Z-modiilii olsun. Rad(M) = Des(M) ={0,2} =<2 >
oldugundan M gii¢lii yerel modiildiir fakat basit degildir. Diger taraftan; M = Zg yerel sol
Z-modiilii icin {0, 2} = Des(M) € Rad(M) = {0, 2 4, 6} oldugundan M giiclii yerel modiil
degildir [8].

3.2.2. Onerme M giiclii yerel modiil olsun. Bu takdirde, M nin her béliim modiilii giiglii

yerel modiildiir [8].

3.2.3. Tanim M modiiliiniin basit ve kiiciik alt modiillerinin toplam1

Desg(M) = Y{N « M |N, M nin basit alt modiilii} olarak tanimlanir [16].

3.2.4. Tanim M modilve U,V < M olmakiizere M = U +V ve UNV S Desy(V) sartlart

saglaniyor ise, V ye U nun ss-tiimleyeni denir [8].

3.2.5. Lemma M bir modiil U,V < M olsun. Bu takdirde, asagidakiler denktir:

(1) V, U alt modiiliiniin M de ss-tiimleyenidir;

()YM=U+V,UnV S Rad(V) ve U NV yari basittir;

)M =U+V,UNV KV veU NV yar basittir [8].
Ispat. ()=(ii) V, U nun ss-tiimleyeni olsun. Bu takdirde M =U+V ve UNV <
Dess(V) S Rad(V) ve UNV < Desg(V) € Des(V) oldugundan, U NV basit alt
modiillerin toplam1 olup U N V yar basittir.
(i)=(ii)) M=U+V ve UNV S Rad(V) ve UNV vyar basit olsun. UNV KV
oldugunu gosterelim. (U NV )+ K =V kosulunu saglayan K <V i¢in K = V oldugunu
gostermeliyiz. Bunun icin K <V =UNK<UNV dir. Buradan UNV yar basit
oldugundan (U NK) @ L = U NV olacak sekilde L < U NV vardir. Sonug (i) den L yar1
basittir. Yar1 basit modiillerin tek kiiglik alt modiilii 0 oldugundan Rad (L) = 0 dir. Buradan
V=UnV)+K=((UNK)®L)+K=L@K olur. Diger yandan UNnV E
Rad(V) = Rad(L) ® Rad(K) = Rad(K) €K dir. Hem UNV S K hem de V =
(UNYV)+ K oldugundan K = V bulunur. Boylece U NV < V olur.
(ii)=OM =U+V,UNV LV veU NV yaribasitolsun. U NV € Desy(V) olup istenen
elde edilir.
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Dolayisiyla Lemma 3.2.5 den goriildiigi gibi ss-tiimleyen alt modiiller tiimleyen alt

modiillerden daha giiclii bir kavramdir. Boylece asagidaki diyagrami elde ederiz.

ss-tlimleyen = tiimleyen

3.2.6. Tanim M modiil ve U < M olsun. Eger M = U + V sartin1 saglayan bir V alt modiili

icin U nun V' <V olan bir V' ss-tiimleyeni varsa U, M de bol ss-tiimleyene sahiptir denir

[8].

3.2.7. Tanim M modil olsun. Eger M nin her alt modiilii (bol) ss-tiimleyene sahipse, M

modiiliine (bol) ss-tiimlenmis modiil denir [8].

3.2.8. Onerme M modiil ve U, M nin maksimal alt modiilii olsun. V, U alt modiiliinin M
modiiliinde ss-tiimleyeni ise, V gii¢lii yerel modiildiir [8].

Ispat. V, U nun M de ss-tiimleyeni olsun. M = U + V , UNV < V ve UNV yar basittir. U
maksimal alt modiilii ve V, U nun tiimleyeni oldugundan V yerel modiildiir. Yani Rad(V),
V nin tek maksimali ve Rad(V) < V dir. Diger yandan M /U = V /UNV basit olup UNV,
V nin maksimali olup UNV = Rad (V) olur. 1. durum: UNV = 0 ise Rad (V) = 0 ve Vyerel
modiil oldugundan ¥ basittir. Rad(V) S Des(V) kapsamasi saglanir.2. durum: UNV # 0
ise 7 yerel modiil oldugundan Des(V) € Rad(V) = UNV ve UNV yari basit oldugundan
UNV < Des(V) olur. Boylece Des(V) = Rad (V) bulunur.

Her iki durumda da V yerel ve Rad(V) € Des(V) oldugundan V giiglii yerel modiildiir.

3.2.9. Onerme M herhangi bir ss-tiimlenmis modiil ve N < M ise N € Des (M) dir [8].

3.2.10. Sonu¢ M ss-tiimlenmis modiil ve Rad(M) < M olsun. Bu takdirde, Rad(M) <
Des(M) dir [8].

Ispat. M ss-tiimlenmis ve Rad(M) <« M oldugundan M, Rad(M) nin ss-tiimleyenidir.
Dolayisiyla, M = M + Rad(M), M N Rad(M) = Rad(M) K M ve M N Rad(M) =
Rad (M) yart basit olup Rad(M) S Des(M) elde edilir.

3.2.11. Lemma M tiimlenmis modiil ve Rad(M) S Des(M) olsun. Bu taktirde, M modiili
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ss-tiimlenmistir [8].

Ispat. N, M nin keyfi bir alt modiilii olsun. Hipotez geregince M nin M = N + K ve N N
K < K kosullarin1 saglayan K alt modiili vardir. NNK < K oldugundan NNK €
Rad(K) € Rad(M) < Des(M) kapsamast yardimiyla NN K nin M nin yari basit alt

modiilii oldugu goriiliir. Boylece NNK € Dess(M) olup M ss-timlenmistir.

3.2.12. Onerme Her giiclii yerel modiil ss-tiimlenmistir [8].

Ispat. M giiclii yerel modiil olsun. Bu takdirde, M yereldir ve Rad(M) € Des(M) dir. M

yerel oldugundan tiimlenmistir ve Lemma 3.2.5 den M ss-tiimlenmistir.

3.2.13. Onerme M oyuk modiil olsun. Bu takdirde, M nin ss-tiimlenmis olmas icin gerek ve

yeter kosul M nin giiclii yerel modiil olmasidir [8].

3.2.14. Ornek p asal tamsay1 ve sol Z-modiil Zpw = Up=q Zyn yerel olmayan oyuk modiilii

ele alirsak herhangi n dogal sayis1 i¢in ¢, = pin + Z € Zy> olsun. pc; = 0, pc; = cq,...,
PCn+1 = Cp,... Buradan {cy, c;, c3, ..., Cyy, ... } kiimesinin Z,~ modiiliinii iirettigi agiktir. Hatta
Lpo = Up=i(cp) dir. {¢;) E(c3) € --olup (c¢;) = (5 +7Z) = Des(Zpoo) dir. Ayrica Zyeo

maksimal alt modiile sahip degildir. Rad(Zpoo) = Zpw olup Rad(Zpoo) Z Des(Zpoo) olur.

Boylece Zyo ss-timlenmis modiil degildir [8].

3.2.15. Teorem M modiil ve Rad(M) <« M olsun. Bu takdirde, asagidaki ifadeler denktir:

(1) M ss-tiimlenmistir;
(i1) M timlenmistir ve Rad (M) ss-tiimleyene sahiptir;

(iii)M tiimlenmis ve Rad(M) S Des(M) dir [8].

3.2.16. Sonu¢ M sonlu iiretilmis modiil olsun. Bu takdirde, M modiiliiniin ss-tiimlenmis

olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin tiimlenmis ve Rad(M) S Des(M) olmasidir [8].

3.2.17. Ornek p asal tamsay1 olmak iizere M = Loy (k = 1) yerel Z-modiiliinii ele alalim.

l.durum: k = 1 ise, M basit olup M ss-tiimlenmistir.
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2.durum: k = 2 ise, M basit degildir ve Rad(sz)zDes(sz)zZp olup M ss-
tiimlenmistir.

Ornegin; k = 2 ve p = 2 igin Z, ss-tiimlenmistir.

Ly

_T_

{0,2}
T

{0}
Des(Z,) = Rad(Z,) = {0, 2} olur.
3.durum: k = 3 olsun. Rad(Zpk) = Lpk-1 # Des(Zpk) = Z, oldugundan Sonug 3.2.17 den

M ss-tiimlenmis degildir. Ornegin; k = 3 ve p = 2 i¢in Zg tiimlenmistir. Fakat ss-tiimlenmis

degildir.

Des(Zg) = {0,4} = Z, ve Rad(Zg) = {0,2,4, 6} = Z, olup Des(Zg) #+ Rad(Zg) Ayrica;
Desy(Zg) = Des(Zg)NRad(Zg) = {0, 4} dir.

Boylece Zg yerel Z-modiili timlenmistir, fakat ss-timlenmis degildir. Diger yandan Z,
yerel Z-modiilii ss-tlimlenmistir, fakat yar1 basit degildir. Boylece ss-tiimlenmis modiiller
yar1 basit modiillerin 6z genellemesidir. Dolayisiyla agagidaki diyagrami elde edilir.

Yar1 basit modiiller = ss-tliimlenmis modiiller = tiimlenmis modiiller [8].

3.2.18. Lemma M bir R-modiil, M; ve U, M nin alt modiilleri ve M; ss-tiimlenmis olsun.

Eger M; + U nun M de bir ss-tiimleyeni varsa U nun da M de bir ss-tiimleyeni vardir [8].
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Ispat. X, M; +U nun M de bir ss-tiimleyeni olsun. M; ss-tiimlenmis oldugundan
(X + U) n M; inde M, de bir Y ss-tiimleyeni vardir. Bu durumda

M=X+M +U=U+X+M, =U+X+X+U)NM, +Y =U+X +Y olur. Simdi
X+Y)NU K X +7Y oldugunu gosterelim. X +Y)NU<XnY +U)+YNnX+U)
oldugu agiktir. Ayrica X, M; + U nun M de bir ss-tiimleyeni ve Y < M; oldugundan X N
Y+U)<XnM; +U) K XolupX N (Y + U) < X oldugu goriiliir. Benzer sekilde Y alt
modiilli M; N (X + U) nun M; de ss-tiimleyeni oldugundan YN (X +U) =Y Nn[(X +
U)NM;] KLY olur. (X +Y)NU < XN +U) + YN(X + U) oldugundan (X +Y) N U K
X + Y olur. Diger yandan X alt modiilii M; + U nun M de ss-tlimleyeni oldugundan X N
(M; + U) yar basittir ve Y < M; oldugundan Xn¥Y+U)<XnM;+U)olupXn
(Y +U) yan basittir. Benzer sekilde Y alt modili (X +U) N M; in ss-timleyeni
oldugundan Y N [(X + U) N M, ] yar basittir. Oyleyse Y < M; oldugundan Y N (X + U) =
YN [(X+U)nM,] oldugundan Y N (X + U) yan basittir. Sonug 3.2.16.(i) ve (iii) den
(X +Y) N U yar basittir. Boylece X + Y modiilii U nun bir ss-timleyenidir.

3.2.19. Onerme M; ve M,, M = M; + M, sartim saglayan M R-modiiliiniin herhangi

alt modiilleri olsun. Bu takdirde, M; ve M, ss-tiimlenmis ise, M ss-tiimlenmistir [8].

Ispat. U modiilii M R-modiiliiniin herhangi alt modiilii olsun. 0 modiili M = M; + M, + U
nun ss-tiimleyenidir. M; ss-tiimlenmis oldugundan M, + U nun M de bir ss-tlimleyeni
vardir. Lemma 3.2.5 kullanilarak M, + U nun M deki ss-tlimleyeni yardimiyla U nun M de
bir ss-tlimleyeni oldugu goriiliir. O halde M nin her alt modiilii ss-tiimleyene sahip olup M

ss-tiimlenmistir.

3.2.20. Sonu¢ M, M,, ... M,, modiilleri M R-modiiliiniin ss-tlimlenmis alt modiilleri ise,

M; + M, + -+ +M,, sonlu toplami da ss-tiimlenmistir [8].

3.2.21. Ornek M = Z, @ 7, Z-modiilii giiglii yerel modiillerin toplami olarak ss-tiimlenmis

modiildiir. Fakat M modiilii giiclii yerel modiil degildir [8].

Dolayistyla siradaki diyagram elde edilir.
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giiclii yerel modiil

tiimlenmis modiil /

3.2.22. Onerme M (bol) ss-tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde, M nin her boliim modiilii

yerel modiil ss-tiimlenmis modiil

—
\

(bol) ss-tlimlenmistir [8].

Ispat. M ss-tiimlenmis modiil ve M /L, M nin bdliim modiilii olsun. Hipotezden L yi iceren
M nin U alt modilli igin M = U +V,UNV KV ve UNYV yart basit olacak sekilde M nin
bir V alt modiilii vardir. m: M — M /L dogal homomorfizma olmak tizere M/L = U/L +
WV+L)/L ve U/LN(V+L)/L=UnV)+L)/L=nUnV)KLKnaV)=W+L)/L
olur. U NV yart basit oldugundan t(UNV) = (U NV)+L)/L=U/LnV + L)/L yan
basittir. Yani (V +L)/L, M/L de U/L nin ss-timleyenidir. Benzer ispat yontemi
kullanilarak M nin bol ss-timlenmis modiil olmasi durumunda L < M olmak tizere M /L

boliim modiiliiniin de bol ss-tiimlenmis oldugu gdsterilebilir.

3.2.23. Teorem [ bir indis kiimesi ve i €[ i¢cin M; giicli yerel modiil olmak iizere

M = @;¢;M; modiilii ss-timlenmis ve es atomdur [8].

3.2.24. Sonug M giiglii yerel modiil olmak iizere her M-iiretilmis modiil ss- tiimlenmistir ve

es atomdur [8].

3.2.25. Sonug R sol giiclii yerel halka olsun. Bu takdirde, her sol R-modiil ss-tiimlenmistir

[8].

3.2.26. Teorem Herhangi bir M modiilii i¢in asagidakiler denktir:

(1) M tiim giiclii yerel alt modiillerin toplamidir;
(i) M ss-tiimlenmistir ve es atomdur;
(ii1)) M es atomdur ve M nin her es sonlu alt modiilii M de bir ss-tiimleyene sahiptir;

(iv) M es atomdur ve M nin her maksimal alt modiilii M de bir ss-tiimleyene sahiptir [8].
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3.2.27. Sonug¢ M es atom modiilii i¢in asagidakiler denktir.

(1) M giglii yerel modiillerin toplamidar.
(i) M ss-tiimlenmistir.

(ii1))M nin her maksimal alt modiilii M de bir ss-tlimleyene sahiptir [8].

3.2.28. Sonug R sol maksimal halka ve M sifirdan farkli sol R-modiil olsun. Bu takdirde, M

modiiliiniin tiim giiclii yerel alt modiillerinin toplami olmasi icin gerek ve yeter kosul M ss-

tiimlenmis olmasidir [8].

3.2.29. Onerme M modiiliiniin her alt modiilii ss-tiimlenmis ise, M bol ss-tiimlenmistir [8].

3.2.30. Lemma M bol ss-tiimlenmis modiil ve V ss-tiimleyen alt modiil olsun. Bu takdirde,

V bol ss-tiimlenmistir [8].

3.2.31. Teorem M modiil olsun. Bu takdirde, M modiiliiniin bol ss-tlimlenmis olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul X ss-tiimlenmis ve Y € Desg(M) olmak iizere M nin her U alt

modiiliiniin U = X + Y seklinde yazilabilmesidir [8].

Ispat. (=) U < M olsun. M ss-tiimlenmis oldugundan U bir V ss-tiimleyenine sahiptir. M
bol ss-tiimlenmis oldugundan M de V nin ss-tiimleyeni olacak sekilde X € U modiilii vardir.
UNV =Y diyelim. V, U nun ss-tiimleyeni oldugundan Y S Desg (V) S Dess(M) dir.
U=UnNM=UnX+V) =X+UnNV) =X+Y elde edilir. Boylece X ss-
tliimlenmistir.

(&)U < M olsun. Hipotezden U = X + Y, X ss-tlimlenmis ve Y € Des;(M) olacak sekilde
X,Y £ M alt modiilleri vardir. Y € Des;(M) oldugundan Y © Des(M) dir. Buradan Y yari
basit olup ss-tiimlenmistir. Onerme 3.2.10 geregi U ss-tiimlenmistir. Onerme 3.2.13 geregi

M bol ss-tiimlenmistir.

3.2.32. Sonu¢ M modiilii i¢in asagidakiler denktir:

(1) M bol ss-tiimlenmistir;
(i) M nin her alt modiilii ss-tlimlenmistir;

(ii1)) M nin her alt modiilii bol ss-tiimlenmistir [8].
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3.2.33. Onerme M m-projektif ve ss-tiimlenmis modiil ise M bol ss-tiimlenmistir [8].

Ispat. U,V < M olmak iizere, M = U + V olsun. M m-projektif oldugundan f(M) < U ve
(1 - f)(M) <V olacak sekilde M nin bir f epimorfizmasi vardir. (1 — f)(U) < U oldugu
aciktir. V', M de U nun ss-tiimleyeni olsun. Bu takdirde M = f(M) + (1 — f)(M) =
fMM+A-HU+VH)<U+A-HWV'") olup M=U+1—-f)V") olur. (1-
HW)Y <V oldugu aciktir. yeUN (1 —f)(V") alalm. Buradan y €U ve y =
(1-f)(x)=x—f(x) olacak sekildle x € V' wvardr. O haldle x =y + f(x) €U
oldugundan y=(1—-f)x) e A1 - fHUNV'") dir. Boylece Un(1—-fHV')=(1—
HWUNV") olur. UNV' K V' oldugundan UN (1 — (V") « (1 — f)(V') dir. Ayrica
Sonug (i) den UN (1 — (V') = (1 — f)(U N V") yan basittir. Buradan (1 — f)(V"), U

nun M de ss-tiimleyenidir. Boylece M bol ss-tiimlenmis bulunur.

3.2.34. Sonug Projektif ss-tlimlenmis modiiliin her alt modiilii ss-timlenmistir [8].
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4.BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Yerel Artin Tiimlenmis Modiiller

4.1.1. Tanim M modiilii yerel ve Rad(M), M nin yerel Artin alt modiilii ise M modiiliine
RLA yerel modiil denir. R halkasi sol R-modiil olarak RLA yerel modiil ise R ye sol
RLA yerel halka denir.

Yari-basit modiiller yerel Artin dir. Boylece asagidaki diyagram saglanir;
giiclii yerel modiil = RLA yerel modiil = yerel modiil

M hem yerel hemde Artin bir modiil ise M nin RLA yerel modiil oldugu agiktir.

4.1.2. Ornek (i) Zg Z-modiilii sonlu iiretilmistir. Rad(Zg) = {0, 2,4, 6} = Z, oldugundan
Zg yerel modiildiir. Vn € N* igin Z,, esas ideal bolgesi oldugundan Z, Artindir. Rad(Zg) =
Z, yerel Artin modiildiir. O halde Zg RLA yerel modiildiir. Diger taraftan Zg giiclii yerel
modiil degildir.

(ii) p asal tamsay1 olmak tizere Z) = {% ta,b € Zvept b} Dedekind bolgesi verilsin.

Zpy halkas1 yereldir fakat RLA yerel degildir.

4.1.3. Onerme RLA yerel modiiliin her bdliim modiilii RLA yerel modiildiir.

Ispat. Kabul edelim ki M RLA yerel modiil ve N < M olsun. M yerel oldugundan M /N
yereldir. M yerel oldugundan Rad (M), M nin tek maksimal alt modiiliidiir. [Wisbauer, 31.2
(1) (i1)] geregince Rad(M /N) = Rad(M)/N yerel Artin modiildiir. Dolayisiyla M /N RLA

yerel modiildiir.

4.1.4. Tannm M bir modil ve U< Molsun M =U+V, UNV K VveUNV, M nin
yerel Artin modiilii ise V ye U nun yerel Artin tiimleyeni denir. M modiiliiniin her alt
modiilii M de yerel Artin tiimleyene sahipse M modiiliine yerel Artin tiimlenmis modiil
denir. M modiiliiniin M = U + V olan her U < M alt modiilii V de kapsanan yerel artin

tiimleyene sahip ise M ye bol yerel Artin tiimlenmis modiil denir.
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Simdi ise yerel Artin tiimlenmis modiilleri, ss-timlenmis modiilleri, Artin modiilleri ve
tiimlenmis modiilleri birbirinden ayiran bazi 6rnekler verelim. Bu 6rnekle Artin modiillerin
tiimlenmis oldugu ve sol Artin halka {izerindeki her modiiliin yerel Artin tiimlenmis oldugu

kullanilmaktadir.

4.1.5. Ornek p asal tamsay1 olmak iizere M = 2Ly olsun. Bu durumda M Artindir ve bu

yiizden yerel Artin tiimlenmistir ancak Ornek 3.2.17 geregince M ss-tiimlenmis degildir.

4.1.6. Ornek R sol Artinhalka ve M = R™ sol R-modiilii olsun. Bu taktirde M Artin

olmayan tlimlenmis modiildiir.

4.1.7. Ornek R yerel Dedekind bdlgesinin kesir cismi K olsun. Bu durumda zK oyuk
modiildiir ve bu yiizden de tiimlenmistir. Bu yilizden Des( rK ) = 0 oldugundan RK yerel

Artin tiimlenmis modiil degildir.
Verilen 6rneklerle birlikte modiiller lizerinde siradaki diyagrama sahip oldugumuz agiktir;
ss-timlenmis
yerel Artin timlenmis ———  tiimlenmis
Artin modiiller

4.1.8. Lemma M tiimlenmis modiill ve Rad(M), M nin yerel Artin alt modiil olsun. Bu
takdirde M yerel Artin timlenmis modiildiir.

Ispat. M tiimlenmis modiil oldugundan K < M i¢gin M = K + L, K N L < L dir. Dolay1siyla
KNL KM dir. KNL S Rad(M) ve Rad(M) yerel Artin alt modiil oldugundan Sonug
2.10.3(1) den K N L yerel Artin alt modiildiir. Boylece M yerel Artin tlimlenmistir.

4.1.9. Teorem M modiil ve Rad (M) <« M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir;
(1) M yerel Artin tiimlenmistir,
(i) M timlenmistir ve Rad(M), M de yerel Artin tiimleyene sahiptir,
(ii1) M timlenmistir ve Rad (M) yerel Artin dir.
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Ispat. (i) = (ii) M yerel Artin tiimlenmis oldugundan M tiimlenmistir ve Rad (M), M de
yerel Artin tiimleyene sahip oldugu agiktir.

(ii) = (iii) Rad(M) < M oldugundan Rad(M) nin M deki yerel Artin tiimleyeni M dir.
Boylece M = Rad(M) + M, Rad(M) = Rad(M)NM K M ve Rad(M) yerel Artin
modiildiir.

(iii) = (i) Lemma 4.1.8 geregince agiktir.

Her sol R-modiil projektif ortiiye sahipse R halkasina miikemmel denir. Her sonlu iiretilmis
sol R-modiil projektif Ortiiye sahipse R halkasina yar1 miikemmel denir. [Wisbauer, 42.6]
dan R nin yar1 miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter sartin xR nin tiimlenmis olmasidir. Bu

gercegi yukaridaki teoremle kullanarak asagidakileri elde ederiz;

4.1.10. Sonug¢ R halka olsun. Bu taktirde gzR yerel Artin tiimlenmistir gerek ve yeter kosul

rR yart miikemmeldir ve Rad (R) yerel Artindir.

4.1.11. Teorem Her RLA yerel modiil, bol yerel Artin tlimlenmis modiildiir.

Ispat. M = U + V olsun. M yerel ve Rad (M) yerel Artin modiildiir. M yerel oldugundan bol
timlenmistir. Bu yiizden V nin 6yle bir V' alt modiilii vardirkiM = U +Vve UNV' L V'
dir. Dolayistyla U N V' € Rad(V") € Rad(M) dir. Buise U N V' nin yerel Artin oldugu

anlamina gelir. Dolayisiyla M bol yerel Artin tiimlenmistir.

Yerel Artin modiiliin her alt modiiliiniin yerel Artin oldugunu [Wisbauer, 31.2(ii)] den

hatirlayalim.

4.1.12. Onerme M modiil ve U, M nin maksimal alt modiilii olsun. Bu taktirde V < M, U

nun yerel Artin tiimleyenidir gerek ve yeter kosul M = U + V ve V RLA yerel modiildiir.

Ispat. () V, U nun M de yerel Artin tiimleyeni olsun. Bu takdirde M = U +V, UNV KV
ve U NV yerel Artin modiildiir. U, M nin maksimal alt modiil ve V, U nun tiimleyeni
oldugundan [Wisbauer, 41.1. (3)] geregince V yerel modiildiir. AyricaU NV = Rad(V),V
tek maksimal alt modiildiir. U N V = Rad (V) oldugundan V RLA yerel modiildiir.

(&) V RLA yerel modiil oldsun. Bu durumda V yereldir ve Rad (V) yerel Artin modiildiir.
Ayrica V yerel ve U, M nin maksimal alt modiilii oldugundan U NV € Rad (V) dir. Bu ise
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U NV nin yerel Artin ve U NV K V oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla M = U +V, U N
V&KVveRad(V) =UnNV yerel Artin modiildiir.

Simdi ise yerel Artin timlenmis modiillerin sonlu toplamininda yerel Artin oldugunu

gostermek i¢in agagidaki lemma ile devam edelim.

4.1.13. Lemma M modiil, U, M nin yerel Artin tlimlenmis alt modiilii ve V, M nin alt modiilii
olsun. Eger U + V, M de yerel Artin tiimleyene sahip ise V, M de yerel Artin tiimleyene
sahiptir.

Ispat. K, U+ V nin M de yerel Artin tiimleyeni ve L, (K + V) N U < U nun yerel Artin
timleyeniolsun. M = U +V + K, (U+V)NK K K ve (U + V) N K yerel Artindir.
U=[(K+V)NU]+L, (K+V)NL=[(K+V)NU]NLKLve(K+V)NnL vyerel
Artin modildiir. Boylece M =U+V+K=[(K+V)NU]+L+V+K)=V+(K+
L) dir. KN(U+V)KK ve LNn(K+V) <L oldugundan VN (K+L)<S[Kn (V +
DI+[Ln(K+V)]S[KNnU+WM]+[Ln(K+V)] <K+ L elde edilir.

4.1.14. Onerme U ve V, M = U +V kosulunu saglayan M R-modiiliiniin herhangi alt
modiilleri olsun. Bu takdirde U ve V yerel Artin tiimlenmis modiiller ise M yerel Artin

tiimlenmis modiildiir.

Ispat. K < Molsun. M = U +V + K dir. U + V + K, M de 0 asikar yerel Artin tiimleyene
sahiptir. U yerel Artin tiimlenmis oldugundan Lemma 4.1.13 geregince V + K, M de yerel
Artin tiimleyene sahiptir. Tekrar Lemma 4.1.13 uygulanirsa V yerel Artin tiimlenmis

oldugundan K, M de yerel Artin tlimleyene sahiptir. Dolayisiyla M yerel Artin timlenmistir.
Bu 6nermeyi kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz;

4.1.15. Sonug Yerel Artin tiimlenmis modiillerin sonlu toplamida yerel Artin timlenmistir.
4.1.16. Onerme M (bol) yerel Artin tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde M nin her béliim
modiilii (bol) yerel Artin tiimlenmistir.

Ispat. M yerel Artin tiimlenmis ve M /N, M nin bdliim modiilii olsun. Hipotezde N yi
kapsayanU < M igin M = U +V,UNV KV ve U NV yerel Artin olacak sekilde M nin V
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alt modiili vardir. m : M — M /N dogal homomorfizma olmak tizere M/N = U/N + (V +
N)/N ve [Wisbauer,19.3.(4)] den dolayt U/Nn (V +N)/N =[(UnV)+ N]/N =
n(UNV)KLKn(V)={V+N)/N dir. UNV yerel Artin oldugundan Sonug¢ 2.10.3(ii) den
dolaytm(UUV)=((UNnV)+ N)/N=U/N n (V + N)/N yerel Artindir. Yani (V + N)/N,
U/N in M/N de yerel Artin timleyenidir. M nin bol yerel Artin timlenmis modiil olmasi
durumunda N < M olmak iizere M /N boliim modiiliinde bol yerel Artin tiimlenmis modiil

olmas1 oldugu benzer ispat yontemi kullanilarak gosterilir.

4.1.17. Onerme M modiil olsun. M nin her alt modiilii yerel Artin tiimlenmis ise M bol yerel
Artin tiimlenmistir.

Ispat. M = K + L olacak sekilde K,L < M alt modiillerini alalim. L yerel Artin tiimlenmis
oldugundan L = (K NL) + L', KN L' K L', ve K N L' yerel Artin kosullarini saglayan L' <
L alt modili vardir. L = (K N L) oldugundan M = K+ L =K+ (KNL)+L)=K+ L
elde edilir. Dolayisiyla L', K nin M de L de kapsanan yerel Artin tiimleyenidir. O halde M

bol yerel Artin tiimlenmistir.

4.1.18. Lemma M bol yerel Artin tiimlenmis modiil ve V yerel Artin tiimleyen alt modiil
olsun. Bu takdirde V bol yerel Artin timlenmistir.

Ispat. V, U nun M de tiimleyeni olsun. X veY V nin V = X + Y kosulunu saglayan alt
modiileri olsun. Bu takdirde M = (U + X) + Y dir. M bol yerel Artin timlenmis oldugundan
U+ X, Mde Y' <Y yerel Artin timleyenine sahiptir. Buradan X + Y’ < V dir. V nin U ya
gore minimalliginden V < X + Y’ olup V = X + Y’ dir. Ayrica [Wisbauer, 8.1.5] den X N
Y€ (U+X)NY' «Y'dir. Buradan X + Y’ < Y'dir. Sonug 2.10.3(i) geregince (U + X) N
Y’ yerel Artin iken X N Y’ de yerel Artindir. Y’, X in Y alt modiiliinde kapsanan yerel Artin

tiimleyeni oldugundan bol yerel Artin tlimlenmistir.

4.1.19. Onerme M bol yerel Artin tiimlenmis modiil olmas: icin gerek ve yeter kosul M
nin U = K + L olan her U alt modiilii i¢in K yerel Artin tiimlenmis ve L < M yerel Artin
modiildiir.

Ispat. U « M olsun. M yerel Artin tiimlenmis oldugundan U, V yerel Artin tiimleyene
sahiptir. M bol yerel Artin tiimlenmis oldugundan M de V nin yerel Artin tiimleyeni olacak
sekilde K < U modiili vardir. UNV =L diyelim. V, U nun yerel Artin tiimleyeni
oldugundan L yerel Artin modiildir. Modiler kural geregince U=UNM =UnN
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(K+V)=K+UnNV)=K+L dir. Lemma4.1.18 geregince K yerel Artin timlenmistir.
L < V oldugundan L < M dir.

4.1.20. Onerme M m-projektif yerel Artin tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde M bol yerel
Artin tiimlenmistir.

Ispat. M =U+V ve U,V <M olsun. M m-projektif oldugundan @(M) S U ve (1 —
@)(M) € V olacak sekilde M nin ¢ € End(M) vardir. (1 — ¢)(U) € U oldugu aciktir. K,
M de U nun yerel Artin tiimleyeni olsun. Bu takdirde M = ¢(M) + (1 — @)(M) = (M) +
A-@WU+K)<U+A—-¢@)K) olup M=U+1—-¢)K) olur. (1—¢)(K)<V
oldugu aciktir. y € U N (1 — ¢)(K) alalm. Buradany € Vvey = (1 — ¢)(x) = x — ¢(x)
olacak sekilde x € K vardir. x =y + ¢@(x) € U oldugundan y = (1 —¢)(x) € (1 —
@)U NK) dir. Boylece UNn (1 —¢)(K) < (1—¢)(UNK) dir. Ters kapsama benzer
yontemle gosterilebilir. U N (1 — @)(K) = (1 —¢)(UNK) dir. [Wisbauer, 19.3.(4)]
geregi UN(1—¢p)(K) =(1—¢@)(UNK) K (1 —¢)(K) dir. Ayrica U N K yerel Artin
modiil oldugundan Sonug¢ 2.10.3(ii) geregince (1 — ¢)(U N K) yerel Artin dir. M = U +
A-9)K), UnA-p)K)KA=p)K) ve Un(l-9)(K)=1-9¢)(K)

oldugundan M bol yerel Artin tiimlenmistir.

Her projektif modiil m-projektif oldugundan asagidaki sonucu verebiliriz;

4.1.21. Sonug¢ Projektif yerel Artin timlenmis modiiliin her alt modiilii bol yerel Artin

tliimlenmistir.

Simdi ise yerel Artin tiimlenmis halkalar1 karakterize edecegiz;

4.1.22. Lemma M projektif modiil olsun. M nin yerel Artin tlimlenmis modiil olmas1 i¢in
gerek ve yeter kosul M nin tiimlenmis ve Rad (M) nin yerel Artin olmasidir.

Ispat. M projektif tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde [Wisbauer, 42.5] geregi Rad(M) «
M dir. Teorem 4.1.9 geregince aciktir.

4.1.23. Teorem R halkasi i¢in asagidakiler denktir;
(1) R bir sol miikemmel halkadir ve Rad(R) yerel Artin modiildiir;
(i) Her serbest sol R-modiil (bol) yerel Artin tiimlenmistir;

(ii1) Her sol R-modiil (bol) yerel Artin tiimlenmistir;



49

Ispat. (i) = (ii) I indis kiimesi i¢in F = R® verilsin. [Wisbauer, 43.9] dan dolay1 F
tiimlenmistir. [Wisbauer,31.2 (2)] den dolay: ise Rad(F) = Rad(R"’) = Rad(R)"
yerel Artin modiildiir. Dolayisiyla Teorem 4.1.9 dan dolay1 F yerel Artin tlimlenmistir.

(ii) = (iii) Her modiil serbest bir modiiliin homomorfik goriintiisii oldugundan Onerme
4.1.18 geregince agiktir.

(iii) = (i) Teorem 4.1.9 ve [Wisbauer, 43. 9] geregince agiktir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tezde, yerel Artin tiimlenmis modiillerle ilgili 6nermeler, teoremler ve sonuglar;
dordiincii boliimde yer almaktadir. Bu ¢alismada, ss-tlimlenmis modiilleri zayiflatarak yerel
Artin tiimlenmis modiil kavramimi tanimladik ve temel o6zelliklerini belirledik. Bu
modiillerin sol milkemmel halkalar {izerindeki karakterizasyonunu verdik. Bu ¢alismada
tanimlanan modiillerin yapisi, Dedekind bdlgeleri iizerinde incelenebilir. Yine yerel Artin
modiiller tizerinde farkli halka karakterizasyonlar1 arastirilabilir. Her genislemesinde yerel

Artin tlimleyene sahip olan modiiller ¢aligilabilir.
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