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OZET

Bu ¢alismada baslangi¢ degerleri 7y = a, 73 = b, T, = ¢, T3 = d olanve n > 4 igin,

In =0Tn-1+qIh—2 +17T3+ T4
rekiirans bagintisi ile tanimlanan (7,),ey Genellestirilmis Tetranacci Dizisi i¢in Binet formiilii elde
edilerek, bu dizinin ilk n teriminin toplami formiiliize edilmistir. Genellestirilmis Tetranacci say1
dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonuna ulagilmistir. Ayrica elemanlar1 genellestirilmis Tetranacci say1
dizisinin elemanlarindan olusan circulant matrisler i¢in bazi matris normlart hesaplanmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

||A|| A matrisinin Euclidean (Frobenius) normu
|| Al A matrisinin spektral normu

|| Al A matrisinin maksimum siitun toplam normu
[14]| o A matrisinin maksimum satir toplam normu
A, A,, matrisinin n. 6zdegeri

C(c) Circulant matris

N Dogal sayilar kiimesi

Gin Genellestirilmis k —Fibonacci dizisi

Ly, k —Lucas dizisi

F, n. Fibonacci sayisi

T, n. Genellestirilmis Tetranacci sayisi

H, n. Horadam sayis1

In n. Jacobsthal sayisi

Jn n. Jacobsthal-Lucas sayisi

L, n. Lucas sayis1

P, n. Pell sayist

Q. n. Pell-Lucas sayisi

M, n. Tetranacci sayisi

N+ Pozitif dogal sayilar kiimesi

C.(o r — Circulant matris

R Reel sayilar kiimesi

Z Tamsayilar kiimesi

T, Toeplitz matrisi



1.  GIRIS

Gecmiste ve giiniimiizde Fibonacci Sayilari matematigin temel inceleme ve arastirma
konularindan biri olmustur. Bu konu {izerine yapilan ¢alismalarda ve her yeni aragtirmada
da bu say1 dizisi ve bu dizinin olusturdugu yeni say1 dizilerinin yeni 6zelliklerinin oldugu
goriilmiistiir. Bu sayi1 dizisinin tarih boyunca bir¢ok defa kesfedilip bulunmus olma olasiligi
kuvvetlidir fakat Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci bu sayr dizisini gelistirip
giiniimiizde kendi adi ile anilan Fibonacci serisini olusturmustur. Bu seride, bir sayi

kendinden oOnceki iki saymin toplamidir ve 1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, ... seklinde

C . - . . < . 1+V5
devam eder. Bu seri i¢ginden bir say1 alinarak bir 6nceki sayi ile oranlanirsa degeri — =

1,61803 ... olan ve altin ortalama, altin boliim, altin kesit, ilahi (kutsal) oranti, Fibonacci
sayis1 ve Phidias ortalamasi seklinde isimlendirilen “A/fin Oran” formiilii elde edilmistir. Bu
oran en eski zamanlardan beri bir¢ok kisinin ilgilendigi bir konu olmustur. Bu oran bize
yasadigimiz diinyada hayranlik uyandiracak sekilde matematigin giizelligini ve estetigini
gostermektedir. Oyle ki evrene baktigimizda bu orami kar tanelerinde, tavus kusunun
kuyrugunda veya ¢am kozalaklarinda, arilarin yaptiklari peteklerdeki geometrik yapilarda
gorebiliriz. Buralarda bulunan perspektifi, orantiyr veya simetriyi hesapladigimizda
karsimiza yine altin oran ¢ikmaktadir.

Tetranacci say1 dizisi her bir terim kendisinden nceki dort terim toplanarak bir sonraki terim
elde edilerek devam eden bir say1 dizisidir. Bu dizi Latincede “Quadranacci”, Yunanca’ da
Tetranacci olarak isimlendirilmektedir. Tetranacci dizisini ilk kez 1963’ de Feinberg
tanimlamistir. Waddill ise 1992 de yaptig1 “The Tetranacci Sequence and Generalizations™
1simli ¢calismasinda Tetranacci dizisini daha kapsamli incelemistir.

Gerolamo Cardano (Girolamo Cardano) 1545’ te; o zamanin matematikg¢ilerinin yaptiklar
caligmalardan da yararlanarak {igiincii dereceden denklemlerin “Kardan C6ziimii” nii veren,
cebir alanindaki ilk Latince eseri “Ars Magna” y1 (Biiyiik Sanat) yayimlamistir. Bu eserinde,
Cardano’ nun 6grencisi olan Lodovico Ferrari’nin (1522-1565) buldugu dordiincii dereceden
denklemlerin ¢oziimii de bulunmaktadir.

Giliniimiizde, matematik ile diger bilimler arasindaki iliski artik yadsinamaz bir gergek
olmustur. Bu iliskiyi de en iyi miihendislik bilimi ile matematik arasinda gérmekteyiz.
Ozellikle circulant matrisler, bircok problemi modellemek igin bilimsel ¢alismalarda ve
mithendislikte ¢ogu wuygulamada karsimiza ¢ikmaktadir. Circulant matrisler, bazi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde, dijital filtrelerde, haberlesmede, goriintii islemede,

sinyalizasyonda, sifrelemede ve Toeplitz matrislerin ¢éziimiinde 6nemli bir yere sahiptir.



Horadam yaptig1 ¢calismalarda Horadam dizisini tanimlamistir (Horadam, 1965).

Lind elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan circulant matrisleri tanimlamis ve bu
matrislerin determinantlarinin n. dereceden primitif kokiinii hesaplamistir (Lind, 1970).
Davis, circulant matrislerin gesitlerini ve 6zelliklerini vermistir (Davis, 1979).

Mansour, Horadam sayilarinin kuvvetlerinin iirete¢ fonksiyonlar1 i¢in bir formiil elde
etmistir (Mansour, 2004).

Ocal, Tuglu ve Altinisik genellestirilmis k —Fibonacci ve Lucas sayilarinin kararlilik ve
siirekliligini inceleyip bu diziler i¢in Binet formiiliinii elde etmislerdir (Ocal, Tuglu ve
Altinisik, 2005).

Alptekin, E. G., elemanlar1 Pell, Pell-Lucas ve Modified Pell sayilari olan circulant
matrislerin 6zdegerlerini, determinantlarin1 ve normlarini hesaplamis ayrica elemanlar1 bu
sayilar olan semicirculant matrislerin Euclid normunu hesaplamistir (Alptekin, E. G., 2005).
Solak, c¢alismalarinda elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan circulant
matrislerin spektral ve Euclidean normlari i¢in iist ve alt smirlar1 hesaplamistir (Solak,
2005).

Alptekin, Mansour ve Tuglu elemanlart Horadam sayilarindan olusan circulant matrislerin
spektral norm ve Ozdegerlerini hesaplamiglar ayrica elemanlart bu sayilardan olusan
semicirculant matrislerin Euclidean normunu hesaplamislardir (Alptekin, Mansour ve
Tuglu, 2007).

Shen ve Cen ¢alismalarinda, elemanlar1 Fibonacci ve Lucas olan r —circulant matrislerin
spektral normlari i¢in sinirlar elde etmislerdir (Shen ve Cen, 2010).

Bahsi ve Solak elemanlar1 hyper-Fibonacci ve hyper-Lucas sayilar1 olan circulant ve
r —circulant matrislerin spektral normlarini hesaplamistir (Bahsi ve Solak, 2014).

Tuglu ve Kizilates, elemanlar1 genellestirilmis k —Horadam sayilarin1 igeren geometrik
circulant matrisin spektral normlari i¢in iist ve alt sinir problemlerini incelemisler ayrica
elemanlar1 genellestirilmis k —Horadam sayilarindan olusan r —circulant matrisin
normlarint hesaplamislardir (Tuglu ve Kizilates, 2015).

Bahsi, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin baglangic kosullarini degistirerek
Tribonacci dizisinin elemanlarindan olusan circulant matrislerin matris normlarini
hesaplamistir (Bahsi, 2015).

Ozkog ve Ardiyok, (M,)neny Tetranacci dizisi ile bunun tamamlayicist olan (Kp)nen
Tetranacci dizisinin elemanlarindan olusan circulant ve Negacyclic matrislerin spektral ve

Euclidean normlarmi hesaplamislardir (Ozkog ve Ardiyok, 2016).



Tase1 ve Acar, baslangic degerleri Gauss tamsayilari olmak tizere Gaussian Tetranacci
sayilarini tanimlamiglardir (Tas¢1 ve Acar, 2017).

Bu ¢alismanin amaci, baslangi¢ kosullart My = M; = M, = 0ve M3 =1 olanve n>0
icin rekiirans bagintisi

My =Mp1+My_ 3 +My_3+My_y

olan (M,)),en Tetranacci dizisini, baslangi¢ degerlerini

h=aT1=bT,=cT3=d

olacak sekilde genellestirerek rekiirans bagintisi

In =0In-1+ qTn—2 +17T3 + 5Ty

seklinde olan genellestirilmis Tetranacci dizisini tanimlamak ve bu dizinin Binet formiiliinii
ve seri agiliminmi bulup elemanlar1 genellestirilmis Tetranacci dizisinden olusan circulant

matrislerin normlarini hesaplamaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismanin temel sonuglariyla ilgili ileride verilecek boliimlerde yararlanilacak

temel kavramlar verilecektir.

2.1 Dizi
X cR, f:N* > X olmak lizere, Vn € N* sayis1 i¢in f(n) = x,, seklinde tanimlh f

fonksiyonuna, X kiimesi i¢in bir dizi denir.

2.2 Rekiirans (indirgeme) Bagintisi
(a,) bir dizi, keNve f:NxZ¥ —» R bir fonksiyon olsun. Baslangi¢ degerleri a,, aj,
... ,a,_1 Olan ve her n > k i¢in;

an = f( an-1, An-z, - , k)

seklinde tanimlanan fonksiyona k. dereceden indirgeme bagintisi denir. Dizinin biitiin

elemanlar
an = f(Tl, An-1, An-2) - 'an—k)
ve ag, a4, ... ,0ai_q degerleri ile belirlenir.

2.2.1. Tanim keN, fy, f1, ..., fr, N’ den R’ ye taniml1 fonksiyonlar ve f; (n) # 0 olmak {izere
her n > k igin,

ap = fiay1 +Hr(Man— + -+ fi(Man_i + fo(n)
bicimindeki rekiirans bagintisina k. mertebeden lineer rekiirans bagintisi denir. Eger
fi, f2, -, fi fonksiyonlari f;(n) = b; (1 <i < k) bigiminde sabit fonksiyonlar ise

an = bian1+byanp+ -+ bran_ + fo(n)
seklindeki rekiirans bagintisina sabit katsayil rekiirans bagintist denir.
222.Tammly=0,1; =1, 1,=2°=1, I;=2'=2,1,=22=4,..,[,_, = 2k3
olmak iizere, I, = Y¥_, I,_;_; bagntisina k. mertebeden rekiirans bagintis: denir ve bu
bagintiyla iiretilen dizi (I,,) dizisidir. Bu tanimda 6zel olarak k = 2 alindig1 zaman
Fibonacci dizisi, k = 3 alindiginda Tribonacci dizisi elde edilir.

2.2.3. Tamum (ay ) reel terimli bir dizi olsun.

glx) = a0+a1x+a2x2+---+anx"+---=Zakxk
k=0

fonksiyonuna (ay,) dizisinin direte¢ fonksiyonu denir.



2.3 Say Dizileri

Bu boliimde say1 dizileri, say1 dizilerinin baslangi¢ degerleri, mertebeleri ve rekiirans
bagintilar1 verilecektir.

Baslangig degerleri ve rekiirans bagintisindaki katsayilari sabit olan ve II. dereceden
rekiirans bagintisina sahip sayi1 dizilerinden birkag tanesi asagida verilmistir.

2.3.1. Tanim F, = 0, F; = 1 olmak tizere,

Fryz = Fopi t K 1)
seklinde tanimli (F,),,cy say1 dizisine Fibonacci dizisi ve bu dizinin elemanlarina Fibonacci
sayilart denir (Vajda, 1989).

(1) ile verilen denklem, sabit katsayil1 2. mertebeden bir denklemdir. Karakteristik denklemi

A? — 2 — 1 = 0’ dir. Karakteristik denklemin kokleri,

. = L5
2
ve
1-+5
ﬂ =
2
dir.
2.3.1. Ozellik Fibonacci sayilarmmn Binet formiilii,
a — g™
Fo= P
a=p
seklindedir.

2.3.2. Ozellik Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu,

gx) = Z Fox™ = ﬁ
n=1
olarak tanimlidir.
2.3.2. Tanim Ly = 2, L; = 1 olmak {izere; n = 2 i¢in L, , = L, 41 + L, seklinde taniml
(L) nen dizisine Lucas dizisi denir.

2.3.3. Ozellik Lucas sayilarma ait Binet formiilii L, = a™ + ™ olmak iizere

_ 1445
2
ve
1-+5
po= 12V5
2

dir.



2.3.4. Ozellik Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki bagintilardan bazilar,

Ln = Fn+1 +Fn—1l

Fon = Fyly,
Ly = Fnpyz—Fop

seklindedir.

2.3.3. Tanim P, = 0, P; = 1 olmak tizere,
Phyy = 2P+ B

seklinde tanimlanan (P,) ey say1 dizisine Pell dizisi denir.
2.3.5. Ozellik Pell sayisinin ardisik iki sayisinin birbiri ile oran1 alinirsa

Pn+1
Py

= 1++V2=2414

degeri elde edilir ki bu orana, Giimiis oran denir.

2.3.4. Tanim J, = 0, J; = 1 olmak iizere,

Jnvz = Jns1+ 2

seklinde tanimlanan (J,)nen sayt dizisine Jacobsthal dizisi ve bu dizinin elemanlarina da

Jacobsthal sayilar: denir.
Yukarida tanimli say1 dizileri agagida tanimi verilen Horadam dizisinin 6zel halleridir.

2.3.5. Tanim a,b,p,q € Zve Hy, = a , H; = b olmak lizere

Hpy2 = pHpya +qHy (2)
seklinde tanimlanan (H,),ey say1 dizisine Horadam dizisi ve bu dizinin elemanlarina da
Horadam sayilar: denir (Horadam, 1965).
2.3.6. Ozellik Horadam sayilart icin iirete¢ fonksiyonu,

z Hon = a+ x(b—pa) 3)
n=0

1—px —qx?

seklindedir.

2.3.7. Ozellik Horadam sayilarmin Binet formiili,

y = PHVpP+4q
2

ve



r = P—+pP*+4q

2
olmak iizere
4 = b —arl
Y-T
ve
B = b—a¥
YT
igin
H, = AY¥Y"+ BI'™
seklindedir.

Asagida verilen ¢izelgede, Horadam dizisinde p, q, Hy Ve H; igin alinan baz1 6zel degerlere

karsilik elde edilen say1 dizileri verilmistir.

Cizelge 2. 1. p, q, Hy ve Hy degerleri igin olusan 6zel say1 dizileri

p q | Hy | Hy Olusan Dizi

1 1 0 1 | (F)nen = {0,1,1,2,3, ... } Fibonacci dizisi

1 1 2 1 | (Lynen = {2,1,3,4,7, ...} Lucas dizisi

2 | 1] 0 | 1 |[(B)nen={01,2512,...} Pell dizisi

2 11 12 1 2 | (Q)nen = £2,2,6,14,34, ...} Pell-Lucas dizisi

1 2 0 1 | Unnen = {0,1,1,3,5, ... } Jacobsthal dizisi

1 2 2 1 | Unnen = {2,1,5,7,17, ...} Jacobsthal-Lucas dizisi

k 1 0 1 | Fen)nen={0,1,kk* + 1,k + 3k, ...} k-Fibonacci dizisi
k 1 a b | (Gxn)nen genellestirilmis k-Fibonacci dizisi

k 1 2 k| (Len)nen={2, k, k? + 2,k* + 3k, ..} k-Lucas dizisi




Esitlik (3) de p,q, a ve b ye uygun degerler verilirse, diger say1 dizilerinin lreteg
fonksiyonlar1 elde edilir. Asagidaki ¢izelgede bu fonksiyonlarin iirete¢ fonksiyonlart

verilmistir.

Cizelge 2. 2. p,q,a ve b degerleri icin olusan 6zel say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

P q a b Olusan Urete¢ Fonksiyonu

1 1 0 1 | Fibonacci dizisinin tirete¢ fonksiyonu H(x) = 1_;_x2
1 1 2 1 | Lucas dizisinin tirete¢ fonksiyonu H(x) = 1_2;;2

2 1 0 1 | pell dizisinin iireteg fonksiyonu H(x) = 1—2i—x2

1 2 0 1 | Jacobsthal dizisinin tirete¢ fonksiyonu H(x) = ﬁ

x

1—kx—x2
2—kx

1—kx—x2

k 1 0 1 | k —Fibonacci dizisinin tireteg fonksiyonu H(x) =

k —Lucas dizisinin tirete¢ fonksiyonu H(x) =

24 Norm

Gergel sayilarda mutlak deger fonksiyonu olarak tanimlanan norm kavramini, dizilerin
yakinsakliginin hesaplanmasinda, fonksiyonlarin siirekliligini ve limit degerlerini bulmada
veya yaklagim sorularinin ¢dziimiinde kullanabiliriz. Once vektér normunun tanimi, daha

sonra da matris normunun tanimi ve bununla ilgili bazi temel kavramlar verilecektir.

241 Vektor normu ve normlu uzay
V, F (R veya C) cismi lizerinde tanimlanmis vektor uzayr olsun. Eger ||.|:VxV - R

fonksiyonu,

i. Vx€Viginlx|]| =0
ii. x €V olmak tizere ||x|| = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir.
iii. a€Fvexe€eVigin|ax| = |allx|
iv. x,y €V igin |lx +y|l < [[x]| + Iyl
sartlarini sagliyorsa ||. || dontisiimiine vektor normu, iizerinde norm tanimlanmis bir vektor

uzayina da normlu uzay denir (Horn ve Johnson, 1985).

Vektor normu ile x vektorii pozitif bir sayiya doniistiiriiliir.



2.4.2  Matris normu

M ysn (F), elemanlart F cisminden alinan mxn tipindeki matrislerin kiimesi ve
A,B € M (F), @ € F olmak lizere,

i. O0<|A|lvel|lAll=0< A =0,

i llaAll = |alllAll, (« € F),

i JlA+ Bl < llAll + 1IBII,
iv.  |lABIl < [lAlllIB]

= ==

sartlarin1  saglayan ||.||: M, & RT U {0} doniisiimiine matris normu denir. Bir A
matrisinin, normu |[|A|| ile gosterilir. Eger bu aksiyomlardan ilk ii¢ii saglaniyorsa, norma

genellestirilmis matris normu denir (Horn ve Johnson, 1985).

2.4.3 Norm cesitleri

A, nxn tipinde bir matris olmak iizere,

i AllF = \/Z?ﬂ Z;‘=1|aij|2 ifadesine A matrisinin Euclidean (Frobenius) normu,

i. A" =A|T icin, ||All; = \/Ajax(A*A) = Opmax(4) ifadesine ise A matrisinin spektral
normu,

iii. Al = max Y™ |a;;| ifadesine A matrisinin maksimum siitun toplam normu,
<jsn

iv.  ||Alle = max Z?ﬂla”l ifadesine A matrisinin maksimum satir toplam normu,
<i<n

vardir.

2.4.1. Ozellik A, nxn tipinde bir matris olmak iizere yukarida verilen normlar arasinda
asagidaki 6zellikler vardir.

. 1
L =Allr < llAllz < llAllF

i Al < VIAllLAll

1

i =llAlle < llAllz < VnllAlle
. 1

iv.  —=llAll, < [lAll; < VnllAlly
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2.5

Bu boliimde, galismamizda kullanacagimiz circulant ve r —circulant matrislerin tanimlari

r —Circulant ve Circulant Matrisler

ve bunlarla ilgili literatiir bilgisi verilecektir.

2.5.1 Toeplitz matrisi
Toeplitz matrisi, T, = [tx;;k,j=0,1,..,n—1] igin ;= t,_; sartim saglayan

nxn tipinden matristir.

Yani,
i t, t, t, t—(n—l) |
t, ot t :
Tn =t t to
_tn—l t0 _

bicimindeki matrisleri ifade eder. Toeplitz matrisler diferansiyel ve integral denklemlerin
¢oziimiinde, salinim fonksiyonlarinda, matematik, fizik ve istatistikte ki birgok problemin
¢Ozliimiinde kullanilir.

C (¢) circulant matrisi Toeplitz matrisinin 6zel bir hali olup tanimi asagida yazildig: gibidir.
2.5.1. Tanim ¢ = (cg, €4, ..., Cq—1)T Olsun. j — i = k (modn) olan nxn tipindeki C(c)

matrisine circulant matris denir. nxn tipindeki C(c) circulant matris,

Co ¢ G Cna

Chu G G Cnz

C(C) =|C, C, G Crs
L G C, G Co |

seklinde gosterilir (Davis, 1979).

Karner, Schneid ve Ueberhuber sag ve sol circulant matrisleri tanimlamislardir (Karner,
Schneid ve Ueberhuber, 2003).

Pollock, circulant matrislerin spektral ayrigimini elde etmistir ayrica simetrik circulant
matrisleri tanimlamis ve bu matrisin Fourier doniisiimlerini incelemistir (Pollock, 2002).
Bu matrislerin sayisal analizde, optimizasyonda, sayisal goriintii islemede, matematiksel

istatistik de ve modern teknoloji alanlarinda birgok uygulamalari vardir.
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2x2, 3x3 ve 4x4 boyutundaki genel circulant matrisleri asagidaki gibi gosterebiliriz:

Cl C2 C3
c, G, c, C C, C,
C :|: :|, C = 03 Cl C2 Y C =

2.5.2. Tanim ¢ = (¢y, €y, ., Cn_q)" Ve i,j = 1,2,... ,ni¢in

C.. = Cj—i ’ ]Zl
Y T. Cn+j_i’ ] <1

olmak {izere nxn tipindeki C,.(c) = [C;;] matrisine r —circulant matris denir ve

Co c, C .. C.,

rc,y C € ... Cpy
C,(c)=|rc,, rc,; C, ... C,4
o rc, rc, re; ... Gy |

seklinde gosterilir. r —circulant matrislerde » = 1 alinirsa; circulant matrisler elde edilir.
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3. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS SAYILARINI
ICEREN CIRCULANT MATRISLERIN NORMU

3.1 3. Mertebeden Fibonacci ve Lucas Sayilari

Feinberg, Tribonacci sayilari ile ilk ¢alisan kisidir ve ¢alismasinda, Tribonacci dizisinin

rekiirans bagintisi tizerinden yeni bir bagint1 olusturmustur (Feinberg, 1963).

Spickerman ise Tribonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu yardimiyla Tribonacci sayilarinin

Binet benzeri formiiliinii elde etmistir (Spickerman, 1982).

3.1.1. Tanim Baslangig¢ kosullar1 Ty = 0, T; = T, = 1 olan ve
Th = Tho1 +Tpp + Ths
rekiirans bagmntisini saglayan (Ty,),ey dizisine Tribonacci dizisi denir.
Karakteristik denklemi x3 — x? — x — 1 = 0 seklinde olan denklemin kokleri y4,¥, ve y;3

olmak tizere T;, dizisinin Binet formiild,

n+1 n+1 n+1

Y1 n Y2 N Y3
1= 7v2)1—v3s) G2—v)W2—v3) 3—v)¥3—V2)
seklindedir (Spickerman, 1982).

n:

Burada, y,,y, ve Y5 degerleri asagida verilmistir.

1+ 319 +3v33 + V19 — 3v33

Vi =
3

L, = 1+ w19 + 3v33 + w2y19 — 3v33
3

o= Lt w219 + 3v33 + w319 — 3v/33
3

w o= —1+iV3

2
dir.

(T,) Tribonacci dizisinin ilk n 4+ 1 teriminin toplamu,

n
zTi _ T+ Th—1
4 2
i=0

seklindedir.
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3.1.1. Teorem T = C(Ty, Ty, ..., T—1) matrisinin spektral normu,

Thy1+Th1—1
2

ITIl, =
dir (Bahsi, 2015).

p,q € Z* olmak iizere baslangi¢ kosullar1 U, = 0 ve U; = 1 olan
Unty1 = pUn +qUp

seklindeki (U,,) dizisi ile baslangi¢ kosullar1 V; = 2 V; = p olan
Virr = pVa+qVn

(V) dizisi tanimlansin.

3.1.2. Teorem U = C(U,, Uy, ..., Up,_1) matrisinin spektral normu,

1-U,—qU,_1
o, = —2——"
—-P—q
seklindedir (Bahsi, 2015).

3.1.3. Teorem V = C(Vy, V4, ..., V_1) circulant matrisinin spektral normu,
1—-p—-V,—qVh_4
Wil = ——
1-p—q
seklindedir (Bahsi, 2015).
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4.  GENELLESTIRILMIS TETRANACCI SAYI DiZiSi

4.1 Cardano Formiilii

ax3 + bx? + cx + d = 0 denkleminin diskriminanti,

3ac — b?
Q = ———
9q?
g = dabc— 27a%*d — 2b3
54qa3

s = i/R+ Q3 + R?

T = R- AR

olmak iizere,

D = Q*+R?

seklinde tanimlidir.

Buradan denklemin koklerti,

Xy, = S+T b
! 3a

X = e (ST
2 ~4 (5 4)

b= SHT_ b W

olarak elde edilir ki bu formiil Cardano Formuilii olarak bilinir (Cardano, 1545).

4.2 Quartic Denklemlerin Kokiiniin Bulunmasi
Quartic formiil Lodovici Ferrari (1522-1565) tarafindan 1540 yilinda kiibik denklemlerin

¢Ozlimiiniin hemen ardindan kesfedilmistir. Quartic denklem;
x*+px3+gxl+rx+s=0

seklinde taniml1 denklemlere denir. Bu denklemin ¢6ziimii yapilirken, x = y — % dontlistimii
yapilarak x3 1ii terimi yok edilir.

3p?
a = g———_
177
3
p pq
h = p__Pq
r+8 >
3p* 2 r
C = S-i_'.u_p_
256 16 2
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y* + ay? + by + ¢ = 0 sekline doniisiir.

p,q, 7 Ve s degerleri z3 — qz? + (pr — 4s)z + (4qs — r? — p?s) = 0 denkleminde yerine
yazilarak 3. dereceden bir denklem elde edilir.

Denklemin z; reel kokii Cardano Formiilii ile ¢oziiliir. z; reel kokii igin Quartic denklemin

4 tane koki vardir. Bunlar,

p 1
1
X, = —g+§(R—D)
p 1
X3 = -7 -5 (R-E)
p 1
X4 = _Z_E(R-l-E)
olup burada,
1
Ro= zpP-a+z
(I3 1
sz—R2—2q+Z(4pq—8r—p3)R‘1 R # 0 ise
D = A
3 5 .
Zp2—2q+2 z; —4s R = 0ise
\
(|3 1
sz—R2—2q—1(4pq—8r—p3)R‘1 R # O ise
E = A
3
\/ZpZ—Zq—Z z2 —4s R =0ise
\

dir.
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4.3  Tetranacci Sayilari i¢in Binet Formiilii
4.3.1. Tanim Baslangi¢ kosullart My = M; = M, = 0 ve M3 = 1 olanve n = 4 igin

M, = My 1+My,+My3+M,,
seklinde tanimlanan (M,,),cy dizisine Tetranacci Dizisi denir ve bu dizinin elemanlarina da
Tetranacci Sayilar: denir (Waddill, 1992).
Tetranacci sayilar1 0,1, 1, 2,4, 8,15, 29,56, 108, 208, ... seklindedir.
4.3.2. Taniom n = 4 olmak iizere My = M; = M, = 0, M3 = 1 baslangi¢c degerleri ile
tanimli,

M, = My 1+My+My3+M,,
rekiirans bagmtisina sahip (M,,) ey Tetranacci dizisi i¢in Binet formiilii,

o + A + " + &

(a=p)a-y)(a-6) (B-a)B-VI(B-8) F-ay-Hy-6) (-a)(6-p)(6-v)
seklindedir (Zavari, 2015).
Burada a, 8, y, & karakteristik denklemin kokleridir.

M, =

1 1
3 3
ko= \/E+<—§+ 5ﬁ> +<—§— ﬁ) olmak iizere,
12 54 108 54 108
a = l+lR+l\/E_R2+ER—1
4 2 24| 4 4
g = —+ R——J——R2+ R-1
= = 2_2 -1
Y " R + - \/ —R " R
o) = l_l __\/__RZ_ﬁR—l
4 2 4
dir.
4.3.3. Tanim (M,,) ey Tetranacci dizisinin iireteg¢ fonksiyonu,
M(x) = Z.O:M x" = i
B . Tl —x—x%—x3 — x4
n=

seklindedir (Waddill, 1992).
Bu tez ¢alismasinin amaci, literatiirde var olan baslangi¢ kosullari
My = M; = M, = 0 ve M5 = 1 olan ve rekiirans bagintisi n > 4 i¢in
M, = My 1+My+My3+M,,
seklinde tanimli (M) ey Tetranacci Dizisini, baslangi¢ kosullart 7y = a, 73 = b, 7, =,

T3 = d olan ve n > 4 igin rekiirans bagntisini
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In = PIh-1t qIn-2+1Th 3+ 5Thy
seklinde genellestirerek yeni bir (7;,),en genellestirilmis Tetranacci dizisi olusturmak ve bu

diziye ait birtakim 6zellikler elde etmektir.

4.4 Genellestirilmis Tetranacci Sayilari icin Binet Formiilii
4.4.1. Tanim Baslangi¢ degerleri Iy = a, 73 = b, 7, = ¢, 73 = d olan ve n = 4 igin
1—p—q—r —s # 0 olmak iizere,

Ih = PIh-1t @I +1Th 3+ 5Thy 4)
seklinde tanimlanan (7,) ey dizisine Genellestirilmis Tetranacci dizisi denir.
4.4.1. Teorem (7)) nen Genellestirilmis Tetranacci sayilari icin lireteg fonksiyonu,

a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq) +x3(d —cp— bq — ar)
1—px—qx?—rx3—sx*

Tx) =

seklindedir.
fspat

T(x) = iﬂx”

n=0

olacak sekilde (7;,),en dizisinin iirete¢ fonksiyonu T (x) olsun.

—pPX —gxX® —rx- —SX X = X" — X - X
(1 p q 2 3 4) :7;1 n 7;1 n p 7;1 n+1 q Tn n+2

n=0 n=0 n=0 n=0

oo (00} [o¢]
n+2 n+3 n+4
—qZTnx —rZTnx —SZTnx
(00} oo

n=0 n=0 n=0

= Tp+ Tix + Tx? + Tyx3 — p[Tox + T1x? + Tox3]
—q[Tox* + T1x°] = rTpx®

- Z{Tn —pIn1— QI —1TH_3 — STn—4}xn

nz4

elde edilir. (4) den
T = 0Tn-1— QT2 — T3 — 5T, = 0 olup,
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Ty =a, 73 = b, T, = ¢, T3 = d baslangic degerleri yerine yazildiginda,

(1 —px — gx? —rx3 — sx%) Z Tox™ = a+bx+cx?+dx®—plax + bx? + cx3)
n=0
—q(ax? + bx3) — rax3?
= a+x(b-ap)+x*(c—bp—aq)
—x3(d — cp — bq — ar)
olur ki; bu

ig,xn _a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x*(d—cp—bq—ar)
L 1—px — qx? —rx3 — sx*

n=0

demektir.

O halde (7,) nen dizisinin iireteg fonksiyonu,
a+x(b—ap)+x?(c—bp—aq) +x3(d — cp — bq — ar)

Tx) =
@) 1—px —qx? —rx3 —sx*

seklinde elde edilir.

T (x) fonksiyonunda baslangi¢ kosullar1 ve katsayilar i¢in alinan baz1 6zel degerlere karsilik
elde edilen sayi dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir.

a=0, b=c=1, d=2vep =q =1, r =s = 0 alinirsa Fibonacci dizisinin lirete¢
fonksiyonu,

a=2,b=1c¢c=3,d=4vep =q =1, r =s = 0 alimirsa Lucas dizisinin iirete¢
fonksiyonu,

a=0,b=1c=2, d=6vep =2, q=1, r =s = 0 alinirsa Pell dizisinin iirete¢
fonksiyonu,

a=0, b=c=1,d=3vep=1, q =2, r=s = 0 alinirsa Jacobsthal dizisinin iireteg
fonksiyonu,

a=0,b=1,c=k, d=k*+1vep=k, q=1, r =s = 0 alnrsa

k —Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu,

a=b=c=0ved=1vep =q =r =s =1 alinirsa Tetranacci say1 dizisinin iireteg
fonksiyonu,

elde edilir.

442 Teorema, B,y ve §; (Tp)nen dizisinin karakteristik denkleminin kokleri olmak {izere

Binet formiild,
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Aa™ n BpR™ n cy™ + D&™
(a=BXa-y)(a=8)  (B-a)(B-v)(B-8) (-a)¥-P¥-6) (6-a)(6-p)(6-Y)

seklindedir. Burada,

j';l:

D = d—-cp—bq—ar
¢ = (y=08)[c—bp—aql+D
_ -ap)[(y-B)(y—6)(6—B)(8-y)]-C(8—-B)(8-y)-D(y—B)(y-6)

B =

(r-6)?
A = a(a=p)(a-y)(a=8)(B-y)(B-8)(y—8)+B(a—y)(a=5)(y-8)-C(a—p)(a=8)(f-8)+D(a-p)(a=y)(B-Y)
B-(B-8)(y-06)
seklindedir.
fspat

1 —px — gx? — rx3 — sx* = 0 denkleminin kokleri a, B,y ve & olmak iizere
K b L N M A N
l-ax) (A1-Bx) (A-yx) (1-6x)

seklinde basit kesirlere ayirma yontemi uygulanirsa,

T(x) =

® (@) (iid) (iv)
T(x) = K@A-Bx)(1-yx)(1-6x)+L(1—ax)(1-yx)(1-56x)+M(1—ax)(1—Lx)(1-6x)+N(1—ax)(1-Bx)(1-yx)
(1-ax)(1-Bx)(1-yx)(1-5x)

olur ki

(i) K[ —yx —Bx + Byx? — 6x +y6x* — BSx? — Pydx3]

K—Kx(B+y+6)+Kx*(By +y6 + p5) — Kx3Byés

(i) L[1—yx —ax + ayx? — 6x + y6x? + adx? — aysx?]

L—Lx(a+y+6)+Lx*(ay +y6 + ad) — Lx3ays

(iii)  M[1 - ax — Bx + aBx? — 6x + adx? + BSx? — aBSx?]

M —Mx(a+ B +y)+ Mx*(af + ad + B8) — Mx3afs

(iv)  N[1—ax—Bx+apx? —yx + ayx? + Byx* — afyx?] N —Nx(a+ B +y)+ Nx*(af + ay + By) — Nx3aBy

dir.
a+x(b—ap)+x?(c—bp—aq) +x3(d —cp — bq — ar)
1—px —qx?—rx3 —sx*

Tx) =

K(1-Bx)(1-yx)(1-6x)+L(1—ax)(1-yx)(1-6x)+M(1—ax)(1-Bx)(1-6x)+N(1—ax)(1-Bx)(1-yx)
(1—ax)(1-px)(1-yx)(1-6x)

oldugundan ayni dereceli terimlerin esitliginden,
K+L+M+N=a
—-K@B+y+8)—-Llea+y+8) -—Ma+B+8)—Na+B+y)=b—ap
KBy +y6+ B8) + L(ay +yS +ad) + M(af + ad + BS) + N(af + ay + By) =c—bp — aq
—KByd — Layd — Mafd — Nafy =d —cp —bq — ar

seklinde lineer denklem sistemine ulasilir. Bilinmeyenler K, L, M, N olmak iizere

1 1 1 1 K a
~(B+y+5) —(a+y+8) —(a+B+05) —(a+B+y)||L|_ b—ap
PBr+yo+p6 ay+ydo+ad af+ad+p6 af+ay+pfy|| M c—bp—aq

- ByS —ayd —afs —afy N d-cp—-bg-ar

matris sistemi elde edilir. Matris, Gauss-Eliminasyon yontemi ile eselon hale indirgenirse
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1 1 1 1

0 -« y—a o—a

0 0 y’+af-ay-py S°+af—ad- po

0 O 0 5% —ad® — B6* — 0% —afy +afis +ayd + pyd

matrisi elde edilir. Buradan

1 1 1 1 K a
0 f-a y—a o—-a L] b-ap
0 0 y+af-ay-pr S +af-ad-ps M c—bp-aq
0 0 0 5% —ad? - o’ —afy+afS+ayd+PyS | N | |d—cp—bg-ar
ifadesine ulasilir.
N(63 —ab?—B6%—y6? —aPfy +apS+ays +py6) = d—cp—bq—ar
elde edilir.
83 —ad? — B6% —y8% — aPfy + aBs + ays + Bys = —-a)-PB)S—-v)
oldugundan

d—cp—bq—ar
6-a)(6=B6—y)

elde edilmis olur.

N =

D = d-—cp—bqg—ar
olmak tizere,
D
(6—a)(6-B)6—y)
seklindedir.

N =

Benzer sekilde
Ml[y?+af —ay — Byl + N[6?+aB —al —BS5] = c—bp—aqg
olur.
y:+ap—ay—By = (a—y)B-v)
ve
D
E—a)(6—-B)—-v)

oldugundan

N =

D[6% + af — ab — B6]

G-0G-pe-y _ -

M[(a-y)(B -]+

elde edilir. Burada;



[6% + af — ad — B6] 1
C-0G-pG-r -8
olup
D (y—06)[c—bp—aq]l+D

Mi(@a-=y)B -] = c—bp—aq+y_5= o= 8)

(y =8)[c—bp—aql+D

- =B -8
olarak elde edilir.
¢ = (y—08lc—bp—aql+D
olmak tizere,
C
T -0 -AO -9

seklinde olur.
b—ap = LB-—-a)+My—a)+NO —a)
olup gerekli diizenlemeler yapilir ve M , N ’ nin degerleri yerlerine yazilirsa
LB-@) = b=a g 0~ D - Gagpasy €~ @

(b—ap)[(y=B)y=6)(6—B)(6—y)]-C(6-B)(6—y)-D(y—B)(¥—9)
=B y-6)(6-B)(6-y)

olup
L = (b=ap)[(y=B)¥-8)(6-B)(6-V)]-C(6-B(6-¥)-Dy-B)(¥-95)
- B-)y-B)y-8)(6-B)(6-v)
_ 1 [(b—ap)[(V—B)(V—8)(6—B)(6—V)]—C(6—B)(5—V)—D(V—B)(y—6)
(r=6)? (B-a)(B-y)(B=6)
elde edilir.
B = _ b-ap)[y-B)¥—8)(6-B)(6-¥)]-C(6-B)(6-y)-D(y—B)(¥y—8)

(y—6)2

olmak iizere,

B
LT B oG-nE-®
seklinde yazilabilir.
K+L+M+N = a
olup;
K = a—-L—-—M-N

dir. L, M, N degerleri yerlerine yazilip gerekli diizeltmeler yapilirsa
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B (o D

K = a

B C D

C B-B-B-8) G-a)G-B¥-8 (-a)E-B)E-y)

Y B BNG-D @B

(a=8)(B-8)(v-98)

a(a—B)(a—y)(@-8)(B—y)(B—8)(y—-8)+B(a—y)(a—8)(y—8)—C(a—p)(a-5)(B—-8)+D(a—p)(a—y)(B-V)

(B-v)(B-8)(y—8)(a—p)(a—y)(a—b)

ifadesi elde edilir ki burada

A =

a(a—p)(a—y)(@=8)(B—y)(B-8)(y—8)+B(a—y)(a—8)(y—8)—-C(a—p)(a—8)(B-8)+D(a—p)(a—y)(B—V)

B-v)(B-86)(y-6)
olmak iizere,
A
(a —B)a—-y)(a—46)

olarak bulunmus olur.

K =

Sonug olarak;

jﬁ A 1 B 1 (o 1
(x) (a-B)(a-y)(a-6) (1-ax) (B-a)(B-y)(B-8) 1-Bx) (Y-a)(¥y—-B)¥-5) (1-yx)
+ D 1
(-a)(6-B)(6-y) (1-6%)
elde edilir.
1 — Zanxn
1-ax
n=0
1
1-Bx = z'gnxn
n=0
1 — n.,n
1-yx Zy X
n=0
1 _ n.n
1-6x 26 x
n=0
ve
T A 1 + B 1 C 1
() @B amad) A T B-0B-1ED) A T T-00-BT-) 117

n D 1
(6-a)(6-B)(6-y) (1-6x)

olmak tizere,

oo

A

B

Tx) = (@ —ﬁ)(d —y)(a — S)nZ a™x™ + (,3 — 0()(,8 - V)(ﬁ - S)nZ:Oﬁnxn

=0

[0e]

[oe]

C D n
M AN 6 n
+(y_a)(y_3)(y_5)zy * +<5-axa_m<5_wz x

n=0

n=0
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Tkx) = i{ Aa™ N BB™
YT L pan@-8) " BB -1E -6
C)/n D6

Jx

+ +
G- -pHy—-6) GB-a)E-6-v)
elde edilir ki bu ise
Aa™ n BB™ n cy™ + D™
(a-p)a-y)(a-8) (PB-a)B-Y)(B-6) F-a)y-By-6 (-a)(5-B)(6-y)

demektir. Bu formiil Genellestirilmis Tetranacci Dizisinin Binet Formiiliidiir.

T, =

(4) nolu denklemdeki 7;, fonksiyonunda, baslangi¢ kosullar1 ve katsayilar i¢in bazi1 6zel

degerler segilirse literatiirde var olan say1 dizilerinin Binet formiillerine ulasilir.

Th=a=0T=b=0,T,=c=0vel;=d=1vep =q =r =5 = 1 segilirse,
M, = My 1+My ;+My 3+My_4
rekiirans bagintisina sahip (M,,),en Tetranacci dizisi elde edilir ve bu dizinin Binet formiili,
(a-P)a-y)(a-8) (B-a)B-VIB-8) F-ay-fy-6) (-a)(6-p)(E-V)
olarak bulunur. Bu esitlik ise Ozkog ve Ardryok (2016) makalesinde elde edilmistir.

M, =

Ib=a=071=b=0,T,=c=1vep =q=r = 1ves = 0 segilirse,

Thw = Th1+ Ty + Ty
rekiirans bagntisina sahip (T;,),en Tribonacci dizisi elde edilir ve bu dizinin Binet
formiili,

n+1 n+1 n+1
a B 14

[ ey Y S ges /s Sl ovguapes ooy

olarak bulunur. Bu Binet formiilii ise Spickerman (1982) makalesinde elde edilmistir.

Th=a=0, T3=b=1 vep=q=1ver =s = 0 segilirse,

Foizo = Fit+ K
rekiirans bagitisina sahip (F,),ey Fibonacci dizisi elde edilir ve bu dizinin Binet formiilii,
aTL _ n
o= TP
a—p

elde edilir ki bu ise Fibonacci sayilar i¢in bilinen Binet formiiliidiir.
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45  Genellestirilmis Tetranacci Sayilarimin Sonlu Toplami
4.5.1. Teorem (J,) dizisi i¢in;

Burada,
0 = p+tq+r+s
0—-p = q+r+s
ve 1 — 6 # 0 olmak fiizere,
n
ZTL' = ﬁ{—wh — (0 —p)Th1 — (r+ )Ty — T3 + 5Ty + (r + )7
i=4
+(8 —p)T; + 673} ()
dur.
Ispat
Denklem (4) den,
Tn = PIa-1+qTh2 + 1T 3+ sTh 4
dir.
Tn=p2Th-1 = QI+ 1T 3+ 5Th 4
olup sirastyla n ifadesine 4, 5, ... degerleri verildiginde
Th—pT = ql2 4717+ 5T,
Ts—p% = ql3+17;+sT
J6—pT5 = qla+7173+ 57
=07 = qJs+7174 + 573
Th2=PTh3 = qQIn-s+1Th 5+ 5T
Th-1=PTh—2 = QI3+ 1T g +5Ths
Tn=D2Th-1 = qIn+ 1T 3+ 5Thy

elde edilir. Her iki tarafi taraf tarafa toplanirsa;
+Ts++ T —pB+TN+. +T0) = (@+7+9)T+ T+ +T-y)
+(q+ 173+ 9T + (r + )71 + 5T

elde edilir. 7, Ts, ..., 7;, parantezine alinirsa;
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L(A-p-q-r=9)+T(0-p-q-r=s)++ L ,(1-p—q-r—s5)
1+ s(l—p—q—-71)+T ,(1-p—-@)+ T 1 (1-p)+T =T(@+q+7r+s)

ifadesine ulasilir. Bu ifadeyi toplam sembolii ile ifade edersek

n—4

i=4
=sH++s) T +@+r+s)L+(p+q+r+s)T;
sekline dontigtir. Buradan, Y1, 7;

toplamini bulmak i¢in son toplamin her iki tarafina
-stane 7,3

-(r+s)tane 7,_,

-(q+r7r+s)tane 7,4

-(pt+tq+r+s)tane T,

eklenirse
n
DUA-p=q=r=9T = —5Toa=(+z—@+7+)Ty = @+ q+7+57,
i=4
+sT+(r+s)+(q@+r+s)L+(P+q+r+5s)7;
olur.
Burada,
6 = p+q+r+s
6—p = q+r+s

degerlerini verirsek, 1 — 8 # 0 olmak tizere,

Z(l—p—q—r—s)ﬂﬁ(1—p—q—r)%_3+(1—p—q)%_

+7,(q+r+s)
+7(r+s)+Tys

2+ (A —p)T + 7,

1
YT = (8T (6~ )Ty — (r )Ty — STy + 5Ty + (r + T

- 1-6
i=4

+(60 —p)T; + 673}

elde edilir.
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4.6  Genellestirilmis Tetranacci Sayilarim Iceren Circulant Matrislerin Normu

Elemanlar1 (7;,) dizisinin elemanlarindan olusan A = circ(7;,) circulant matrisi

To i o Taa
AP B T T

T T T3 To lpxn
seklindedir.

4.6.1. Teorem Elemanlar1 (7;) dizisinin elemanlarindan olusan A = circ(J,) circulant

matrisi i¢in, A matrisinin maksimum siitun toplam normu, 1 — 6 # 0 olmak tizere,
1
l4ll, = {=0%1— O =Pz — (r + )Tz =Ty + 1 —p—q—1)T

+tA-p-qhh + (1 -p)T; + 73} (6)
seklindedir.
fspat

A = circ(T;,) olsun.

n

lAll = max > |ay|

=1

= max{alj +az;+ -+ anj}

1<j<n
= {rsz%{% + T+ + T
n—-1
- ¥
i=0
dir
n—-1 n-1

YT= HAR AT +T ) T
i=0 [ =

i=4

olup (5) deki esitlikten; 1 — 8 # 0 olmak iizere,
1
i = Hh+h+5L+7 t 5701 = (@ =P) Tz = (r 4 5)T53 = 5Tps
+5Tp + (r +5)71 + (6 — p)T; + 673}

1
= 1__9{_97;1—1 —(0—pP)Thz — (r +5)Tn_3 — sTp_4}

+(r+s+1)7+<9_p+1)7+< 1)z
1—96 17 \1-9 27" \1-9 )3

olur ki
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1
lAll, = 5 (-6Ty = (6 = P)Ty = (4 )Ty = Ty + (L= p— q = 1T,

tA-p-)Ni + (1 -p)T; + 73}
dir.
4.6.2. Teorem A = circ(J;,) circulant matrisi i¢in maksimum satir toplam normu

1 — 6 # 0 olmak iizere,
1
lAlle = 5 {—6Ts = (0 = P)yy = (r + )T —sTos+ (1 =p— g = 1)7T

tA-p-)Ti + (1 —-p)T; + T3}
seklindedir.
fspat

n
lAll = max > lay|
j=1

= max{a;; +a;, + -+ a;p}
1<isn

n—1
= max Z J;
1<isn
i=0

olur ki (5) ve (6) daki esitliklerden,
1
Mlles = Al = 2= (=0T = (0 =)y = (" + oy = 5T

+1-p—q—-1T ++(1—p—-)7 + (1 —p)T; + T3}
seklindedir.

4.6.3. Teorem A = circ(J;,) circulant matrisinin Euclidean normu,

Al = i (e i (e

[(@=B)a—-y)(a=-8)*( 1-a? [(B-—a)B-V)(B-8? 1-p?

N CZ {1 _ (YZ)n} N DZ {1 _ (62)11}
[y —a)y =By —8)]* ([ 1—y? [6—a)E -G —p)]*( 1-462

(a=B)a-y)a=-8B-a)B-NB-8)( 1-ap

n 2AC {1 — (ay)n}
(a@a=Ba-p)a@—-8)y—-ay-pHy—-8( 1—ay

2AD {1 - (a6)”}

TG Ba-Na@-06 -6 -pHE-p| 1-ad
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s 2BC {1 - (,BV)"}
B-a)B-VEBE-)G-—)-Br—-6 1-py
N 2BD {1 — (ﬁa)n}
B-a)B-VIB-8E-—a)6-BGE—y)( 1-p6
N 2CD {1 - ()/6)"}
Y- -y —-006-a)(-p)6—-y) 1-V6
seklindedir.
fspat

A= circ(?}l) olsun.

Z|al,|

IAIIE

n
= Z{|au|2+|ai2|2+---+ @inl?}
i=1

= {lag1|* + laga|®* + -+ lag|? + laz |* + lag | + - + |az,|?

+ ot an? + |anal? + 0+ |annl?}
= RPN+ + i P+ T2+ 4+ [T l? + IR+ )7 + -+ [Tl
= n{|B1° + IR+ + [T ]?)

n-1

= n ) IP

i=0

olur. (7;,) dizisinin Binet formiiliinden,

n-1 - Aan Bﬁn
27 = ;{(a—ﬁ)(a—w(a—a)+<ﬁ—a><ﬁ—y)(ﬁ—6)

N cy™ N D&M 5
000 -BP0 -0 G-06-PG-1)

n-—1

n—1
2 — 21 2i
2.7 [(a—ﬁ)(a Na-orlL* * (ﬁ—a)(ﬁ NG — 6)2;’3

i=0 i=0

n—1 D2 n—1

Vl*(a—axa pG-rL’

[(V—a)(y ﬁ)(y 8)]?

i=0

.\ 2AB Z( )
@ P Na-OF- 0@ NG54 "




elde edilir.

29

T@-pa-Na-0

2AD

—D0 - AT 5 ;(“”l

2BC

Ta—Pa-Na-96-06-AE - y)g(aa)l

2BD

BB -DE-OT -G —-HT -5 ;(M

TB-0B-NE-0G-a)@-pO

2CD

- y)ri(ﬁ&"

O — a0 -Pu -6 -0 -HG -7 ;(ya)l

B {1-(3 )"}
B-a)B-VEB-O*( 1-p?

AZ {1 _ (a2)n} p
[(a=B)(a—-y)a-8)]*( 1-a? [

CZ {1 _ (}/Z)n} N
[(V — )y —-By -] [

2AB

D2 {1 _ (52)71}
- -PEG - 1-6°

2AC

+ {1 - (aﬂ)n}
(@a=B)la-y)a=-0B-a)B-EB-56 1-aB

@ Ppa-Na@-0a -0 -pHu -95)

2AD

1—(ap)"
1—ay

@ Pa@-N@-06-0@-pHG -7

2BC

1— (ad)™
1—ab }

BB -DE-0T -7 -H -0

2BD

1

TB-0B-NE-0G-0E-pHGE-1)

2CD

{
{
{1 - (ﬁy)”}
{

1—(Bo)"
1- 5

N {1— (Vc?)”}
G-y -PHy—-06-a)6-PE—-y) 1-v6
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4.6.4. Teorem A = circ(T,) circulant matrisi i¢in,

1
=gy %1~ O =P =+ s = Ths+ (=P —q =10,

tA-p-h +(1- )Tz+7§}<IIA||z<\/—

9){ 071 — (0 —p)Tn_s

—(r+s)Tn_3—57;1_4+(1—p—q—T)To+(1—p—q)71+(1—p)Tz + 73}
dir.

fspat
Ozellik (2.4.1) ve (6) daki esitlikten,
1 1
\/_E(l _ 9) {_97;1—1 - (6 - p)Tn_z - (r+ 8)7;1_3 —STh_4 + (1 —p—q-1)T,

+A-p-Ni +(A-p)LH+ T} < Al < \/_ 9){ 0T,-1 — (6 — p)T—2

—(r+S)7§1_3—5721_4+(1—p—q—r)176+(1—p—q)71+(1—p)Tz+Ts}
dir.
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5.  SONUC VE ONERILER

5.1  Sonuclar

Bu ¢alismada, ilk olarak Fibonacci dizisi ile beraber bazi say1 dizileri tanimlanmis, Binet
formiilii ve tlirete¢ fonksiyonlar1 incelenmis, calismamiz i¢in gerekli olan norm ve circulant
matris tanimlar1 verilmistir. Horadam say1 dizisinin 6zellikleri incelenmis ve bu dizide
baslangi¢ degerlerine ve katsayilara bazi1 6zel degerler verildiginde literatiirde var olan 6zel
say1 dizilerinin Binet formiilleri ve lirete¢ fonksiyonlarinin olustugu goriilmiistiir. Bunun
yaninda Tribonacci ve Tetranacci dizisi incelenmis ve elemanlar1 bu dizinin elemanlarindan
olusan circulant matrislerin normlar1 incelenmistir. Son boliimde Tetranacci dizisinin
genellemesi tanimlanarak Binet formiilii elde edilmis ve bu dizinin ilk n teriminin toplami1
formiilize edilmistir. Buradan genellestirilmis Tetranacci sayr dizisi igin {ireteg
fonksiyonuna ulagilmistir. Ayrica elemanlari genellestirilmis Tetranacci say1 dizisinin

elemanlarindan olusan circulant matrisler i¢cin bazi matris normlar1 hesaplanmaistir.

5.2  Oneriler

Genellestirilmis Tetranacci dizisi yardimiyla tanimlanan circulant matrislerin 6zdegerleri
bulunarak spektral normu hesaplanabilir. Elemanlar1 genellestirilmis Tetranacci sayilarindan
olusan skew, skew left circulant matrislerin veya Toeplitz matrislerin normlar1 da

incelenebilir. Ayrica Tetranacci sayilar1 negatif indisli olarak tanimlanip genellestirilebilir.
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