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OZET

Lineer ve lineer olmayan Schlomilch integral denklemler, atmosferik ve karasal fizikte
onemli ve yararli denklemler olarak kabul edilmektedir. Bazi iyonosferik problemler i¢in bu
denklemler ve ¢oziimleri kullanilmistir. Bunlar ayrica 1. Tip Fredholm integral denklemleri
olarak da diisiiniilebilir. Bu iligki 1.Tip Fredholm integral denklemlerinin ¢&zlimiinde
kullanilan bazi  tekniklerin  Schlomilch integral denklemlerin  ¢6ziimiinde de
kullanilabilmesine olanak saglar. Bu tekniklerden en Onemlilerinden biri de Homotopi
Perturbasyon Metodudur. Bu yontem ve ¢esitleri, miihendislik, fizik ve matematigin ortaya
cikardigr uygulama problemlerini ¢ozmek icin kullanilmistir. Bu calismada Schlomilch
integral denklemlerini ¢6zmek i¢in Homotopi Perturbasyon Yonteminde kullanilan
homotopi, modifiye edilerek yeni bir homotopi tanimlandi. Bu degisikligin sonucu olarak
lineer, lineer olmayan ve genellestirilmis Schldomilch integral denklemleri de dahil olmak
iizere g¢esitli Shlomilch integral denklemleri igin ¢oziimler iiretildi. Ayrica 6nerilen yontemle
elde edilen ¢oziimler ile iyi bilinen gama fonksiyonu arasinda iliski kuruldu. Ilaveten
onerilen algoritmanin kullanighiligi ve uygulanabilirligini gostermek i¢in agiklayici drnekler
verildi. Son olarak bu ¢alismada uyarlanmis homotopi perturbasyon metodunun, literatiirde
mevcut olan farkli teknikler kullanilarak ¢oziilen problemler iizerinde, elde edilen sonuglar
karsilastirilarak test edildi.

Anahtar Kelimeler . Schlomilch integral denklemleri,Fredholm integral
denklemleri, lineer olmayan integral denklemler
Sayfa Adedi : 40

Danisman : Dr. Ogr. Uyesi Ahmet ALTURK
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ABSTRACT

The linear and nonlinear Schlémilch’s integral equations are considered to be important and
useful equations in atmospheric and terrestrial physics. The equations and their solutions
have been used for some ionospheric problems. They can also be considered as Fredholm
integral equations of the first kind. This relation allows one to apply the techniques that are
available for solving Fredholm integral equations of the first kind to Schlomilch’s integral
equations of various kinds. An important such technique is the homotopy perturbation
method. This method and its variations have been applied to solve many application-based
problems emerging from engineering, physics, and mathematics. In this study, we modify
the homotopy perturbation method by introducing a new function and define a new
homotopy to solve Schlémilch‘s integral equations. As a result of this modification, we
obtain solutions for various kinds of Schlomilch‘s integral equations, including the linear,
nonlinear, and generalized Schlomilch‘s integral equations. We also establish the
relationship between solutions obtained from the proposed method and the well-known
gamma function. Illustrative examples are provided to show the simplicity and applicability
of the proposed algorithm. For the sake of comparison, we finally test the proposed method
on some problems that were solved by using different techniques available in the literature.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Bu c¢alismada kullanilan bazi simge ve kisaltmalar asagida verilmistir.

Simgeler Agiklama

D Toplam Sembolii

Integral Sembolii

r Gama fonksiyonu
ADM Adomian ayristirma metodu
HPM Homotopi perturbasyon metodu

Uyarlanmig homotopi

MHPM perturbasyon metodu



1. GIRIS

Yiizyillar boyunca yapilan ¢alismalar neticesinde i¢inde yasadigimiz kainatta olusan
hi¢bir fiziksel olayin rastgele olusmadigi ve kanunlar adin1 verdigimiz ¢ok sayidaki
mecburiyet unsurlaria bagl kaldigini biliyoruz. Bu kanunlarin matematiksel formu
ortaya cikarilirken oOncelikle fiziksel olayr tanimlamak ve buna iliskin fiziksel
degiskenleri tanimlamak gerekir. Bundan sonra her bir olay iizerinde yapilan dikkatli
gozlemler ve dogru akil yiriitmeler bu degismeyen kanunlarin matematiksel
formlarini ortaya ¢ikarir. Bu matematiksel formlar degiskenleri oldugu gibi bunlarin

tirevlerini de ihtiva edebilmektedir.

Ginlikk hayatta ve ozellikle miithendislik ve fizik alaninda Karsilastigimiz olaylar
modellenirken hep bu kanunlar esas alinir. Bu tiir modellemelerinden biri de integral
denklemleridir. Integral denklemler, basit bir ifadeyle bilinmeyen fonksiyonun
integral isareti altinda goziiktiigii denklemler olarak tanimlanmaktadir. Integral
denklemleriyle ilgili ilk ugrasilar 19. yiizyilin baginda baglamistir. Fiziksel olgularin
matematiksel modellemesinde siklikla karsilagilan denklemlerdir. Baslangicta
rastgele arastirmalar yapilmigsken daha sonra daha sistematik ve Dbilingli
aragtirmalarin yapildig1 ve dnemli sonuglarin elde edilmeye baslandig bilinmektedir.
Abel 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi esnada ilk defa integral
denkleme rastladii bilinmektedir. Integral denklemlerle ilgili [1-3] basta olmak

tizere farkli bilim adamlarina ait kaynaklar mevcuttur.

Integral denklemlerinin analitik ve niimerik ¢oziimleri iizerine bir ¢ok ydntem
gelistirilmigtir.  Bunlardan bazilart  Adomian Ayristirma Metodu [19-22],
Regularizasyon Metodu [23-24] ve Homotopi Perturbasyon Metodudur [25-34].

Atmosferik ve karasal fizikte 6nemli ve kullanigli olan Schlémilch integral denklemi,
1. Tip Fredholm integral denklemi tipindedir. Bu yiizden Fredholm integral
denklemleri i¢in kullanilan yontemler, Schlomilch integral denkleminin ¢6ziimii i¢in

de kullanilabilir.



Schlomilch integral denklemleri atmosferdeki iyonosfer katmaniyla ilgilidir.
Iyonosfer, elektronlarin ve yiiklii atomlarin kabugudur. Bu bolge giinesle iyonize
olur. Iyonosfer radyo dalga yayilimi agisindan oldukca onemlidir. Iyonosfer radyo
dalgalarin1 yansitarak uzak bdlgeler ile haberlesmenin yapilabilmesini saglar.
Schlomilch integral denklemleri, yar1 transfer yaklagim icin egik insidansa ait
iyonosferik elektron yogunlugu profilini tiiretmek i¢in kullanilir [9-16].

Bu calismada bazi sartlar altinda farkli tipteki Schlomilch integral denklemlerinin
analitik ¢oziimleri formiile edilmistir. Inceledigimiz denklem tipleri asagida

listelenmistir.

e Lineer Schlomilch integral denklemleri
e Genellestirilmis Schlomilch integral denklemleri

e Lineer olmayan Schlomilch integral denklemleri

Schlomilch integral denklemleri iizerine teorik olarak detayli bir sekilde ¢aligilmis
olmasina ragmen, matematiksel olarak ¢6ziim metotlar1 gelistirme kismi literatiirde

eksik kalmustir.

Integral denklemlerini ¢dzmek icin en kullanish yontemlerden biri de Homotopi
Perturbasyon Metodudur. Bu yontem Schlomilch integral denklemlerine basariyla

uygulanmistir [4].

Homotopi Perturbasyon Metodu Ji Huan He [25] tarafindan tanitilmig ve
gelistirilmistir. Son zamanlarda, lineer ve lineer olmayan integral denklemlerine
basartyla uygulanmigtir. Homotopi Perturbasyon Metodu kisaca topolojideki
homotopi ve perturbasyon yonteminin kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bir
pe[0,1] araliginda gomme parametresi olusturulur. p bir engelleyici gomme
parametresi olarak da kabul edilir. Topolojide, Homotopi Perturbasyon Metodu,
perturbasyon teknigi ve homotopinin kombinasyonu seklindedir. perturbasyon
yonteminin ve homotopi yOnteminin eslestirilmesi, geleneksel perturbasyon

tekniginin sinirlamalarini ortadan kaldirmistir.



Bu yontem 1. Tip ve 2. Tip Fredholm integral denklemlerine basartyla uygulanmis

olup bu yontemi temel alan gesitli teknikler gelistirilmistir.

Bunlardan birisi uyarlanmis Homotopi Perturbasyon Metodudur. Bu metot,
Fredholm integral denklemlerinde ¢ekirdegi ayrilabilir sekilde olan integral
denklemlerine uygulanabilir [8].

Bu calismada o6ncelikle homotopi perturbasyon yonteminde kullanilan homotopi
modifiye edilerek yeni bir homotopi tanimlandi. Bu degisikligin sonucu olarak
lineer, lineer olmayan ve genellestirilmis Schlomilch integral denklemleri de dahil
olmak tizere cesitli Schlomilch integral denklemleri igin ¢oziimler iretildi. Bunun
yani sira Onerilen yontemle elde edilen ¢oziimler ile iyi bilinen gama fonksiyonu
arasindaki iligki kuruldu. Son olarak oOnerilen algoritmanin kullanisliligi ve
uygulanabilirligini gdstermek igin agiklayict ornekler verildi. Bu g¢alismada elde
edilen sonuglar uluslararasi bir kongrede sunulmus olup uluslararasi bir dergide

makale olarak basilmustir [4].



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Integral Denklem Tipleri ve Siniflandiriimasi

Bilinmeyen bir fonksiyonun integral isareti altinda goziiktiigli denklemlere integral
denklemler denir. u(x) fonksiyonunu ihtiva eden standart formda bir integral

denklem asagidaki sekilde verilir:

u(x) = f(x) +/1ﬂ(f) K (x,t)u(t)dt. (2.1)

a(X)

(2.1) denkleminde «(x) ve A(x) integral sinirlari, A sabit bir parametre, K(x,t)

integralin ¢ekirdegi olarak adlandirilan iki degiskenli bilinen bir fonksiyon, f(x)
bilinen bir fonksiyon ve u(x) bilinmeyen bir fonksiyondur. integral denklemlerinin

farkli siniflandirmalar1 mevcuttur. Bu siniflandirmalar bu boliimde incelenecektir.

2.2. Lineer ve Lineer Olmayan integral Denklemler

Integral denklemler, lineer ve lineer olmayan integral denklemler olmak iizere iki
siifa ayrilir.

u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak tizere

(x)
u(x) = f(x) mﬂj K (x,t)F[u(t)]dt. (2.2)
a(Xx)

denkleminde Flu(x)] = u(x) ise (2.2) denklemine lineer, F(.) fonksiyonu v’ nun
lineer olmayan bir fonksiyonu ise (2.2) denklemine lineer olmayan bir integral

denklem denir.



2.3. Tekil (Singiiler) Integral Denklemler

Integral denkleminde iki degiskenli K (x,t) fonksiyonuna gekirdek fonksiyon denir.
Cekirdek fonksiyonunun tanimlanan aralikta siirekli olmasi 6nemlidir. Fonksiyon

siirekli degilse singiiler integral denklemi olarak adlandirilir.

f(x):f#u(t)dt,0<a<1 (2.3)

(x-t)’
u(x) = f(x)+i;au(t)dt,0<a<1 (2.4)
s (x-1)

seklindeki denklemler tekil integral denklemler olarak adlandirilir veya

genellestirilmis Abel integral denklemler olarak da adlandirilir.

1
Eger a = > seklinde alinirsa;

X1
u(x) = ! ﬁu(t)olt

=

denklemine tekil Abel integral denklemi denir.

Tekil integral denklemler (2.3) ve (2.4) ‘teki denklemlerden farkli olarak integral
siirlarindan biri veya her ikisi de sonsuz ise bu tiir denklemler de tekil integral

denklemler adin1 alir.

f(s)= Te‘“u(t)dt (2.5)
<1
u(x) = j ﬁu(t)olt (2.6)

(2.5) ve (2.6) denklemleri, tekil integral denklemlerine 6rnek olarak verilebilir.



2.4. Tekil olmayan Integral Denklemlerin Tiplerine Gore Siniflandiriimasi

integral denklemler, yapilarma gore iki sinifa ayrilir. K(x,t), f(x) ve #(X) bilinen

fonksiyonlar, a ve b sabitler ve u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak fizere,

H(X) = ﬂj. K (x, t)u(t)dt (2.7)

#(X) = f(x)wliK(x,t)u(t)dt (2.8)
(2.7) ve (2.8) denklemlere 1. Tip integral denklemler denir.
u(x) = f(x)+/1iK(x,t)u(t)dt, (2.9)

(2.9) deklemlere 2.Tip integral denklemler denir 2. Tip integral denkleminde

bilinmeyen u(x) fonksiyonu hem integralin i¢inde hem de diginda bulunmaktadir.

Ornek olarak;

%x3 ::[(x—t)u(t)dt 2.10)
u(x) zgx—%—j(x—t)u(t)dt 2.11)

(2.10) da integral denklemi 1.Tip integral denklemi ve (2.11) ‘deki denklemde 2.Tip

integral denklemine 6rnek olarak verilebilir.



2.5. Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler

Bir integral denkleminde wu(x) bilinmeyen fonksiyon, K(x,t) bilinen g¢ekirdek
fonksiyon ve a,b sabitler olmak tizere f(x) gibi bir fonksiyon bulunmuyorsa
homojen integral denklem denir. integral denkleminde f(x) bilinen fonsiyonu

bulunuyorsa homojen olmayan integral denklemi olarak adlandirilir.

u(x) :j.K(x,t)u(t)dt, (2.12)

u(x) = f(x)+in(x,t)u(t)dt, (2.13)

(2.12) homojen integral denklem ve (2.13) homojen olmayan integral denklemdir
[2,41].

2.6. Fredholm ve Volterra integral Denklemler
b
FOOU) = F () + A K(x Hu(t)dt (2.14)
formundaki denklemler Fredholm integral denklemi ve
p(x)u(x) = f(x)+ﬂ_|.K(x,t)u(t)dt (2.15)

formundaki denklemler ise Volterra integral denklemi seklinde adlandirilirlar.

(2.14) ve (2.15) denklemlerinde eger ¢(X)=0 olursa birinci tip, #(X)=1 olursa

ikinci tip, diger durumlarda ise tigiincii tip integral denklem olarak adlandirilirlar.



(2.14) ve (2.15) denklemlerinde bilinen f(x) = 0 ise bu integral denklemlerine
homojen integral denklemleri denir. f(x) # 0 ise homojen olmayan integral
denklemi olarak adlandirilir [2].

(2.14) ve (2.15) Integral denklemlerinde integral operatorii altindaki u(x)
fonksiyonuna gore lineer olmasi durumunda ifade edilen integral denklem de

lineerdir.

Eger bilinmeyen u(x) fonksiyonu derecesi birden farkli veya lineer degilse yani
e', sinhu, cosu, In(1+u) seklinde ise bu tiir denklemlere de lineer olmayan integral

denklemler denir.

(2.14) ve (2.15) integral denklemlerinde integral isaretinin sinirlarindan en az biri
sonsuz veya bu smirlarda integral ¢ekirdegi K(x,t) silireksiz ise bu tiir integral

denklemleri singiiler integral denklem denir.

K(x,t) integral ¢ekirdegi, integral isaretinin sinirlari arasinda siirekli ve integral
siirlarmin  her ikisi de sonsuz degil ise singiiler olmayan integral denklem olarak
adlandirtlir [2].

2.6.1. Fredholm integral denklemleri

Fredholm integral denklemlerinde, K(x,t) integral g¢ekirdegi, f(x) bilinen bir
fonksiyon, bilinmeyen u(x) fonksiyonu integral isareti altinda goziikmek iizere ve

integral sinirlar1 a ve b gibi sabitlerdir.
f(x) =4 j K (x,t)u(x)dt, x € D (2.16)
b

Bu tiir integral denklemlere 1. Tip Fredholm integral denklemi denir. (2.16)
denkleminde D reel sayilarda kapali ve sinirlanmis bir kiime ve x in tanim araligi
integrasyon araligiyla cakismaz [35]. 1.Tip Fredholm integral denklemleri genellikle

iyi taniml1 olmayan (ill-posed) problemler olarak kabul edilir.



Bu tiir problemlerle ilgili Hadamard [36] asagidaki li¢ 6zelligi 6ne siirer.
e (Coziimiin varlig
e (Oziimiin tekligi
e (2.3) denklemindeki, ¢oziim fonksiyonu u(x), data fonksiyonu f(x) in
verilerine siirekli olarak bagimliligi, bu ozellik f(x) data fonksiyonun
¢oziimiinde kiiglik hatalarin u(x) verilerindeki kiigiik hatalara bagli oldugunu

gosterir [37].

Yukaridaki {i¢ durum saglaniyorsa problem iyi tanimli (well-posed) problem olarak
adlandirilir. Dolayisiyla problem well posed problem degilse ill posed problemdir. 111
posed problemlerde ¢6ziim varsa tek degildir. Elde edilen ¢oziim gozlenen veriye
stirekli baglh kalmiyordur. (2.16) denklemindeki K(x,t) c¢ekirdegi diizgiinse
u(x) ¢ozimii f(x) verilerindeki herhangi bir degisiklige karsi ¢ok hassastir. Bu
nedenlerden dolay1 1. Tip Fredholm integral denklemi ill-posed problemlerdir [2].

1.Tip Fredholm integral denklemlerinin ¢6ziimleri igin ¢esitli yoOntemler
kullanilmistir. Regularizasyon ve Homotopi perturbasyon metodu yontemlerden en

kullanigh olanlaridir.
Bunun yani sira bilinmeyen u(x) fonksiyonu integral denkleminin hem integral

isareti hemde integral isareti disinda goziikiiyorsa Bu tiir integral denklemlerine

2.Tip Fredholm integral denklemi denir ve asagidaki sekilde ifade edilir.

u(x) = f(x)+i_TK(x,t)u(t)dt (2.17)

2.6.2. Volterra integral denklemleri

Bilinmeyen u(x) fonksiyonu integral isareti altinda olmak tizere, K(x,t) ¢ekirdek
fonksiyon, f(x) bilinen fonksiyon ve integral sinirlarindan en az biri degiskene bagh

ise,
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f(x) = zh(f) K (x, t)u(t)dt (2.18)

9(x)
seklindeki integral denklemlerine 1. Tip Volterra integral denklemi denir.

Bilinmeyen wu(x) fonksiyonu hem integral isareti altinda hemde integral isareti

disinda goziikiiyorsa;

u(x)=f(x) +ﬂh]§) K(x,t)dt (2.19)

9(x)
Bu tiir integral denklemlerine 2. Tiir Volterra integral denklemi denir [2,38].

Volterra integral denklemleri popiilasyon dinamigi, salgin yayilimi ve yan iletken
cihazlar gibi bir ¢cok bilimsel uygulamada ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir. Volterra, 1884
yilinda integral denklemleri iizerinde ¢alismaya baslamistir. Ama ciddi calismalari
1896 yilinda olmustur. Integral denklemi ismi 1888 yilinda Bois-Reymond
tarafindan verildi. Ancak Volterra integral denklemi ismi, ilk olarak 1908 yilinda
Lalesco tarafindan hazirlandi [2]. Abel dikey bir diizlemdeki bir egrinin denkleminin
saptanmas1 sorununu diisiiniiyordu. Bu problemde, bir kiitle noktasinin yer¢ekimi
etkisi altinda, bu egri boyunca belirli pozitif ylikseklikten yatay eksene kaymasi igin
gecen siire, yiiksekligin 6ngoriilen bir islevine esittir. Abel, bir tir belirli Volterra
integral denklemi olan tekil Abel integral denklemi tiiretti. Bu konuda daha detayl

arastirma yapmak isteyen okuyucular1 [2] kaynaklarina bagvurmalarin1 6neriyoruz.

2.7. Schlémilch Integral Denklemleri

Iyonosfer diinyay1 gevreleyen atmosferin iist bolgesinde elektron yiiklii bir yapidir.
Giines radyasyonu ile iyonize olur. Uzak bolgelere radyo yayilimimi etkiler.
Iyonosfer kabugu varhigini giinesten gelen mordtesi radyasyona borgludur. Iyonosfer
kabugu elektronlarin ve elektrik yiiklii atomlarin bulundugu benzersiz bir yapiya

sahiptir.
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Yan transfer yaklagim i¢in egik insidansa ait iyonosferik elektron yogunlugu

profilini tiiretmek i¢in Schlomilch integral denklemleri kullanlir [9-16].

Bu denklem, f(x) —mw <x <m araliginda tanimh siirekli bir fonksiyon olmak

lizere,
)2
f(x)== j u(xsint)dt, (2.20)
2 0
seklinde ifade edilir.
3
u(x) = f (0)+x j f'(xsint)dt, (2.21)
0

(2.20) denkleminde f in & = x sint arglimentine  goére tiirevleri f' olsun.
Schlomilch integral denkleminin tek ¢oziimii quasitransverse (QT) yaklasimlari
durumunda iyonosferik elektron yogunlugu profilini tretmek i¢in kullanilir.

Schlomilch integral denklemleri bir ¢ok iyonosfer problemleri i¢in kullanilmistir
[9-11].

Ayrica (2.21) formunda verilen Schlomilch integral denklemleri 1.Tip Fredholm

integral denklemleri formundadir.

Bu yiizden 1. Tip Fredholm integral denklemleri ¢6zmek i¢in uygulanan metotlar

Schlomilch integral denklemlerine uygulanabilir.

Bunun yani sira (2.21) denklemine regularizasyon metodu uygulanarak 2. Tip
Fredholm integral denklemlerine doniistiiriilebilir. dolayisiyla 2.Tip integral
denklemlerinin ¢oziimleri i¢in uygulanan metotlar Schlomilch integral denklemlerin

¢Oziimlerini elde etmek i¢in de kullanish olabilir.
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Schlomilch integral denklemlerinin 4 tipi mevcuttur. f(x) bilinen bir fonksiyon ve

u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere,
Lineer Schlomilch integral denklemleri;

f(x) =E u(xsint)dt,-z <x<rx
T

O |y

genellestirilmis Schlomilch integral denklemleri;

f(x)=—|u(xsin"t)dt,n>1

ERIN
O N [ Y

Schlomilch-tip integral denklemi;

u(xcos"t)dt,n >1.

f(x)=

RN
O ey [N

Lineer olmayan Schlomilch integral denklemi,

F(u(sint)dt,

o'—.m\k)

f(x):%

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

F(u), -m < x < m araliginda diferansiyellenebilen siirekli lineer olmayan fonksiyon

olmaldir [9-11,13].
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2.8. Fredholm Integral Denklemler i¢in C6ziim Metotlar:
Fredholm Integral denkleminin ¢oziimii igin birgok farkli metot vardir. Bu
metotlardan bazilar literatiirde siklikla karsilastigimiz ve bu ¢alismada da iizerinde

duracagimiz regularizasyon metodu, Adomian Ayristirma Metodu ve Homotopi

Perturbasyon Metodudur.

2.8.1. Regularizasyon metodu

Regularizasyon Metodu, birbirinden bagimsiz olarak Tikhonov ve Philips tarafindan
tanitildi [23,24]. Bu metod 1. Tip Fredholm integral denklemini 2. Tip Fredholm
integral denklemine cevirmektedir. Acikca ifade edecek olursak regiilarizasyon

yontemi;
f(x)= j‘. K(x,t)u(t)dt, (2.26)
b
seklindeki 1.Tip Fredholm integral denklemini;
au, (x) = f(x) —jl K(x.t)u, (t)dt, (2.27)
b

2. Tip Fredholm integral denklemine donistiiriir. (2.27) denkleminde, a pozitif bir

regularizasyon parametresidir. Denklemin her iki tarafi a ile boliintirse;
1 17

u,(x)==f(x)-= j K (x,t)u, (t)dt, (2.28)
a as

elde edilir. Ayrica [39,40] da (2.28) denkleminin ¢oziimiiniin (2.26) in ¢oziimiine

belli sartlar altinda yakinsadig1 kanitland.
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Asagidaki lemmada, (2.28) denkleminin ¢6ziimii olan u,(x) fonksiyonunun (2.26)
denkleminin ¢oziimii olan u(x) fonksiyonuna belli sartlar altinda yakinsadigi ifade

edilmistir.

2.1. Lemma
f(x)= .T K(xt)u(t)dt, (2.29)

Yukaridaki integral denklemindeki integral operatoriiniin, f(x),u(x) ve ug,(x)

tanimlandig1 Hilbert uzayinda siirekli ve coercive oldugunu varsayalim.

1) |luyl, a den bagimsiz olarak sinirlandirilmistir ve

2) |lug —u(x)| = 0iken a — 0 olur [2,39,40].

Ozet olarak bu lemmada regularizasyon metodu ile 2. Tip Fredholm integral
denkleminin ¢éziimii i¢in kullanilan yontemlerden herhangi biriyle birlestirildiginde,
1. Tip Fredholm integral denklemini ¢ozebilecegini sdyler. Lemmanin kaniti i¢in

okuyucuyu [39,40] kaynaklarina yonlendiriyoruz.

O halde (2.26) formunda verilen bir integral denklemi, oncelikle regiilarizasyon

yontemi uygulanarak;

0,00

f(X)—%j.K(X,t)ua (t)dt, (2.30)
b

denkleme doniistiiriiliir. Daha sonra (2.30) denklemi Adomian ayristirma metodu,

homotopi perturbasyon metodu veya baska bir metotla ¢oziilerek wu,(x) ¢oziimii

elde edilir[2].

Buradan,

u(x) :Limua(x) (2.31)

esitligiyle (2.26) denkleminin ¢6ziimii elde edilir.
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2.8.2. Adomian ayristirma metodu

Adomian Ayrnistirma Metodu (ADM) George Adomian tarafindan tanmitildi ve
gelistirildi [19-22]. Adomian Ayristirma Metoduyla ilgili birgok ¢alisma mevcuttur.

Adomian Ayristirma Metodunun ¢oziimi seri formundadir. Bu metottaki yontem,
herhangi bir denklemin bilinmeyen u(x) fonksiyonunun, ayrigma serisi tarafindan
tanimlanan sonsuz sayida bilesen toplamina ayristirilmasini igerir.

Daha acik bir ifadeyle:

u(x) = > u, () (2:32)
n=0

dolayistyla,

u(x) =, (X)+u, (x) +u,(X)+... (2.33)

seklindedir. Adomian Ayristma Metodu kendi wug, uq,u, ... bilesenlerinin

bulunmasiyla ilgilenir. Bu bilesenlerinin bulunmasi, kolaylikla degerlendirilecek
basit integralleri icerir ve tekrarlama iligkisi yoluyla kolay bir sekilde elde edilir. Seri

formu (2.32) deki denklem asagidaki 2. Tip Fredholm integral denkleminde yerine

yazilirsa;
S0, (X) = f(x)+/lj K(x,t)(iun(t) t (2.34)

seklinde olur.

Uy (X) +U, (X) +...= f(X) + ﬂja. K (X, t) [u, (t) +u,(t)...Jdt, (2.35)
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Sifirinct bilesen u,(x), integral isareti altinda bulunmayan tiim terimleri kapsayacak
sekilde tanimlanir. Bu bilinmeyen fonksiyon u(x) in bilesenleri u;(x) (j = 0) nin

tekrarlama iligkisinin ayarlanmasiyla tamamen belirlendigi anlamina gelir.

u,(x)= zi K (xt)u, (t)dt, n>0 (2.36)
Uy (x) = £(X)

u,(x) = /1]. K(x, t)u, (t)dt,
u,(x) = /1]. K(x,t)u, (t)dt,

Uy (X) = ﬂj. K(x, t)u, (t)dt,

U, (x)= lj' K(x,t)u, (t)dt n=0 (2.37)

Bu esitliklerden bilesenleri hesaplayarak ¢6ziimii olusturan pargalar elde edilir.
Uy (x), uqy(x), uy(x) .... bilesenleri (2.32) denkleminden elde edilip hesaplanir. Sonug
olarak Fredholm integral denkleminin ¢oziimii olan u(x) fonksiyonu seri formunda

kolayca elde edilir.

Adomian ayristirma metodu, integral denklemini hesaplanabilir bilesenlerden olusan
hale doniistiirdiigii agikga goriilmektedir. Eger problem igin kesin bir ¢dziim
mevcutsa, elde edilen seri hizli bir sekilde bu kesin ¢6ziime yakinsamig olacaktir.
Ayrisma serinin yakinsaklik konsepti, sonu¢ kisminda ortaya ¢ikan serinin hizh
yakinsamasini dogrulamak i¢in birgok arastirmaci tarafindan arastirilmistir. Bununla
birlikte kapali formundaki ¢6ziimii elde edilemeyen problemler igin, sayisal
sonuglarin genellikle bilesenleri kesilmis serinin terimlerinden olusur. Daha fazla

bilesen kullanilirsa yaklagimda yapilan hata azalir [2].
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2.8.3. Homotopi perturbasyon metodu

Homotopi Perturbasyon Metodu (HPM), JI Huan He [25] tarafindan tanitildi. Son
zamanlarda lineer ve lineer olmayan integral denklemlerini ¢6zmek igin kullanildi.
Basitce ifade edecek olursak bu yontem goémme parametresi olarak adlandirilan
p € [0,1] olan bir homotopi olusturulur. Burada, p kiiciik bir parametredir.
Topolojide, homotopi perturbasyon metodu, pertiirbasyon teknigi ve homotopinin
kombinasyonu seklindedir. Perturbasyon yonteminin ve homotopi yoOnteminin
eslestirilmesi,  geleneksel perturbasyon tekniginin  sinirlamalarin1  ortadan
kaldirmistir. Bu giiclii kombinasyon bir ¢ok probleme basarili bir sekilde
uygulanmistir [26-31]. Bu yontem 1. Tip ve 2. Tip Fredholm integral denklemlerine
kolayca uygulanabilir.

HPM metodunun, 2. Tip integral denklemlerine uygulanmasini inceleyelim;
u(x) = f(x)+j.K(X,t)u(t)dt (2.38)
b
yeni bir operatdr tanimlanirsa;
L(u) =u(x)— f(x)—j.K(x,t)u(t)dt =0 (2.39)
b

v(x) = u(x) ve H(u,p),p € [0,1] konveks bir homotopi olacak sekilde, homotopi

tanimlansin.
H (u,0) = F(u), H(u,1) =L(u) (2.40)
F(u) fonksiyonel bir operatordiir. Konveks bir homotopi asagidaki sekildedir.

H(u, p)=1-p)F(u)+pLu)=0 (2.41)
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u=>p", (2.42)
seklinde alinirsa;

v=limY py, (2.43)
n=0

p—1

Boyle bir ¢6ziim mevcutsa (2.43) deki seri tam ¢6ziime yakinsar.

(2.42) denklemi ve F(u) = u(x) — f(x) (2.41) denkleminde yerine yazilirsa,
POup() = F(0), Py = [ K(x Duy(dt,n > 0, (2.44)

(2.44) teki tekrarlama iliskisinin standart Adomian ayristirma metodunun ¢éztimiiyle

ayni oldugu goriliir[2].

Bu yontemi ayrintili bir sekilde incelemek isteyen okuyucularimizi [2,25, 32-34]

kaynaklaria yonlendiriyoruz.

Homotopi perturbasyon metodunun 1. Tip integral denklemlerine uygulanigini
inceleyelim.

1.Tip integral denklemleri asagidaki sekildedir.
f(x) = [K(xtv()dt. (2.45)
b
operatorleri tanimlanirsa;

L(u)= f(x)—_TK(x,t)u(t)dt =0 (2.46)



formun konveks bir homotopisi olusturulursa;
H(u, p) = @-p)u(x)+ pL(u) =0

goémme parametresi p monoton olarak 0 dan 1 e yiikselir.

sonug olarak;
v(x) =lim "u_(x
(9=1im>= p'u, ()

boyle bir ¢6ziim varsa seri kesin ¢oziime yakinsar.

K (x, t) ayrilabilir bir ¢ekirdek;

<1

1—TK(t,t)dt

(2.50) deki durum ¢6ziimiin yakinsamasi i¢in aranan sarttir [2].
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(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)
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3. LITERATUR TARAMASI

Lineer ve lineer olmayan Schlomilch integral denklemleri, atmosferik ve karasal
fizikte 6nemli ve yararli denklemler olarak kabul edilir. Cogu iyonosferik problemler
icin Schlomilch integral denklemleri kullanilmistir [9-16]. Schlomilch integral
denklemleri, teorik olarak detayli bir sekilde calisilmis olmasina ragmen,

matematiksel olarak ¢6ziim metotlar1 gelistirme kisminda eksik kalmistir.

Literatiirde ~ Schlomilch integral denklemlerinin ¢oziimii i¢in  kullanilan
yontemlerinden biri lineer ve lineer olmayan Schlomilch integral denklemlerini
¢ozmek i¢in genellestirilmis Chebyshev Ortogonal Fonksiyonlarin Siralama
Metodudur [32]. Diger yontem, Schlomilch integral denklemleri 1. Tip Fredholm
integral denklemleri formunda oldugundan, Fredholm integral denklemlerine

uygulanan ¢oziimler Schlomilch integral denklemlerine bagariyla uygulanabilir [5-7].

Schlomilch integral denklemindeki bilinen fonksiyonu 6zel bir formda ise iyi bilinen
gama fonksiyonu kullanilarak lineer ve lineer olmayan Schlomilch integral
denklemlerinin ¢6ziimii, kapali bir form ile ifade edilebilecegi [5] te gosterilmistir.
Ayrica Schlomilch integral denklemleri 1. Tip Fredholm integral denklemi tipinde
oldugu i¢in ¢oziimiinde Regularizasyon Metodu uygulanarak 2. Tip integral
denklemine ¢evrilir ve Adomian Ayristirma Metodu uygulanarak ¢6ziime ulagildigi
goriilmistir [13]. Bu metotla lineer, lineer olmayan, genel Schlomilch denklemi ve

Schlomilch tip integral denkleminin ¢éziimlerine ulagildig goriliir.

Integral denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilan ydntemlerden biride homotopi
perturbasyon metodudur. Bu yontem ve onun ¢esitleri; miihendislik, fizik ve
matematik gibi birgok farkli bilim dallarinda ortaya ¢ikan, uygulamaya dayal
problemleri ¢6zmek i¢in uygulanmistir. Bunlardan biride Fredholm integral
denkleminin ¢6ziimii i¢in kullanilan yontemlerden biri de  Homotopi Perturbasyon
Metodudur [7]. Fredholm integral denklemlerini ¢6zmenin bir bagka yoluda

Homotopi Perturbasyon Metoduna bir modifikasyon olusturmaktir [8].
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Bu tez caligmasinin yontem bolimiinde Schlomilch integral denklemleri ve
cesitlerini ¢ozmek icin Homotopi Perturbasyon Yonteminde kullanilan homotopi
modifiye edilerek yeni bir homotopi tanimlandi. Bu degisikligin sonucu olarak
lineer, lineer olmayan ve genellestirilmis Schldomilch integral denklemlerine basarili
bir sekilde uygulandi. Ayrica onerilen yontemle elde edilen ¢oziimler ile iyi bilinen
gama fonksiyonu arasinda iliski kuruldu. Onerilen algoritmanin kullanishg ve
uygulanabilirligini gostermek i¢in agiklayict 6rnekler verildi. Boylece Schlémilch
integral denklemlerini ¢dzmek i¢in bulunan formiiliin uygulanabilirligi Grnekler
tizerinde test edildi. Bu ¢alismada elde edilen sonuglar uluslararasi bir kongrede

sunulmus olup uluslararasi bir dergide makale olarak basilmistir [4].
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4. YONTEM

Lineer ve lineer olmayan Schlémilch integral denklemleri atmosferik olarak 6nemli
ve yararli denklemler olarak kabul edilir. Bazi iyonosferik problemler igin
denklemler ve ¢oziimleri kullanilmistir. Denklemin ve fizikteki uygulamalarinin
kapsamli bilgisi i¢in okuyucuyu [9-15] kaynaklarina yonlendiriyoruz. Standart

Schlomilch integral denklemi asagidaki forma sahiptir.

f(x)=

u(xsint)dt, -—-r7<x<ur. 4.2)

ERES
O =[N

Bu denklemin asagidaki formda ¢éziimiiniin bulundugu bilinmektedir.

T

u(x) = f(O)+xT f'(xsint)dt, (4.2)

burada tiirevin xsint ya gore alinmasi gerekir [9-12].
Standart Schlomilch integral denklemine ek olarak Schlomilch integral denkleminin
iki ¢esit formu daha vardir. Bunlardan birincisi genellestirilmis Schldomilch integral

denklemidir. Asagidaki sekildedir.

f(x)=—|u(xsin"t)dt,n>1. (4.3)

SEL
O o [ N

ikincisi lineer olmayan Schlomilch integral denklemidir. Asagidaki formdadir.

f(x) =—| F(u(xsint)dt, (4.4)

SHEN
O N [ Ny

burada F(u(xsint) lineer olmayan fonksiyondur. u(xsint) ve f —nm<x<m
araliginda siirekli diferansiyellenebilen fonksiyondur.
Iyonosferik problemlerin teorik analizlerinin aksine, bunlarmn hesaplama ydntemleri

lizerine aragtirma yapilmistir [4,9-11].
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4.1. Uyarlanmus Homotopi Perturbasyon Metodu

Schlomilch  integral denklemlerinin ¢6ziimii igin Homotopi Perturbasyon
Y onteminde kullanilan homotopi modifiye edilerek yeni bir homotopi tanimlandi. Bu
degisikligin sonucu olarak lineer, lineer olmayan ve genellestirilmis Schlomilch
integral denklemleri de dahil olmak {izere gesitli Schlomilch integral denklemlerine
basarili bir sekilde uygulandi. Ayrica 6nerilen yontemle elde edilen ¢oziimler ile iyi
bilinen gama fonksiyonu arasinda iliski kuruldu. Uyarlanmis homotopi perturbasyon
metodunu diger metotlardan ayiran 6zellik ise problemlerin ¢oziimiinde kullanilan
hesaplamalarin azaldigi, baz1 6zel f fonksiyonlar i¢in analitik ¢oziimlerin verildigi
goriilmektedir. Onerilen algoritmanin kullanisliligi ve uygulanabilirligi gdstermek
icin aciklayict drnekler verildi. Boylece Schlomilch integral denklemlerini ¢ozmek
i¢in bulunan formiiliin uygulanabilirligi 6rnekler tizerinde test edildi. . Bu ¢aligmada
elde edilen sonuglar uluslararasi bir kongrede sunulmus olup uluslararasi bir dergide
makale olarak basilmistir [4]. Daha detayl arastirma yapmak isteyen okuyuculari [4]

kaynagina yonlendiriyoruz.
Uyarlanmig homotopi perturbasyon metodunun lineer Schlomilch integral

denklemleri, genellestirilmis Schlomilch integral denklemleri ve lineer olmayan

Schlémilch integral denklemlerine uygulanisini inceleyelim.

4.2. Lineer Schlomilch integral Denklemi

u(xsint)dt, (4.5)

O o [ N

f(x)=2

(4.5) Lineer Schlomilch integral denklemine, yeni uyarlanmig homotopi
perturbasyon metodunu uygulayalim.

4.2.1. Teorem

Derecesi n olan f bir polinom fonksiyondur. (4.5) denkleminin ¢6ziimiide

f fonksiyonun derecesiyle ayni olan bir polinom fonksiyondur [5].
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Uyarlanmis Homotopi Perturbasyon metodu;
f)=> ax"
k=0

olarak secilsin.

H(u, p.m) = (- p)F )+ pL(u) + pd— p)> mxi =0 (4.6)

i=0

seklinde tanimlanarak yeni bir homotopi elde edildi.

F(u)=u(x)
L(u) :gju(xsint)dt— f(x)
4 0

olarak segilsin (4.6) daki denklemde yerine yazilirsa;

ya

2 n n
H(u,p,m)=(1-p)u+p gIu(xsint)dt— f(x) [+pD mx —p*> mx' =0 (47)
% i=0 i—0
elde edilir.

U = Uy + puy + p?u, + -+ seklinde (4.7) denkleminde yerine yazilirsa;

p°:u, =0,
p iy, = > (3 —m)X,
i=0

i+1
Jor(5eem

=i \/;F(;+lj

X' (4.8)
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u, (xsint)dt,k >2 bulunur.

O N [y

pk+1 ‘U = Uy _E
v
(4.8) denlemindeki u, fonksiyonu sifira esitlenirse m; (i =0,1,2,...n) bulunur.

u =u1:Zn:(ai —-m)X'. (4.9)

(4.8) de u, = 0 ¢oziilerek bulunan m; ler (4.9) yerine yazilirsa Schlomilch integral
denkleminin kapali formda ¢6ziimii bulunur.

Ayricai =0,1,2,... m; leri veren formiil asagidaki sekildedir.

(5]l
_\2 2 Ja,i=0,12,..n. (4.10)

T

m; nin gama fonksiyonuna baglh olarak ¢6ztimii bulunur [4].

m

Ornek

Lineer Schlémilch integral denklemini, f(x) = x3 olarak ¢dzelim.

f(X)=—|u(xsint)dt,—z <x<x

RN
O N [ N

Lineer Schlomilch integral denklemine Uyarlanmis homotopi perturbasyon metodu

uygulanirsa;

H(u, p,m) = (- p)F(u)+ pL(u)+ p— p)>_ mx =0

i=0

f(uy=u ve L@u)==|u(xsint)dt—x* olarak segilir.

SHEN
O v | N

H(u, p,m) = (L— p)(U, + PU + P°U, +...)

T

2 3
+p EJ'uo(xsint)+ pu, (xsint) + p°u,(xsint) +..dt—x°+ > mx' |=0
T 0 i=0
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denklemi elde edilir. Terimler agik bir sekilde yazilirsa;
u, =0

U, = x> —my —mx—m,x* —mx* = (1-m, ) x* —m,x* —m,x—m

u,=u

EHEN
O o | N

3 -
u, (xsint)dt+ > mx
i=0

1

. 3
U, =0 esitlenerek, my =m; =m, =0ve my =1 — Tn olarak bulunur.
u=uy+tu; = (1 —mz)x3 —myx? —myx —m,

3
- T”x3 olarak bulunur.

Ornek

Lineer Schldémilch integral denklemini, f(x) = 1+ x + mx? olarak ¢dzelim.

u(xsint)dt,—z <x<x

f(x)=

RN
O N [ N

Uyarlanmis homotopi perturbasyon metodunu uygulayalim;

H(u, p,m) = (- p)F(u)+ pL(u) + pl— p)D_ mx =0

i=0

f(uy=u ve L(u)==[u(xsint)dt—(1+x+zx?) olarak segilir.

S
O o [ N

H(u, p,m) = (L- p)(U, + P + P°U, +...)

a

2 3 )
+p E'fuo(xsint)+ pu, (xsint) + p’u, (xsint) +..dt —x°+ > mx' |=0
T 0 i=0
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Terimler agilirsa;
uO = 0,

uy=1+x+mx?—mg—mx—myx?=1-—my+ (1 —my)x + (r — m,)x?,

2% 2,
U, =U, ——jul(x3|nt)dt +> mx
% i=0
u, = 0 olarak secilirse m,, m;, m, degerleri hesaplanirsa;
2_
my = 0, my= —=, m, = —. olarak bulunur.

2

u=ug+u =1-—my+ (1 —myx+ (r—my)x?

= 1+§x+2nx2.

Ornek

Lineer Schldémilch integral denklemi, f(x) = x + 3x? olarak ¢dzelim.

f(x)=

u(xsint)dt,—-z <x<x

EREN
O N [ N

Uyarlanmig homotopi perturbasyon metodunu uygulayalim;

f (x) denklemindeki x lerin katsayilart ay, = 0,a; = 1,a, = 3 olarak verilmistir
m; leri bulmak igin (4.10) denklemi kullanilarak mg = 0,m; =1 -7, m, = =3,

bulunur. Boylece kapali formdaki ¢oziimii;

u=1u; = (ag—mg) + (a; —my)x + (a; — my)x?

=Zx 4 6x2
2

seklinde bulunur.
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Ornek

Lineer Schldémilch integral denklemi i¢in f(x) = 1 + mx? olsun.

u(xsint)dt,—z <x<x

O N [ N

f(x):%

Uyarlanmis homotopi perturbasyon metodunu uygulayalim;

f(x) fonksiyonunda a, =1,a; = 0,a, = m olarak verilmistir. Ayrica (4.10)

denklemi kullanilarak my = 0,my = 0 m, = —m, bulunur. Boylece

u=1u = (ag—mp) + (a; —my)x + (a; — my)x?

= 1+ 2mx>.
kapal1 formdaki ¢6ziimii bulunur.

4.3. Genellestirilmis Schlomilch Integral Denklemi
Genellestirilmis Schlomilch integral denklemi;

f(x)=—|u(xsin"t)dt,r >1 (4.11)

3N
O V[ Y

n
f(x)= Zakxk olarak tanimlanir. Homotopi tanimlanirsa;
k=0

H(u, p.m) = (- p)F )+ pL(u) + p— p)> mx‘ =0 (4.12)

i=0

denklemi elde edilir.

a

2
Flu)=u ve L(f)=£'[u(xsinrt)dt—f denklemler (4.12) yerine yazilirsa;
T 0



/4

2 n n
H(u, p,m)=(-p)u+p EJ‘u(xsinrt)dt— fl+pd> mx —p?> mx =0
9% i=0 i=0

elde edilir. u = ugy + puy + p?u, + -+ (4.12) yerine yazilirsa;

p°:u, =0,
p'iu, =Y (a —m)x,

i=0

S eem
pPiu, =) |- _ X'

2%
p“tiu,,, =U, ——J.uk(xsmr t)dt,k >2 bulunur,
4 0

(4.13) denkleminde u, = 0 esitlenir ve m; ler bulunur.

u=u, =Zn:(ai -m,)X',

Schlimilch integral denkleminin kapali formdaki ¢6ziimii bulunur [4].

Ayrica m;’leri veren formiil asagidaki sekildedir.

2

r(ri+1)_\/;(r2i+

}
a,(1=012,...,n).
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(4.13)

(4.14)



Ornek

Asagidaki genellestirilmis Schlomilch integral denklemini,

f(x) =4x — 15—6x2 ver = 3 igin ¢6zelim[13].

u(xsin®t)dt,-r<x<rx

f(x)=

SRS
O N[y

Uyarlanmis homotopi pertubasyon metodunu uygulayalim.

f(x) =4x — %xz oldugu i¢in ay =0,a; =4vea, = —136 olur.

m; i =0,1,2, ... i¢in (4.14) denklemi uygulanirsa my = 0,my; = 4 — 3w, m, = %

olarak bulunur.
2 y
u=u :Z(ai -m)x’,
i=0

=37X— X2,

kapali formdaki ¢oziimii bulunur.
Ornek

Asagidaki genellestirilmis Schlomilch integral denklemini

f(x) =x+3x%ver =2 igin ¢dzelim.

u(xsin’t)dt,—z < x<z

O N[y

f(x)=2

Uyarlanmis homotopi perturbasyon metodunu uygulayalim.

a, =0,a; = 1,a, =3 ve (4.14) deki formiil uygulanirsa my = 0, m; = —1,

m, = —5 olarak bulunur.
2 .
u=u,=> (a-m)x,
i=0

=2X +8x?

kapal1 formdaki ¢6ziimii bulunur.

30
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4.4. Lineer Olmayan Schlémilch Integral Denklemi

Flu(xsint)]dt,—~z < x< 7z (4.15)

O —ro |y

f(x):%

Flu(xsint)] lineer olmayan fonksiyondur. ve F fonksiyonun tersi var ise

Flu(xsint)] = h(xsint) seklindedir ve u(xsint) = F~1[h(xsint)] olur.

u(x) =— | h(xsint)dt

SN
O N [ Ny

h(x) fonksiyonu bulunur sonra F~* fonksiyonun tersi uygulanir ve u(x) fonksiyonu
bulunur[4].

Ornek

Lineer olmayan Schlémilch integral denklemi f (x) = x? i¢in uygulanirsa [13]

f(X) _2 u®(xsint)dt,-r < x<r,
T

O N [ N

Uyarlanmig homotopi perturbasyon metodunu uygulayalim.

h = u? olarak degistirilirse;

x? == | h(xsint)dt,-7r < x< 7

EHEN
O o | N

ap=a, =0, a, =1 f(x)denkleminden elde edilir. (4.10)daki formiil kullanilarak
my = my; = 0 m, = —1 bulunur. Boylece agik ¢dziim h = 2x2 dir. h = u? oldugu
icin kapali formdaki ¢oziimii

u(x) = +V2x seklindedir.
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5. KARSILASTIRMA VE TARTISMA

Bu boliimiin amaci, bir 6rnegi hem Regularizasyon-Adomian Ayristirma Metodu,
hem Homotopi Perturbasyon Metodu hem de Uyarlanmis Homotopi Perturbasyon
Metoduyla ¢6zerek Uyarlanmig Homotopi Perturbasyon Metodunun kullanishigini,
uygulanabilirligini ve mikemmelligini bir 06rnek {izerinden tartismak ve
karsilastirmaktir. Asagidaki Ornekte agik¢a goriilecegi tizere, f bir polinom
fonksiyonu oldugunda, uyarlanmig Homotopi Perturbasyon Metodu her iki yontem

tizerinde de 6nemli derecede avantajlidir.

Ornek

Asagidaki Schlomilch integral denklemini ¢ozelim.

1+ X+ 72x* == [u(xsint)dt,-z < x< 7

SRS
O N[y

ornegini farkli metodlarla ¢6zelim. Kullanacagimiz metotlar Homotopi Perturbasyon

Metodu, Regularizasyon-Adomian Metodu ve Uyarlanmig Homotopi Metodudur.
Homotopi Perturbasyon Metodu (HPM):

Vi

H(u,p)=1-pu(xX)+p Eju(xsint)dt— f(x) [=0
4 0

2
H(u,p)=(1- p)(u0 + pu, + p°u, +...)+ p EJ-UO(XSint)‘F pu, (xsint)+...dt—f (x) |=0
72-0

terimler acilirsa;

u0=0,

u; = f(x) =1+ x + mx?,



c

N

Il

c

£

|
EREN
O e V[

u, (xsint)dt = (1—E)x +£7rx2,
Vs 2

EHEN
O o | N

U, =U, — uz(xsint)dt=(1—§)x+%7zx2,

bulunan terimler hesaplanarak toplanirsa;

u(x)=u,+u, +u, +...

2 k
:1+x+7rx2+(1—g]x+17rx2+[1—gj x+17zx2+...(l—gj X +ik7rx2+...
T 2 V.2 4 T 2

2
:1+x+7zx2+(1—£jx 1+(1+£j+(1—g] +... +7zx2(1+1+i2+%+...j
T /4 /4 2 2° 2

=1+ gx + 2mx?  olarak bulunur.

Regularizasyon-Adomian Metodu [13]:

Regularizasyon metodu uygulanirsa;

[
N
~
(&
|
|
O o [ N

u, (xsint)dt,

Adomian ayristirma metodu uygulanirsa;

Uq, (X) = i(l + x + mx?),

. 1 2x X

ual(x) T a2 ma? 24?2’
1 4x nx?

Ua, (x) a3 | w2ad | 4a3 '
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terimler toplanirsa;

()_1(1 1+1>+1 (1 2 4 >+7Tx2<1 1 1. )
Y=\ @2 3T ar = a?m? a 2a  4a?
1 X = 2mx>

a+1l  am  2a+1’

elde edilir.
. T 2
u(x) = Ilrr(l)ua(x) :1+Ex+27zx

¢Oziimii bulunur.
Uyarlanmis Homotopi Perturbasyon Metodu:

f(x) denklemindeki ag = 1,a; = 1, a, = m olmak tlizere, (4.10) denklemi

kullanilarak ag = 1,a; = 1, a, = m bulunur.

Boylece ¢oziim;

2

u=u, :(ao_m0)+(a1_n11)x+(az_m2)x
=1+ gx + 2mx?.
olarak bulunur.

Bu yontemle Schldémilch’in ¢esitli integral denklemlerinin ¢6ziimii icin Homotopi
Perturbasyon Y dntemine bir modifikasyon uyguladik.

Boylece Uyarlanmis Homotopi Perturbasyon Metodu diger yontemlerde dngdriilen
cok miktarda hesaplamayi azalttig1 goriilmiistiir.

Ayrica onerilen yontemle elde edilen ¢oziimler ile iyi bilinen gama fonksiyonu
arasinda iliski kuruldu. Sunulan yontemin kullaniglilig1 ve uygulanabilirligi i¢in agik

ornekler verilmistir [4].
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