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OZET

Bu tez ¢alismasinda, ss-yariyerel modiiller tanimlanarak temel 6zellikleri verilmistir. M nin her U
alt modiilii, U arakesit V yaribasit olacak sekilde M de V zayif tiimleyenine sahip ise, M ye ss-
yariyerel modiil denir. Ss-yariyerel modiillerin sinifi boliim modiilleri, tiimleyen alt modiiller ve
direkt toplamlar altinda kapahdir. Ozellikle, R bir halka olmak iizere her sol R-modiiliin ss-yariyerel

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin yariyerel ve R sol R-modiiliin desteginin R nin radikalini

kapsamasidir.
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ABSTRACT

In this study, the basic properties of ss-semilocal modules have been proved by defining the ss-
semilocal modules. A module M is ss-semilocal if every submodule U of M has a weak supplement
V in M such that U intersection V is semisimple. The class of ss-semilocal modules is closed under
factor modules, supplement modules and direct sums. In particular, for aring R every left R-module

is ss-semilocal if and only if R is semilocal and socle of R left R-module includes the radical of R.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Tez calisgmasinda kullanmis oldugumuz simgeler, yanda aciklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler

n = € N 2 ©

o N

Kisaltmalar

Rad(M)

Des(M)

Aciklama

bos kiime

dogal sayilar kiimesi
tam sayilar kiimesi
rasyonel sayilar kiimesi

asal sayilar kiimesi

alt kiime

0z alt kiime

kiimelerde kesigim islemi
(R, +,) halkasinda (R, +) abel grubunun birimi
(R, +,") halkasinda (R,) cebirsel yapisinin birimi

alt modiil

0z alt modul

M modiiliiniin N alt modiiliine gére boliim modiilii
kiiciik alt modiil

izomorf modiiller

N; alt modiillerinin direkt ¢arpimi

N; alt modiillerinin toplami

N; alt modiillerinin direkt toplami

X alt kiimesi tarafindan tiretilen modiil

m elemani tarafindan iiretilen devirli modiil

M modiiliiniin [ indis kiimesine gore kopyalarinin

direkt toplami1

Aciklama

M moduliiniin radikali

M modiiliiniin destegi



Desg(M)
P(M)
Gor(f)
Cek(f)
End(M)
Homg(A, B)

R-Mod
J = Rad(R)
Ob(¥C)
Mor4 (A, B)

M modiiliiniin tiim basit olan kiigiik alt modiillerinin toplami1
M modiiliiniin tiim radikal alt modiillerinin toplam1

f homomorfizmasinin goriintli kiimesi

f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

M modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

A dan B ye R-modiil homomorfizmalar kiimesi

Sol R-modiiller kategorisi
R Halkasinin Jacobson Radikali
K kategorisinin nesneler smnifi

XK kategorisinde A dan B ye morfizmalar kiimesi



1.GIRIS

Bu tezde, R halkasi olarak birimli halka ve tim moduller uniter sol R-modil olarak

almmustir.

R halka ve M bir R-modiil olsun. U < M ifadesi U nun M nin alt modiilii veya M nin U nun
bir genislemesi oldugunu gosterir. M nin her K 6z alt modiilii i¢in M #= N + K ise, N ye M
nin kiiciik alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. M nin her alt modiilii M de kiigiik ise,
M ye oyuk modiil denir. M nin tiim kiigiik alt modiillerinin toplami M nin radikalidir ve
Rad (M) ile gosterilir. Rad (M) ayn1 zamanda M modiiliiniin tim maksimal alt modiillerinin
arakesitine esittir. Sonlu liretilmis bir M oyuk modiilii yereldir. M nin sifirdan farkli her alt
modiilii ile arakesiti sifirdan farkli olan E alt modiiliine M de biiyiiktiir denir ve E 2 M ile
gosterilir. M nin tiim basit alt modiillerinin toplami M nin destegi olarak tanimlanir ve
Des(M) ile gosterilir. M nin tiim biiyiik alt modiillerinin arakesiti Des(M) e esittir. D. X.
Zhou ve X. R. Zhang 2011°de yaymlamis olduklar1 “Small-essential submodules and Morita
Duality” adli1 makalede bir M modiiliiniin basit olan tiim Kiigiik alt modiillerinin toplami
Des (M) ile gosterilmistir. E. Kaynar, H. Calisict ve E. Tirkmen ise, 2020°de yaymlamis
olduklar1 “ss-supplemented modules” adli makalede Desg(M) = Des(M) N Rad (M)

oldugunu gostermislerdir. Buradan hareketle Des,(M), M nin kiigiik alt modiilii ve

Dess(Des;(M)) = 0 dur.

U < M olmak iizere V, M = U + V sartmi saglayan minimal alt modiil ise, V ye U nun M
de tiimleyeni denir. V alt modiiliiniin U nun M de tiimleyeni olmasi igin gerek ve yeter kosul
M=U+V ve UNV KV olmasidir. Her alt modiilii tiimleyene sahip olan modiile
tilmlenmis modiil denir. Her yaribasit modiil ve artin modiil agik¢a tiimlenmistir [15].
Rad(V), V alt modiiliiniin tiim kii¢lik alt modiillerinin toplam1 oldugundan M = U + V ve
UNV KVikenUNV < Rad(V)dir. M =U+V ve UNV < Rad(V) sartin1 saglayan
V < M alt modiiliine U nun M de Radikal tiimleyeni veya kisaca Rad-tiimleyeni denir. M
nin her alt modiili Rad-tiimleyene sahip ise, M ye Radikal tiimlenmis veya kisaca Rad-

tiimlenmis modiil denir [16]. Buna gore her tiimlenmis modiil Rad-tiimlenmistir.

Rad-tiimleyen alt modiillerin tanim1 ve herhangi X modiili i¢cin Desg(X) = Des(X) N
Rad(X) € Rad(X) esitliginden hareketle E. Kaynar, H. Calisic1 ve E. Tiirkmen 2020°de



yayinlamis olduklar1 “ss-supplemented modules” adli makalede Ss-timleyen ve Ss-
tiimlenmis modiil kavramlarini tanimlamiglardir. M modiil ve U,V < M olmak lizere
M=U+VveUNV K VveUNYV yarbasit ise, V ye U nun ss-tiimleyeni denir. M nin

her alt modiilii ss-tiimleyene sahip ise, M modiiliine ss-tiimlenmis modiil denir.

Ss-tiimlenmis modiiller sinifinin, yaribasit ve tiimlenmis modiiller smniflarinin arasinda
oldugu agiktir. Genel olarak, artin modiiller ss-tiimlenmis olmak zorunda degildir. Ayn1
makalede ss-tiimlenmis modiillerin temel 6zellikleri verilerek, modiilleri ss-tiimlenmis olan
halkalar karakterize edilmistir. C. Lomp 1999 yilinda yaymladigi “On semilocal modules
and rings” makalesinde zayif tiimlenmis modiilleri ve yariyerel modiilleri calismistir. Buna
gore M modiill ve U,V < M olmak lizecre M =U+VveUNV K M (UNV < Rad(M))
ise, V ye U nun zayif tiimleyeni ( zayif Rad-tiimleyeni) denir. M nin her alt modiilii zayif
tiimleyene sahip ise, M modiiliine zayif tiimlenmis modiil denir. Tiimlenmis modiiller zay1f
tiimlenmistir. Literatiirde mevcut olan bu kavramlarin dogal bir sonucu olarak bu tezde zayif
ss-tlimleyen kavrami tanimlanmustir. Bu tezde, M =U +V ve UNV € Desy(M) sartint
saglayan V < M ye U nun M de zayif ss-tiimleyeni denir. M nin her alt modiilii zayif ss-
tiimleyene sahip ise, M ye ss-yariyerel modiil denir. Bu tezde, ss-yariyerel modiillerin temel
ozellikleri verilerek ss-yariyerel modiiller smifinin béliim modiilleri, direkt toplamlar ve
tiimleyen alt modiiller altinda kapali oldugu ispatlanmistir. Ozellikle, R bir halka olmak

tizere (i) gR ss-yariyereldir, (ii) her sol R modiil ss-yariyereldir ve (iii) R yariyerel ve

Rad(R) < Des( gxR) dir ifadeleri birbirine denktir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Halkalar

2.1.1. Tanim Asagidaki 6zellikleri saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir.
(1) (R, +) abel gruptur,

(i) Va,b,c €R igin (ab)c = a(bc) dir,

(i) Va,b,c eR igina(b+c) = ab+acve (a+b)c = ac+ bcdir [5].

2.1.2. Tanim (R, +,.) halka olsun. R halkasinin + iglemine gore birimine R nin sifir1 denir
ve Oy ile gosterilir. Her ae R igin ae = ea = a olacak sekilde bir e € R varsa, bu elemana
R halkasmin birim elemam ya da birimi denir. e = 1, yazilisi ile gosterilir. Birim elemanli
bir halkaya birimli halka adi verilir.

Bu c¢alismada tiim halkalar birimli halka olarak alimacak ve R ile (R,+,.) halkasi
kastedilecektir.

. islemine gore degismeli olan (R, +,.) halkasina degismeli halka denir. Z, Q, R degismeli
halkalardir [5].

2.1.3. Tanim R halka ve @ # I < R olsun. I, (R, +) abel grubunun alt grubu ve keyfi
a,b € I igcin ab € I ise, I alt grubuna R nin alt halkasi denir. Ayrica Vr € R ve Va € I i¢in
ar € I (ra € 1) ise, I ya R nin sag (sol) ideali denir. Burada /, R nin hem sag ideali hem

de sol ideali oluyor ise, I ya R nin ideali denir.

0 ve R ideallerine R halkasmin asikar idealleri denir. R halkasinin kendisi disindaki tiim

ideallerine 6z ideal denir [5].

2.1.4. Tanim R halka ve 0; # r € R olsun. rs = 0 olacak sekilde bir 0z # s € R elemani
bulunuyorsa, r elemanina R halkasinin sifir bolen elemam denir. Sifir b6lensiz birimli ve

degismeli R halkasina tamhk bolgesi denir [5].

2.1.5. Tanim R halka olsun. a € R elemani1 i¢in ab = ba = 14 olacak sekilde b € R elemani
mevcutsa, b ye a € R elemaninin tersi denir. Burada a ya R halkasinin terslenebilir

elemani denir [5].



2.1.6. Tanim R birimli halka olsun. R nin sifirdan farkli her elemani ¢arpmaya gore
terslenebilirse R ye bolme halkasi denir [5].

Degismeli bolme halkasi cisimdir.
2.2. Modiiller

2.2.1. Tamim R halkas1 ve ( M, +) abel grubu i¢in (r,m) +— f(r,m) = rm ile tanimhi

f : R X M — M fonksiyonu verilmis olsun. Her r,s € R ve her m,n € M igin;
Hr(m+n) =rm+rn,

(i) r+s)m =rm+ sm,

(iii) (rs)m =r(sm)

kosullar1 saglaniyorsa, M ye sol R-modiil denir ve M ile gosterilir. R birimi 15 olan bir

halka olmak iizere m € M keyfi elemani i¢in 1,m = m esitligi saglaniyorsa, M modiiliine

iiniter sol R-modiil denir. Bu tanima benzer olarak sag R-modiil tanimi da yapilabilir [5].

G abel grup olmak iizere, G bir tiniter sol (sag) Z-modiildiir. Dolayistyla ,Q sol Z-modiildiir.
Her R halkasi kendi {izerinde tiniter sol R-modiildiir ve gR ile gosterilir. Burada R = Z,
alinirsa, Z,, sol Z,-modiildiir. Her vektor uzayi, bir tiniter sol modiildiir. Bu ¢alismada tiim

modiiller tiniter sol R-modiil olarak alinacaktir ve kisaca R-modiil yazilis1 kullanilacaktir.

2.2.2. Tanim R halka, M bir R-modiil ve @ # N S M alt kiime olsun. Eger N, (M, +) abel

grubunun alt grubu ve her m € N, her r € R i¢in rm € N oluyorsa, N alt kiimesine M
modiiliiniin bir alt modiilii denir ve N < M yazilis1 ile gosterilir. Bu tanima gore 0 ve M, M
modiiliiniin asikar alt modiilleridir. M modiiliiniin kendisinden farkli alt modiillerine 6z alt
modiil denir. N, M nin 6z alt modiilii ise, N < M ile gosterilir. R halkasinin [ 6z sol ideali

aynit zamanda R nin 6z alt modiiliidiir. M modiiliiniin keyfi sayidaki alt modiillerinin

kesisimi M nin alt modiiliidiir. M bir R-modiil ve m € M olsun. Rm = {rm | rE R} < M alt

modildiir [5].

2.2.3. Tanim M bir R-modiill ve X € M alt kiime olsun. M modiliniin X alt kiimesini
kapsayan biitliin alt modiillerinin arakesitine M modiiliiniin X alt kiimesi tarafindan
iiretilen alt modiilii denir ve (X) ile gosterilir. X kiimesine (X) alt modiiliiniin iirete¢

kiimesi denir. Eger X sonlu kiime ise, (X) alt modiiliine sonlu iiretilmis alt modiil,



X = {m} seklinde tek elemana sahipse, (X) = (m) alt modiiliine devirli alt modiil denir.
Eger M = (X) olacak sekilde M nin sonlu bir X alt kiimesi varsa, M ye Sonlu iiretilmis
modiil ve 6zel olarak M = (m) olacak sekilde m € M elemani varsa, M ye m tarafindan
iiretilen devirli modiil denir. Burada (m )= Rm = {rm| r € R} seklindedir. Ayrica
{N;|i € I}, M nin alt modiillerinin ailesi ise, X = U;¢; N; kiimesinin tirettigi alt modiile

N; modiillerinin toplamu denir. ( X ) = (U;¢; N;) = X;e; N; seklinde gosterilir [5].

2.2.4, Tamm M bir R-modiil ve N < M olsun. M/N bdliim grubu, r € R ve m+ N €
M /Nelemanlari i¢in, r(m + N) = rm + N ile tanimli e : R X M/N — M /N dis islemine
gore bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile M modiiliiniin N alt modiiliine gore boliim

modiilii denir [5].

2.2.5. Teorem M sonlu tiretilmis modiil olsun. M nin her boliim modiilii de sonlu tiretilmistir
[5].
Ispat M sonlu iiretilmis R-modiil ve L < M olsun. M sonlu iiretilmis oldugundan, her
v EMve her 1<i<n iginv; € Mver; €R olmak lizere M = < {vy,V,, ..., 0p} >
Ve v = 1v; + rpu, + -+ v, dir. Herv + L € M/L elemani igin

v+L = (v +-+nv,) +L=nrw+L)+-+ n{,+L)
oldugundan M/L =<{v; + L,v,+L,...,v, + L} > bulunur. Dolayisiyla M /L sonlu

iretilmistir.

2.2.6. Tanim M bir R-modiil ve {N;};c;, M nin alt modiillerinin ailesi olsun.

()M = X/ N;

(i) Vi € Iigin N; N X, ; N; = 0

sartlarini saglayan M modiiliine {N;};¢; alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplamu ya da direkt
toplamm denir. M =@, N; ile gosterilir. Her bir N; alt modiiline M modiiliiniin direkt

toplam terimi denir.

M modiiliiniin N; ve N, alt modiillerini aldigimizda M = N; @ N, olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosulun M = N; + N, ve N; N N, = 0 oldugu agiktir.

M = M @ 0 seklinde yazilabildiginden M =M +0ve M =MNO0=0olup M ve 0, M
modiiliiniin direkt toplam terimleridir. Burada M ve 0 alt modiillerine M modiiliiniin asikar

direkt toplam terimleri denir [12].



2.2.7. Tamim R halka ve I bostan farkli bir indis kiimesi olmak tizere, {N;};c; R-modiillerin

bir ailesi olsun. {a| a:1 - UjgN;, Vi €1 icin a(i) € N;} doniisiimlerin kiimesine

{N,};c; modiiller ailesinin ¢arpim denir ve bu kiime [[;¢; N; ile gosterilir. Her i € [ i¢in

a(i) = a; ve a = (a;);¢ ile gosterelim. Burada a; ye @ doniisiimiiniin i. bileseni denir.

Eger I indis kiimesi sayilabilir ise, @ = (a;);e; = (..., @;, ... ) seklindedir.

a, B € [1;e; N; olmak tizere

MNMa=p = herieligcina; =

(i) a + B = (a; + Bies

(iii) - = ()i

(iv) r € R olmak iizere ra = (ra;);¢, ile taniml cebirsel islemlerine gore [];¢; N; bir

R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {N;};c; modiiller ailesinin dig direkt ¢arpimu denir.
Wi N ={(a)ie; | sonlu sayidai € I igin a; # 0 } kiimesi [[;e; N; modiiliiniin bir alt

modiilidir. @Y, N; alt modiiliine {N;};c; modiiller ailesinin dis direkt toplanm denir. [

indis kiimesi sonlu ise, [[;e; N; =B, N; dir [1].

M bir R-modiil olmak tizere, yukarida dis direkt toplam taniminda her bir i € [ i¢in N; = M

alinirsa @;¢; N; direkt toplamma, M nin kopyalarmin toplamnm denir ve M® ile gosterilir
[12].

2.2.8. Tanim F bir R-modiil olsun. I indis kiimesi olmak iizere F = R ise, F ye serbest

modiil ve | = {1, 2, ...,n} seklinde sonlu elemanli ise, F = R modiiliine sonlu iiretilmis

serbest modiil denir [6].

2.2.9. Teorem (Modiiler Kural) M modiil, K, N ve U da M nin alt modiilleri ve U < N olsun.
Bu takdirde, (U+ K)NN =U+ (K n N) dir [1].

Ispat Keyfi m € (U+K)NN igin m € (U +K) ve m €N oldugundan m =u + k
olacak sekildeu € U vek € K vardir. U < N verildiginden u € N olur. Bu durumda
k=m-—u dur. N<M oldugundan m € N, u € N iken k € N olup k € K NN
bulunur. Dolayisiyla m€ U+ (KN N) olur. Tersine; U+(KNN)< (U+K)NN

oldugu aciktir. Buradan istenen elde edilir.

2.2.10. Tanim R tamlik bdlgesi ve M bir R-modiil olsun. R nin sifirdan farkli en az bir



r € R elemani i¢in rm = 0 kosulunu saglayan m € M elemanina, M nin burulma elemani
denir. M nin tiim burulma elemanlarinin kiimesi
T(M)={meM|3reR\{0}icinrm = 0}

ile ifade edilir.

Og #r €R i¢in 10y = 0, oldugundan 0, € T(M) # @ dir. m;,m, € T(M) keyfi
elemanlari i¢in ;m, = 0 ve r,m, = 0 olacak sekilde r;,7, € R \ {0} elemanlar1 vardir.

R tamlik boélgesi oldugundan ryr, # 0 olup ryr,(my — my,) = r,(rymy) — ry(r,m,) =0
esitligi geregi my —m, € T(M) dir. m € T(M) ve s € R keyfi elemanlar olsun. 0 #r € R
icin rm = 0 olup r(sm) = s(rm) = 0 dir. Dolayistyla sm € T(M) olup T(M) < M alt

moduldiir.

Burada R nin tamlik bolgesi olma sart1 kaldirilirsa T(M), M R-modiiliiniin alt modiilii olmak
zorunda degildir.
Eger T(M) = M ise, M R-modiiliine burulma modiil; T(M) = 0 ise, M R-modiiliine

burulmasiz modiil denir [12].

2.3. Homomorfizmalar

2.3.1. Tanim R halka olmak tizere M ve N R-modiilleri verilsin. Asagidaki kosullar1 saglayan
f:M — N fonksiyonuna sol R-modiil homomorfizmasi denir.

(i) Hera,b € Migin f(a+ b) = f(a) + f(b) dir,

(ii) Her a € M ve her r € R igin f(ra) = rf(a) dir.

Burada herhangi bir sol R-modiil homomorfizmas:1 kisaca homomorfizma olarak
adlandirilacaktir. f: M — N homomorfizma olsun. Eger f bire bir ise, f homomorfizmasina
bir monomorfizma, f orten ise, f homomorfizmasma bir epimorfizma ve f hem birebir
hem de oOrten ise, f homomorfizmasina bir izomorfizma denir. M ve N modiilleri arasinda
bir izomorfizma varsa, M ile N modiillerine izomorf modiiller denir ve bu M = N ile
gosterili. M modiiliinden N modiiliine tanimlanan tiim homomorfizmalarin
kiimesi Hom(M,N ) = {f| f : M — N modiil homomorfizmasi} ile gosterilir.

f:M— M homomorfizmasina endomorfizma adi verilir M modiilinin tim

endomorfizmalarinin kiimesi End (M) ile gosterilir [5].



2.3.2. Tanim M modiil ve N < M olsun. Her neN i¢in i(n) = n ile tamimh i: N — M
doniisiimii monomorfizma olup i monomorfizmasina igerme monomorfizmasi denir.
m:M — M/N, n(m) = m + N ile taniml1 doniisiimii epimorfizmadir.

Bu  epimorfizmasina dogal (kanonik) homomorfizma denir [5].

2.3.3. Tanim f: M — N homomorfizma olmak lizere, { m € M | f(m) = 0} kiimesine

f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve Cek(f) ile gosterilir [5].

m:M — M /N dogal homomorfizmasi i¢gin Cek(mr) = N oldugu agiktir.

2.3.4. Tamim f: M — N homomorfizma olmak lizere, { f(m) | m € M } kiimesine,
M modiiliiniin f altindaki homomorfik goriintiisii denir ve Gor(f) yazilisi ile gosterilir.
Gor(f) < N alt modiildiir [5].

2.3.5. Teorem M ve N modiil olmak iizere f: M — N homomorfizmasi verilsin.
Bu takdirde,

(DK <Mise, f(K) <N dir.

(ii) L < N ise, f~1(L) < M dir. Ozellikle, f~1(0y) = Cek(f) < M dir.

(i) K < M ise, f~Y(f(K)) = K + Cek(f) dir.

(W VK<MveL<Nise, f7U(f(K)+L)=K+ f (L) ve f(f 2 (L)NnK)=L N f(K) dir
[1].

2.3.6. Tanim M modiil olmak tizere g(m) = m ile tammh g: M — M fonksiyonu R-modiil
izomorfizmasidir. Bu izomorfizmaya birim (idantik) homomorfizma adi verilir. M den M

ye birim homomorfizmasi I, yazilisi ile gosterilir [5].

2.3.7. Teorem f: M — N ve g:N — K birer homomorfizma olsun. g f: M — K

bileske fonksiyonu homomorfizmadir [6].

2.3.8. Tanim M modiiliiniin asikar direkt toplam terimlerinden baska direkt toplam terimi
yoksa, M modiiline parcalanamaz modiil, M nin asikar direkt toplam terimleri disinda

direkt toplam terimi mevcut ise, M modiiliine par¢alanabilir modiil denir [5].



2.3.9. Teorem (Homomorfizma Teoremi) f: M — N homomorfizma olsun. Bu takdirde,

M/Cek(f) = Gor(f) dir. f epimorfizma ise, M/Cek(f) = N dir [12].

2.3.10. Teorem (1. izomorfizma Teoremi) M modiiliiniin H ve K alt modiilleri igin

(H+K)/K <M/K alt modiiliolup (H+K)/K=H/(HnNK)dir[12].

2.3.11. Teorem M modiil ve N < L < M olsun. Bu takdirde, M /L = (M/N)/(L/N) dir [1].

2.3.12. Tanim M modiil ve N < M 6z alt modiil olsun. M nin N alt modiiliinii kapsayan N

den baska 6z alt modiilii yoksa, N 6z alt modiiliine M modiiliiniin maksimal alt modiilii

denir. Ornegin p € P olmak iizere < p >= pZ < ,Z maksimal alt modiildiir [6].

2.3.13. Tanim M modil olsun. M nin her 0z alt modili en az bir maksimal alt modiil

tarafindan kapsaniyorsa, M ye es atom modiil denir [18].

2.3.14. Teorem M sonlu iiretilmis modiil ise, es atomdur [6].

Ispat M = {x4,%,, ...,x,} Ve N < M 6z alt modiil olsun. N yi igeren M nin 6z alt modiilleri
kiimesini A ile gosterelim. Bu takdirde, N 6z alt modiil oldugundan N € A # @ dir. A kiimesi
kapsama bagintisina gore sirali kiimedir. I', A kiimesinin tam sirali bir alt kiimesi olsun. C
ile I' kiimesinin elemanlarinin birlesimini gosterirsek N < C ve I" tam sirali1 oldugundan C <
M dir. Ustelik C, M nin 6z alt modiiliidiir. Eger C, M nin 6z alt modiilii olmasa, M sonlu
tiretilmis oldugundan sonlu bir {x,,x,, ..., x,,} lirete¢ kiimesine sahip olup I' tam sirali
oldugundan I" nin tiim x; leri kapsayan bir elemani vardir. Bu elemana K diyelim. Buradan
M < K olur. Dolayisiyla M € I" bulunur. Bu ise, I nin se¢imi ile ¢elisir. Dolayisiyla C bir
0z alt modiil olup C € A dir ve C, I" nin bir Gist siniridir. Zorn Lemmasina gore A kiimesinin

bir maksimal eleman1 vardir.

2.3.15. Onerme R halka olmak iizere M bir R-modiil ve U < M &z alt modiil olsun. U alt
modiiliiniin M de maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosulherm € M \ U i¢cin U + Rm =
M olmasidir [6].

Ispat. (=) Keyfim € M\ U i¢in U & U + Rm ve U nun maksimalliginden, U + Rm = M
dir.
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(<) V, M nin U €V sarti1 saglayan bir alt modiilii olsun. Burada V = M oldugunu
gosterirsek istenen elde edilir. U=V oldugundan m € V \ U eleman1 vardir. Bu takdirde,
m € M \ U olup hipotez geregi U + Rm = M dir. Ayn1 zamanda m € V oldugundan

Rm <V dirveburadan M = U + Rm <V olup V = M dir.

2.3.16. Teorem R birimli halka M ve K modiiller olmak iizere f: M — K bir epimorfizma
olsun. Bu durumda K modiiliiniin alt modiilleriyle M modiiliiniin Cek (f) yi kapsayan alt
modiilleri arasinda bire bir esleme vardir. Bu esleme K nin U alt modiiliine M nin f~1(U)

alt modiiliinii karsilik getirerek yapilabilir [5].

2.3.17. Sonug (i) M modiil ve N < M olsun. Bu takdirde, M /N boliim modiiliiniin her alt

modiilii; K, M nin N alt modiiliinii kapsayan bir alt modiilii olmak tizere K /N bigimindedir.

(i) M modiil ve N < M olsun. Bu takdirde, N < K olacak sekildeki bir K alt modiiliiniin
maksimal alt modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul K/N alt modiiliiniin M/N bolim

modiiliiniin maksimal alt modiilii olmasidir [5].

Ispat (i) m: M — M /N dogal homomorfizmasi icin N < K < M ise, m(K) = K/N < M/N
dir.

Tersine; ASM/N ise t7'(A)={meMm+N€eA}=Kich N=n"1(0)<K<M
ve m(K) = K/N = A oldugundan M nin N yi i¢eren K alt modiilii belirlenir.

(if) N < K olacak sekildeki bir K alt modiilii maksimal alt modiil ise, M /K basittir. Teorem
2.3.11 geregi M/K = (M/N)/(K/N) basittir. Dolayisiyla K/N alt modili M/N nin
maksimal alt modiiliidiir.

Tersi benzer sekilde yapilabilir.

2.3.18. Tanim M ve K modiiller ve I bostan farkh bir indis kiimesi olsun. Eger f: M® — K
epimorfizmasit mevcut ise, K ya M-iiretilmis modiil denir. Eger [ indis kiimesi sonlu

elemanli ise, K ya sonlu M-iiretilmis modiil denir [15].

2.3.19. Teorem R halka olsun. Bu takdirde, her sol R-modiil R-liretilmistir. Dolayistyla her

R-modiil bir serbest modiiliin boliim modiiliidiir [12].
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Ispat M bir R-modiil olsun. M kiimesini indis kiimesi olarak alalim ve her (7;,)men € R™

icin () mem) = Lmem T ile tanmli £: RM — M doniisiimiinii tanimlayalim.

f doniisiimiiniin bir R-modiil homomorfizmas: oldugu gosterilebilir. Simdi f nin
epimorfizma oldugunu gosterelim. Her m € M igin bir (7;,)mem € R elemanmi m.
bileseni 15 ve diger bilesenleri de O olarak alalim. Bu takdirde, f (1) men) = 1xm =m
olup f bir epimorfizma yapisma sahiptir. Sonug olarak M, F = R™) serbest modiiliiniin

boliim modiilii olup M modiilii R-iiretilmistir.

2.3.20. Onerme M modiil ve {M;};c;, M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde,
her (m)ie; € By M; i¢in f((M)ie) = my, + my, + my, + -+ m; ile tammh
f: @Y, M; — Yie;M; epimorfizmast vardir. (Burada 1 <i <n olmak iizere m;; ler

(M) ier € B, M; elemaninin sifirdan farkli tim bilesenleridir) [5].

2.4. Kii¢iik Alt Modiiller

2.4.1. Tanim R halka, M bir R-modiil ve N < M 6z alt modil olsun. K < M olmak lizere
M = N + K oldugunda K = M ise, N ye M nin kiiciik alt modiilii denir ve N < M ile
gosterilir [15].

M # 0 olmak iizere 0 < M oldugu acgiktur.

2.4.2. Tanim M sifirdan farkli bir R-modil olsun. M moduliinin her 6z alt modili M
modiiliinde kii¢iik ise, M modiiline oyuk modiil denir. Oyuk modiillerin bolim modiilleri
de oyuktur [6, 15].

2.4.3. Onerme (Kiigiik Alt Modiiliin Ozellikleri)

(i) M modiil ve K < L < M olsun. Eger L < M ise, K < M dir.

(i) M modiilve A < B < M olsun. Eger A < B ise, A ve A nin alt modiilleri B alt modiiliini
kapsayan M modiiliiniin alt modiillerinde kiigiiktiir.

(iif) M modiil, Ky, K5, ..., K, My, M,, ..., M;;, M modiiliiniin alt modiilleri ve her
i=1,2,...,nigin K; < M;olsun. Butakdirde, K; + K, + -+ K, K My + M, + -+ M,
dir.
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(iv) M, K birer R-modiil ve f: M — K bir homomorfizma olsun. U K M ise, f(U) K K
dir.

(V) M modiil, L < M, K <L ve L, M nin direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde, K «< L
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K << M olmasidir.

(vi) U < M alt modiillii M de hem kiigiik hem de direkt toplam terimi ise, U = 0 dur.

(vii) M /V sonlu iiretilmis ve V <« M ise, M modiilii sonlu iiretilmistir [14].

Onerme 2.4.3 (vi) geregi 0 # n € Z i¢in nZ + mZ = Z olacak sekilde mZ < Z 6z ideali

mevcut oldugundan ,Z nin sifirmndan bagska kiiciik alt modiilii yoktur.

Zg Z-modiiliinii alalm. {0} — {0,4} — {0,2,4,6} — Zg oldugundan Zg in tiim 6z alt

modiilleri kiigiiktiir.
2.5. Basit ve Yaribasit Modiiller

25.1. Tanom R halka ve M sifirdan farkli R-modiil olsun. M modiiliiniin asikar alt

modiillerinden bagska alt modiilii yoksa, M ye basit modiil denir [8].
Ornegin p € P olmak iizere Z,, Z-modiilii basittir. K cisim olmak {izere K nin alt modiilleri

sadece 0 ve K oldugundan yK basittir.
M basit modiil ve f: M — N izomorfizma olsun. Teorem 2.3.5 geregi N basittir.

2.5.2. Onerme R halka olmak iizere M basit R-modiil olsun. 0, M modiiliiniin maksimal alt
modiiliidiir ve sifirdan farkli her m € M elemani i¢in Rm = M olup M devirlidir [6].

Ispat M basit modiil oldugundan 0 alt modiiliinii kapsayan M nin kendisinden baska alt
modiilii yoktur. Buradan maksimal alt modiil tanimi geregi 0, M nin maksimal alt
modiilidiir. Keyfi 0 # m € M elemani i¢in Rm, M nin bir alt modiilidiir ve m € Rm dir.

Boylece 0 # Rm ve M basit oldugundan Rm = M olup M devirlidir.

2.5.3. Teorem R halkas: i¢in agagidaki ifadeler denktir:
(1) R bolme halkasidir;

(i) gR basit modiildiir;

(iii) Ry basit sag R-modiildiir.
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Ispat (i) = (ii) 0 # I S R sol idealini alalim. 0 # a € I elemam vardir ve I sol ideal

oldugundan a € R ve R bdlme halkas1 oldugundan a~ta = 1; € I = R elde edilir.

(i) = (i) 0 # a € R alalim. 0 # Ra € R sol ideal ve zR basit modiil oldugundan
Ra =1=Rolup Ra =Rdir.1; € R = Ra i¢in 1; = ba olacak sekilde b € R vardir.
0 # Rb = R, 1z = cb olacak sekilde ¢ € R vardir. Buradan
c=cly=c(ba) =(ch)a=1zga=a
olup buradan ba = 1z = ab oldugu goriiliir. O halde R nin sifirdan farkli her elemanmin

tersi mevcut olup R bolme halkasidir.

(i) & (iii) Benzer sekilde yapilir.

2.5.4. Teorem M modiill ve N < M olsun. M nin N alt modiiliiniin maksimal olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul M/ N boliim modiiliiniin basit olmasidir [14].

Ispat (=) N, M nin bir maksimal alt modiilive K / N < M / N olsun. Burada N < K dur.
N, M nin maksimal alt modiilii oldugundan N = K veya M = K dir. O halde M / N nin alt
modiilleri N /N veya M /N dir. O halde M / N boliim modiilii basittir.

(&) M/N basit olsun. N < K < M olacak sekilde K alt modiiliinii alalim. Buradan

N/N < K/N <M/N olur. M /N basit oldugundan K /N =M /N olup K =M
veya K = N dir. O halde N, M nin maksimal alt modiiliidiir.

2.5.5. Tanim R halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin her alt modiili M de bir direkt

toplam terimi ise, M ye yaribasit modiil denir [8].

M modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplamma M nin destegi denir ve Des(M) ile

gosterilir. M nin basit alt modiilii yoksa, Des(M) = 0 dir [15].

Tanim 2.5.1 ve Tanim 2.5.5 e dikkat edilirse, 0 alt modiilii yaribasittir fakat basit degildir.

2.5.6. Yardimc1 Teorem M sifirdan farkli herhangi bir yaribasit modiil ise, basit bir alt
modiil igerir [8].

Ispat m, M nin sifirdan farkli sabit bir elemani1 olsun. Zorn Lemmasmdan m & N olacak
sekilde M nin bir maksimal N alt modiilii vardir. Hipotez geregi N, M nin direkt toplam

terimidir ve M = N®K olacak sekilde K alt modiilii mevcuttur. Teorem 2.5.4 geregi



14

M / N basittir. Dolayistyla K basit modiildiir.

2.5.7. Yardimec1 Teorem M = Des(M) olsun. Bu takdirde,

(1) M yaribasittir.

(if) M nin her alt modiili basit alt modiillerin direkt toplamidir [1].

Ispat M = Des(M) oldugundan M = ¥;cx M; basit modiillerin toplami seklinde yazilabilir.
(i) U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. T = {L € KU+ CeM) =U® (e, M)}
kiimesini " € " alt kiime olma bagintisiyla alarak bir kismi sirali kiime elde ederiz. @ € I’
oldugundan I' # @ dur. Zorn Lemmasini uygulamak i¢in herhangi bir A € T zincirini alalim.
Lo=UreaL €T oldugunu gosterelim. u+m; +--+m; =0 olacak sekilde
i1,l3, «,in € Ly; w€U, my €M, (t=1,2,..,n) bulunursa, A zincir oldugundan
i1,12, ..., ln indislerini igeren bir L €T vardr. O haldle u=m; == m;, =0 dir.
Dolayisiyla Ly € T' dir. Ly in A nin {ist smir1 oldugu agiktir. Zorn Lemmasindan I' nin bir J
maksimal elemani bulunur. N = U @ (D je; M;) olsun. Keyfi k € K alalim. J nin maksimal
olmasindan dolaytr N + M,, = N @ M, olamaz. Dolayisiyla NNM;, # 0 dwr. M, basit
oldugundan NNM,, = M,,, yani M;, © N dir. Boylece M = X,;cx M} = N dir.

(i) U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. (i) den dolayr M = U @ (@ c; M;) olacak
sekilde /] € K alt kiimesi bulunur. (i) yi € jc; M; alt modiiliine (U nun yerine) uygulayarak
M = (Dic; M))®(Dje; M;) elde ederiz. O halde U = M / (D je; M;) =D M; dir.

2.5.8. Teorem Bir M sol R-modiilii i¢in asagidaki 6zellikler denktir:
(i) Her U < M i¢in U = Des(U) dur,

(i) M = Des(M) dir;

(iii) M basit alt modiillerinin direkt toplamina esittir;

(iv) M yaribasit modiildiir [1].

Ispat (i) = (ii) Agiktir.

(if) = (iii) Yardimcr Teorem 2.5.7 (i) nin ispatinda U = 0 alinarak M =€ ¢; M; elde

edilir.

(iii) = (iv) Yardimci Teorem 2.5.7 (i) den istenen elde edilir.
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(iv) = (i) Keyfi bir U < M alt modiili igin Des(U) < U oldugu agiktir. (iv) den dolay1
M = Des(U) @ N olacak sekilde bir N < M alt modiilii bulunur. Modiiler kuraldan;
U= Des(U)+N)nU = Des(U)+(NnU)
elde ederiz. iki durum olabilir:
l.durum. NNU = 0dwr. O halde U = Des(U) dur.
2.durum. N N U # 0 dir. Budurumda 0 # n € N N U elemanini alalim. Rn < N N U devirli

alt modiiliiniin n yi icermeyen tiim alt modiilleri kiimesini I’ ile gosterelim:

= {V <Rn | ne¢ V}. < alt modiil olma bagintisiyla, I' kismi sirali kiimeye doniisiir.
0 €T oldugundan ' # @ dir. Zorn Lemmasini uygulamak igin ' da bir {V;};er zinciri
alallm. O halde V, = Uier Ve < Rn dir ve n &V, oldugundan V, €' dir. Zorn
Lemmasmdan I' da bir W maksimal elemani bulunur. Aslinda W, Rn nin de maksimal alt
modiilidiir. Ciinkii, W < W* < Rn olacak sekilde bir W* alt modiilii aldigimizda, W nin T’
da maksimal olmasindan dolay1 W* & T' dir. Boylece n € W* gergeklesir. O halde
W* = Rn elde edilir.
Simdi (iv) den dolay1 W, M de dolayisiyla Rn de direkt toplam terimidir.
Yani, Rn = W @ X olacak sekilde bir X < Rn < NN U alt modiilii vardir. W, Rnde
maksimal alt modiil oldugundan Teorem 2.5.4 geregi Rn /W # 0 boliim modiili basittir.
O halde buna izomorf olan X # 0 alt modiilii de basittir. Dolayisiyla

XS Des(U)n(NNU)=0

celiskisi elde edilir. Boylece sadece 1. durum olabilir.

Bu teoreme dikkat edilirse, yaribasit modiiller basit modiillerin direkt toplami oldugundan,

bir basit modiiliin ayn1 zamanda yaribasit oldugu goriiliir.

Tanimdan Des(M), basit alt modiillerin toplami olarak yaribasittir. N, M nin yaribasit alt
modiilii olsun. Bu takdirde N, i: N — M i¢cerme doniisiimiiniin goriintiisii olarak Des(M) de

icerilir. Yani Des(M), M nin en bilyiik yaribasit alt modilidiir [6].

2.5.9. Sonug (i) Yaribasit modiillerin her alt modiilii yaribasittir.

(i) Yaribasit modiiliin her homomorfik goériintiisii yaribasit modiildiir.

(ii1) Yaribasit modiillerin herhangi sayidaki toplami yaribasittir.

Ispat (i) A <M herhangi bir alt modiil olsun. N <A ise, N< M olup M vyaribasit

oldugundan M = N @ K olacak sekilde K < M alt modiilii vardir. Modiiler kuraldan;
A=AnNM=An(NBAK)=NDANK
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olup A yaribasittir.

(i) M yaribasit modiil ve f: M — N epimorfizma olsun. Teorem 2.5.8 geregi M = }};¢; A;
basit alt modiillerin toplam1 seklinde yazilir. Her i € I igin A; basit modiiller oldugundan
f(A) basityada f(A4;) =0dir. N = f(M) = Y;¢; f(A;) oldugundan N bir takim basit alt

modiillerin toplamidir. Dolayisiyla Teorem 2.5.8 geregi N yaribasittir.

(iii) M yaribasit modiillerin toplami olsun. Dolayisiyla M = Des(M) olup her yaribasit
modiil basit modiillerin toplami oldugundan M basit modiillerin toplamidir. Béylece M

yaribasittir.

2.5.10. Tanim M modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. K modiliiniin M nin sifirdan farkli

her alt modiilii ile kesisimi sifirdan farkli ise, K ya M nin biiyiik alt modiilii denir ve

K 2 M ile gosterilir [15].

2.5.11. Tanim M modill ve A < M olsun. M nin A" alt modiilii, A N A* = 0 kosulunu

saglayan maksimal ise, A' ye A nin Kesisime gore tiimleyeni denir [1].

2.5.12. Teorem Herhangi bir M modiilii i¢in

ﬂ A = Des(M) = Z Gor(f)
AsSM N yar1 basit
f€EHom(N,M)

dir [6].

Ispat Esitlikteki ifadeleri sirastyla M nin alt modiilleri olan Uy, U,, Uy ile temsil edelim.

U, < U; oldugunu gosterelim. B, M nin herhangi bir basit alt modiilii ve A, M nin herhangi
biiyiik alt modiilii oldugundan AN B # 0 olup AN B =B ve B < A olur. Bu ise, U, nin
herhangi biiyiik alt modiilde kapsandigini gosterir. Dolayisiyla U, < U; elde edilir.

U; < U, oldugunu gosterelim. Sonug 2.5.9 (i) den U; M nin yaribasit alt modiiliidiir. O halde
basit modiillerin toplamidir. U,, M nin tiim basit alt modiillerinin toplam1 oldugundan

U; < U, elde edilir.

U; < Uz oldugunu gosterelim. C, U; in herhangi bir alt modiilii ve C*, C nin M de kesisime
gore tiimleyeni olsun. Bu takdirde, CNC*=0ve C+ C' = CHC' 2 M dir. Teorem 2.2.9

dan U; = CH(C' n U,) dir. Dolayisiyla C, U; alt modiiliiniin direkt toplam terimi olup U,
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yaribasittir. i: Uy — M igerme fonsiyonu alinirsa, i € Hom(U;, M) olup U; < U; elde

edilir.

2.5.13. Onerme {M;};¢;, R-modiillerin ailesi olsun. Bu takdirde,

Des(@®ie;M;) = @;¢;Des(M;) dir [15].

Ispat Her i € I i¢in Des(M;) yaribasit oldugundan Des(M;), M; nin basit alt modiillerinin
direkt toplamidir. Dolayisiyla @;¢;Des(M;), @Die;M; nin yaribasit alt modiilidiir.
Des(@®;e;M;) de @®,c;M; nin en biiylik yaribasit alt modiilii oldugundan @;¢;Des(M;) <
Des(®;e;M;) dir. Tersine; @;c;M; nin basit alt modiiline X diyelim. Onerme 2.5.2
geregince X = Rx olacak sekilde x € X vardir. x in sifirdan farkli bir bileseni x; € M; olsun.
@(rx) = rx; ile tanimh @: Rx — Rx; doniisiimiinii alahm. rx = r'x kosulunu saglayan
r,7" € R igin rx; = r'x; oldugundan ¢ iyi tanimhidir. Her rx, r'x € Rx ve her s € R igin

px+r'x) =0 +r)x;=rx; +7r'x; = @(rx) + ¢(r'x)
p(s(rx)) = p((s7)x ) = (s7)x; = s(rx;) = sp(rx)

esitlikleri saglandigindan ¢, R-modil homomorfizmasidir. Her 7rx; € Rx; i¢in
(p(O, 0,..0,7x;0, ) =rx; olacak sekilde en az bir (0,0,..0,7x;0,..) € Rx var
oldugundan ¢ bir R-modiil epimorfizmasidir. Buradan @(Rx) = Rx; yazilir. Basit bir
modiiliin homomorfik gdriintiisii basit oldugundan Rx; de basittir. Des(Mj), M; nin tiim
basit alt modiillerini toplam1 oldugundan Rx; € Des(M;) dir. X = Rx € @®;¢;Des(M;)
kapsamasidan Des(@;c;M;) € ®;c;Des(M;) olup Des(®;c;M;) = ®;c;Des(M;) esitligi

elde edilir.

Simdi sol yaribasit halka kavramini verebiliriz.

2.5.14. Teorem Bir R halkasi i¢in asagidaki durumlar denktir:
(i) Her sol R-modiil yaribasittir;

(ii) Her sonlu iiretilmis sol R-modiil yaribasittir;

(iii) Her devirli sol R-modiil yaribasittir;

(iv) gR yaribasittir [8].

Ispat (i) = (ii) = (iii) = (iv) A¢iktur.
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(iv) = (i) M keyfi bir R-modiil m € M olsun. Her r € R i¢in f(r) = rm ile tanimh
f:R — Rm doniigiimii epimorfizmadir ve Homomorfizma teoremi geregi

R / Cek(f) = Rmdir. Sonug 2.5.9 (iii) geregi Rm yaribasit R-modiil olup Sonug 2.5.9 (iii)
geregi M = Y.,,cyy Rm oldugundan M yaribasittir.

Bu teoremde verilen denk kosullardan herhangi birini saglayan R halkasma sol yaribasit

halka denir [8].
2.6. Bir Modiiliin Radikali

2.6.1. Tanim R halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin tiim maksimal alt modiillerinin
arakesitine M modiiliiniin radikali denir ve Rad (M) ile gosterilir. M modiiliiniin maksimal
alt modiilii yoksa, Rad(M) = M ile tanimhidir. Bu takdirde, M modiiliine radikal modiil
denir [3].

M nin tiim radikal alt modiillerinin toplami P(M) ile gosterilir. P(M) =), n<m N dir.
N=Rad(N)

Eger P(M) = 0 ise, M modiiliine indirgenmis modiil denir [19].

Q sol Z-modiilii maksimal alt modiile sahip olmadigindan Rad(Q) = Q dur. N,ep pZ =0
oldugundan Rad( ,Z) =N,ep pZ = 0 dir. Diger taraftan Rad(Zg) = {0,2,4, 6} dur.

2.6.2. Yardimci Teorem R halka ve M bir R-modiil olsun. m € M olmak tizere Rm devirli
modiiliiniin M nin kii¢iik alt modiilii olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul m & U olacak
sekilde U < M maksimal alt modiiliiniin olmasidir [6].

Ispat (&) m ¢ U olacak sekilde U < M maksimal alt modiiliinii alalim. U maksimal
oldugundan Onerme 2.3.15 ten U + Rm = M olup Rm, M modiiliinde kii¢iik olamaz.

(=) Rm, M de kiigiik olmasin. X = {A|A = M,Rm + A = M} kiimesini tanimlayalim.
Varsayimdan A € X olup X # @ dir. X, kapsama bagntisina gore sirali bir kiimedir. W,
X kiimesinin tam sirali bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde, Ay = Ugewy A, W tam siralt
kiimesinin bir iist siir1olup m & A, dir. m € A, olsam € A olacak sekilde bir A € W vardir
ve Rm < A dir. Bu ise, A=Rm + A =M c¢eliskisini dogurur. O halde A, < M 6z alt
modiildiir. A € W i¢in A < A, oldugundan Rm + A, = M dir. Sonug olarak A, € X tir.
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Buradan W, X kiimesinde bir iist sinira sahip olup Zorn Lemmasi geregi X kiimesi bir U
maksimal elemanini igerir. Simdi U nun M de maksimal alt modiil oldugunu gosterelim.

U = K < M olsun. Bu takdirde, U, X te maksimal oldugundan K € X tirr M = Rm + U <
Rm + K < M oldugundan Rm + K = M ve K € X oldugundan K = M esitligi elde edilir.

Boylece U maksimal alt modiildiir.

2.6.3. Sonu¢ R halka, M bir R-modiil ve m € M olsun. Rm <« M olmasi igin gerek ve yeter
kosul m € Rad(M) olmasidir [15].

2.6.4. Teorem M modiil olsun. M es atom ise, Rad(M) <« M dir [15].

Ispat Rad(M) +V = M sartim saglayan bir V alt modiili icin V # M oldugunu kabul
edelim. Hipotezden V, M nin bir N maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir. Buradan da
V<N ve Rad(M) <N oldugundan M = Rad(M)+V <N olur. Buradanh M = N
celiskisi elde edilir. O halde V = M olup Rad(M) « M dir.

2.6.5. Sonu¢ M sonlu iiretilmis modiil ise, Rad(M) <« M dir [15].
Ispat M sonlu iiretilmis modiil oldugundan Teorem 2.3.14 geregi M nin her 6z alt modiilii

bir maksimal alt modiilde kapsanir. Dolayisiyla Teorem 2.6.4 geregi Rad(M) <« M dir.

2.6.6. Teorem R halka ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde,

Rad(M) = Y. «um L dir [15].
Ispat Keyfi a € Rad(M) eleman verilsin. Sonug 2.6.3tenRa < Molupa € Ra < Y, «u L
dir. Buradan Rad (M) € )., «u L elde edilir.
Tersine; a € X, «u L keyfi elemani verilsin. N, M nin maksimal alt modiilii olmak tizere
a & N oldugunu kabul edelim. Bu durumda M = Ra + N dir. a € )}, «y L oldugundan
a=1,+1,+-+1, olacak sekilde [ € L; K M (i = 1,2,...n) olan L; < M alt modiilleri
vardrr. Buradan Ra € Rl; + Rl, + -+ Rl,, < Ly + L, + -+ + L,, bulunur. Ayrica Onerme
2.4.3 (i) ve (iii) den Ly + L, + -+ + L,, ve Ra, M nin kiigiik alt modiilleridir. M = Ra + N
ve Ra « M oldugundan M = N ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla ),;«y L S Rad(M)
olup Rad(M) = Y. «um L esitligi vardir.

2.6.7. Onerme Herhangi bir M modiilii igin Rad(P(M)) = P(M) dir [19].
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2.6.8. Lemma M modiil olsun. I bir indis kiimesi olmak iizere her i € I igin N; modiilleri M
nin N < M alt modiiliinii kapsayan alt modiiller olsun. Bu takdirde,

Niel(Ni/N) = (Nig Ni)/N dir.

Ispat Herhangi bir m + N € N;e;( N;/N) eleman1 ve her i € I igin m + N € N;/N olup
m € N; dir. Buradan m € N;; N; olur ki m + N € (N;¢; N;)/N elde edilir. Ters kapsama

benzer islemler yapilarak esitlik gosterilebilir.

2.6.9. Teorem (Radikalin Ozellikleri)

(i) M ve N birer modiil ve f € Hom(M, N) olsun. Bu takdirde,

f(Rad(M)) < Rad(N) dir. Eger Cek(f) < Rad(M) ise, f(Rad(M)) = Rad(f (M)) dir.
(ii) Rad(M/Rad(M)) = 0 dir.

(i) U <V < M ise, Rad(U) < Rad (V) dir.

(V) M =@¢; M; ise, Rad(M) =@®;¢; Rad(M;) dir.

(VN <Mise, (N+ Rad(M))/N < Rad(M/N) ve N < Rad(M) ise,

Rad(M/N) = Rad(M)/N dir.

(vi) M nin radikal modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her sonlu iiretilmis alt
modiiliiniin M de kii¢iik olmasidir.

(vii) M =@ ;¢; M; ise, M/Rad(M) = @;c; (M;/Rad(M,)) dir [6,15].

Ispat (i) Rad(M) = ¥, «y L oldugundan f(Rad(M)) = ¥« f(L) dir. Onerme 2.4.3 (iv)
den f(L) < N olur. Sonug olarak f(Rad(M)) < Rad(N) elde edilir. m € Rad(M) ise,
Sonug 2.6.3 ten Rm << M olup Onerme 2.4.3 (iv) den f(Rm) = Rf(m) << f(M) dir.
Dolayisiyla f(m) € Rad(f(M)) olup f(Rad(M)) < Rad(f(M)) olur. Simdi herhangi bir
f(m) € Rad(f(M)) alalim. Sonug 2.6.3 ten Rf (m) << f(M) dir. Kabul edelim ki

m & Rad(M) olsun. Bu takdirde, Yardimci Teorem 2.6.2 den Rm + K = M olacak sekilde
M nin K maksimal alt modiilii vardir. Buradan Rf (m) + f(K) = f(M) olup

Rf(m) < f(M) oldugundan f(K) = f(M) esitligi bulunur. Teorem 2.3.5 (iii) den

M = K + Cek(f) olup Cek(f) < Rad(M) < K oldugundan M = K celiskisi elde
edilir. Dolayisiyla m € Rad(M) olmalidir. O halde f(m) € f(Rad(M)) olur. Sonug olarak
f(Rad(M)) = Rad(f (M)) bulunur.

(if) Sonug 2.3.17 (ii) den M nin maksimal alt modiilleriyle M /Rad (M) bdliim modiiliiniin
maksimal alt modiilleri arasinda birebir esleme vardir. Bu takdirde, X, M nin tiim maksimal

alt modiillerinin kiimesi olmak tizere M /Rad(M) = Nyex(U/Rad(M)) olup Lemma 2.6.8
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den M/Rad(M) = Nyex(U/Rad(M)) = (Nyex U)/Rad(M) = Rad(M)/Rad(M) = 0

elde edilir.

(iii) i: U — V igerme doniisiimiinii alalim. (i) geregince i(Rad(U)) = Rad(U) < Rad(V)
dir.

(iv) (iii)) geregince M; < M => Rad(M,) < Rad (M) dir. Buradan
z Rad(M,) =®;, Rad(M,) < Rad(M)
i€l
olur.
Tersing; m = Y,;e; m; € Rad(M) elemanmi alahm. 7;(m) = m; ile tanimh 7;: M — M;
i.kanonik projeksiyon olmak iizere (i) geregince 7;(m) = m; € Rad(M;) dir. Boylece

m €@®;¢; Rad(M;) olur. Sonug olarak @B;c; Rad(M;) = Rad(M) esitligi yazilir.

(V) m: M - M /N dogal homomorfizmasi igin (i) geregince
n(Rad(M)) = (Rad(M) + N)/N < Rad(M/N)
dir. Cek(m) = N < Rad(M) ise, Lemma 2.6.8 geregi Rad(M/N) = Rad(M)/N esitligi

elde edilir.

(vi) M = Rad(M) ise, her m € M i¢in Sonug 2.6.3 geregi Rm <« M olur. Buradan Onerme
2.4.3 (iii) den M nin sonlu tiretilmis her 6z alt modiilii M de kiigiik olur.

Tersi, Sonug 2.6.3 den agiktir.

(vii) m; € M; olacak sekilde (m;,m,,...) = Y m; € M =@;¢; M; igin
f((Zm;) + Rad(M)) = X(m; + Rad(M;)) € ®ic; (M;/Rad(M;))

ile tanimli f: M/Rad(M) —®;c; (M;/Rad(M;)) donisiimiiniin izomorfizma oldugunu
gosterelim. Oncelikle f iyi tammlidir. m;, m; € M; olacak sekilde

(X m) + Rad(M) = (Xm;) + Rad(M)
olsun. Bu takdirde, };(m; — m;) € Rad(M) dir. (iv) den m; — m; € Rad(M;) olur.
Boylece m; + Rad(M;) = m; + Rad(M;) olup ), m; + Rad(M;) = ), m; + Rad(M;)
bulunur. Simdi f nin monomorfizma oldugunu gdsterelim.

f((Emy) + Rad(M)) = X(m; + Rad(M;)) = 0

olsun. Bu takdirde, her i € I i¢gin m; € Rad(M;) < Rad(M) olur. O halde
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m;) + Rad(M) = Rad(M) olur. Boylece Cek(f) = 0 bulunur. f nin epimorfizma

olmasi agiktir. Sonug olarak f izomorfizma elde edilir.

2.6.10. Uyar1 P(M) < X < M olmak lizere Rad(X/P(M)) = X/P(M) olsun. Teorem 2.6.9
(v) geregi Buradan Rad(X/P(M)) = RadX/P(M) = X/P(M) olup X = Rad(X) < P(M)
dir. O halde X = P(M) elde edilir. Sonug olarak M /P(M) radikal alt modiil icermez.

2.6.11. Onerme R halka ve I, R nin bir sol ideali olsun. Bu takdirde, asagidaki ifadeler
denktir:

(i) I « gR dir;

(i)) I < Rad( gR) dir;

(iii) Her a € I i¢in 1z — a sol terslenebilirdir;
(iv) Her a € I igin 1, — a terslenebilirdir;
(v) Her a € I i¢in 1; — a sag terslenebilirdir;
(vi) I < Rad(Rg) dir [15].

2.6.12. Sonug Herhangi bir R halkast i¢in Rad( zkR) = Rad(Rg) dir [15].

Ispat Onerme 2.6.11 del = Rad( zR) almirsa, Rad( xR) < Rad(Rg) olur. Onermedeki
denklikler sag R-modiil i¢in yapilirsa, Rad (Rp) < Rad( gzR) olur. Boylece

Rad( xR) = Rad(Ry) elde edilir.

Sonug 2.6.12 den Rad(R) := Rad( zxR) = Rad(Rg) ile tammlanir ve R nin Jacobson
Radikali denir.

2.6.13. Onerme M bir R-modiil olsun. Bu takdirde, Rad(R)Des(M) = 0 dir. Ozellikle,

M = gR i¢in Rad(R)Des( zxR) = 0 dur.

Ispat Herhangi bir m € Des(M) elemani igin f,,(r) = rm ile tamml f,,: R — Des(M)
doniisiimii homomorfizmadir. Teorem 2.6.9 (i) geregi f;,(Rad(R)) < Rad(Des(M)) = 0

oldugundan Rad(R) < Cek(f,,) dir. Dolayistyla herhangi r € Rad(R) elemani i¢in
r € Cek(f,,) olup f,,(r) = rm = 0 bulunur. Béylece Rad(R)Des(M) = 0 dur.
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2.6.14. Onerme M modiil ve N < M olsun. Bu takdirde,

() M es atom ise, M /N es atomdur.

(i) N ve M/N es atom ise, M es atomdur [18].

Ispat (i) K, M nin 6z alt modiilii olsun. M es atom oldugundan K y1 kapsayan bir U maksimal
alt modiilii vardir. Sonug 2.3.17 (i) geregi M /N nin alt modiilleri K/N bigimindedir. O halde
K /N alt modiiliinii kapsayan en az bir U/N maksimal alt modiilii vardir. Dolayisiyla M /N

es atomdur.

(ii) K, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Bu takdirde, m(K) = (K + N)/N olupm: M — M /N
dogal homomorfizmasi i¢in (K + N)/N = M/Nise K+ N =M dir. N es atom modiil
oldugundan N N K 6z alt modiilii icin NN K < X < N olacak sekilde X maksimal alt
modiilii vardir. Buradan
M/(K+X)=(K+N)/(K+X)=K+N+X)/(K+X)=N/(Nn(K+X))
=N/((NNK)+X)=N/X
olur. Teorem 2.5.4 geregi N /X basit modiil oldugundan K + X modiilii M nin K y1 kapsayan
maksimal alt modiildiir. (K + N)/N modiilii M/N nin 6z alt modiilii ise, M/N es atom
oldugundan (K + N)/N < (U + N)/N olacak sekilde M nin K y1 kapsayan bir U maksimal

alt modiilii vardir. Dolayistyla M es atomdur.
2.7. Noether ve Artin Modiiller
2.7.1. Tanim M modiil olsun. M modiliiniin alt modiillerinin her

MM, <--<M, <
artan zinciri verildiginde her r > s i¢in M,. = M, olacak sekilde bir s pozitif tam sayis1
varsa, M modiiliine noether modiil denir. R halkasi sol R-modiil olarak noether ise, R

halkasina sol noether halka denir [5].

7Z Noether modiildiir. Fakat ;Q noether modiil degildir. Ciinkii

@)@ eel)en

bir sonsuz zincir olusturur. Z,, Z-modiilii sonlu oldugundan noetherdir.

2.7.2. Tanim M modiil olsun. M modiiliiniin alt modillerinin her

My2My>2M >
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azalan zinciri verildiginde her r > s i¢in M,. = M, olacak sekilde bir s pozitif tam sayis1
varsa, M modiliine artin modiil denir. R halkasi sol R-modil olarak artin ise, R halkasina

sol artin halka denir [5].

Z,, Z-modiilii sonlu oldugundan artindir. ,Z artin modiil degildir. Ciinkii
3)>2(9>(27)2+>@B") >

bir sonsuz azalan zincirdir.

R bolme halkasi ise, idealleri O (sifir) ve kendisi oldugundan hem sol (sag) noether hem de

sol (sag) artin halkadir.

2.7.3. Teorem M modiil olmak iizere asagidakiler denktir:
(1) M noetherdir;
(if) M modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli her kiimesi bir maksimal elemana sahiptir;
(iif) M nin her alt modiilii sonlu tretilmistir [15].
Ispat (i) = (iii) U, M nin keyfi bir alt modiilii olsun. U alt modiiliiniin sonlu iiretilmis
olmadigini varsayalim. Bu takdirde U #< v; > olacak sekilde bir v; € U ve
U #<v,,v, > olacak sekilde bir v, € U \< v; > elemanlar1 vardir. Bu sekilde devam
edilirse, vi41 € U\< vq, vy, ..., v > elde edilir. Béylece M nin alt modiillerinin

<V >CLK VU, Vy SC - C< Uy, Uy, o, Uy SC oo
artan sonsuz zinciri elde edilir. Bu ise, M nin Noether olmasi ile gelisir. O halde U sonlu

iretilmistir.

(iii) = (ii) I', M modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli keyfi bir ailesi ve M, € T" olsun.
My, I nin maksimal elemani degilse, M, € M, olacak sekilde M; € I" eleman1 vardir. My, [’
nin maksimal elemani degilse, M; € M, olacak sekilde M, € I' eleman1 vardir. Burada T’
ailesinin maksimali yoksa,
MycM,cM,c--cM;cC--

sonsuz zinciri yazilir. K = U;ey M; olsun. K, M modiiliiniin alt modiiliidiir ve hipotez geregi
K =<k, k,, .., kg > olacak sekilde kq,k,, ...,k € M vardwr. Dolayistyla burada
kq, k,, ..., kg elemanlarini igeren M nin bir K; alt modiiliinii bulabiliriz. Buradan

K; = K;,; = -+ bulunur. O halde I nin maksimal eleman1 vardur.

(ii) = (i) M nin alt modiillerinin keyfi bir M; € M, c --- € M, c --- artan zincirini

alalim. Bu durumda {M,};cy modiiller ailesinin bir M; maksimali vardir. Béylece
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M1CM2C---CM]-=M].+1=...

elde edilir. Dolayisiyla M noetherdir.

2.7.4. Teorem M modiil olsun. Asagidaki durumlar denktir:
1) M artindir;
i) M nin alt modiillerinin bostan farkli her kiimesi minimal elemana sahiptir [2].
Ispat (i) = (ii) A, M nin alt modiillerinin bostan farkli bir kiimesi olsun. A # @
oldugundan M; € A olacak sekilde M; < M vardir. |A| = 1 ise, M, istenendir. |A|> 2
olsun. M;, M , € A karsilastirilabilirse, M, S M, yazilabilir. Bu yontemle
.C M, S-S M,C M,
zinciri elde edilir. M artin oldugundan en az bir n, € N vardir 6yle ki; her k € N igin

My, = My, i Olup M, , A mn minimal elemanidr.

0

(i) = (i) M nin M; 2 M, 2 --- olacak sekilde herhangi bir azalan zincirini goz Oniine
alalim. (ii) den {M;};cy ailesinin bir M; minimal eleman1 vardir. O halde M; = M, olup M

artindir.

2.7.5. Onerme Herhangi bir R halkasi iizerindeki yaribasit M modiilii icin asagidakiler
denktir:

(1) M basit alt modiillerinin sonlu bir ailesinin direkt toplamuidir;

(ii) M noetherdir;

(iii) M artindir;

(iv) M sonlu tiretilmistir [10,12].

2.7.6. Sonug Bir sol yaribasit halka hem sol noetherdir hem de sol artindir [8].
Ispat R sol yaribasit halka olsun. Bu takdirde, RR yaribasit olup R sonlu iiretilmis

oldugundan Onerme 2.7.5 geregi R artin ve noetherdir.
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2.8. Projektif ve Injektif Modiiller

2.8.1. Tanim (i) M ve N birer modiil olsun. Verilen her g:M — K epimorfizmasi ve her
f:N — K homomorfizmas1 i¢in asagidaki diyagram degismeli ise, N modiiliine M-

projektiftir denir.

‘/
M—Tg>K—>0

Yani, yukaridaki diyagramda g epimorfizma olmak iizere her f, g homomorfizmalari i¢in
f = gh olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmas: bulunabilirse, N modiiliine M-
projektiftir denir.

(i) N modiil olsun. Her g: M — K epimorfizmasi ve her f: N - K homomorfizmasi i¢in

asagidaki diyagram degismeli ise, N modiiliine projektiftir denir.
h . lf
»
M—g—>K—>0

Yani yukaridaki diyagramda g epimorfizma olmak tizere her f, g homomorfizmalari igin
f = gh olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmast bulunabilirse, N modiiliine
projektiftir denir.

N, N-projektif ise, N ye kendi kendine projektiftir denir.

N modiilii M-projektif ise, N modiilii M nin her U alt modiilii i¢in de U-projektiftir [15].

2.8.2. Onerme P sifirdan farkl projektif R-modiil olsun. Bu takdirde, Rad(P) = Rad(R)P
ve Des(P) = Des( zR)P dir [15].

2.8.3. Tanim (i) M, N, K modiiller olsun. Her g: K — N monomorfizmasi ve her
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f:K — M homomorfizmasi i¢in f = h o g olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmasi

varsa, M modiiliine N-injektiftir denir.

(i) M, N, K modiller olsun. Her g:K — N monomorfizmast ve her f:K — M
homomorfizmasi i¢in f = hg olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmas1 varsa, M

modiiliine injektif modiil denir [6].

2.8.4. Yardimc1 Teorem M injektif modiil ise, M modiiliiniin her direkt toplam terimi

injektiftir [1].

2.8.5. Teorem (Gomiilme Teoremi) R herhangi bir birimli halka olsun. Her R-modiil bir

injektif R-modiil igine gémiilebilirdir [6].

2.8.6. Teorem M modiil olsun. M nin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin kendisini
kapsayan her modiilde direkt toplam terimi olmasidir [12].
Ispat (=) M injektif modiil ve M < U olsun. Bu takdirde, i icerme fonksiyonu ve I, birim

doniistim olmak tizere asagidaki diyagram degismelidir.

m € U keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde, g(m) € M olup gi = I; oldugundan
g(m) = g(g(m)) olur. Buradan m — g(m) € Gek(g) olur. Bu durumda
m=g(m) + (m — g(m)) €M + Cek(g)
olup U< M+ Cek(g)<U dan U =M + Cek(g) elde edilir. m e M n Cek(g) keyfi

elemanini alalim. gi = I, oldugundan m = g(m) = 0 olup m = 0 bulunur. Dolayisiyla
U=M® Cek(g) dir.
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(&) Teorem 2.8.5 geregince M modiilii injektif bir U R-modiilii i¢ine gomiilebilirdir (M,
bir injektif modiilin alt modiiliidiir). Hipotezden ve Yardimci Teorem 2.8.4 den M,
injektiftir.

2.9. Kategori ve Funktor

2.9.1. Tanim Bir K kategorisi

(1) Ob(%C) nesneler smifindan;

(ii) Her sirali (4, B) nesneler ¢ifti igin, Mory (A, B) morfizmalar kiimesinden (farkli (4, B)
ve (C, D) giftleri i¢in Mory-(A, B) N Mory(C,D) = @ olmak lizere);

(iii) f € Mory (A, B), g € Mory (B, C) olmak tizere (g, f) ¢iftine bunlarmn bileskesi denilen
gf € Mory (4, C) morfizmasini karsilik getiren Mory (B, C) X Moty (A, B) - Mory (A, C)
fonksiyonlaridan olusur dyle Ki:

(@) Her A,B,C,D nesneleri ve f € Mory(A,B), g € Mory(B,C), h € Mory(C,D)
morfizmalari igin h(gf) = (hg)f esitligi saglanir (birlesme kuralr).

(b) Her A € Ob(¥) nesnesinin, her f € Mory(A,B), g € Mory(B,A) i¢in f1, =f ve
1,9 = g esitliklerini gergekleyen bir 1, € Mory (4, A) birim morfizmasi vardir [1].

R birimli bir halka olsun. R-Mod kategorisinin nesneleri tiim sol R-modiiller, morfizmalar1
modiil homomorfizmalar1 yani Morg_p,q(M,N) = Homg(M,N) ve bileskeleri,

homomorfizmalarin alisilmis bileskeleridir.

2.9.2. Tanim K ve M kategoriler olsun. Bir (kovariant) F: X — M funktoru, K nin her
A nesnesine M nin F(A) nesnesini, K daki her f € Mory- (A, B) morfizmasina M de bir
F(f) € Mory;(F(A),F(B)) morfizmasmi karsilik getiren ve asagidaki kosullari
gercekleyen bir kuraldir:

(i) f € Mory(A,B), g € Mory(B,C) ise, F(gf) = F(g)F(f) dir.

(i) Her A € 0b(X) igin F(1,) = 1p4) dir [1].

2.9.3. Tanim F: R-Mod— R-Mod bir funktor olsun. Her A € Ob(R-Mod) i¢in G(A) < F(A)
ve her f: A —» B homomorfizmasi i¢in G(f) = F(f)|s(a) kosullarmi saglayan G funktoruna

F funktorunun alt funktoru denir. Her A € Ob(R-Mod) i¢in I(A) = A ve her
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f € Homg(M,N) igin I(f) = f ile tamimli I: R-Mod— R-Mod funktoruna birim funktor
denir. Her M sol R-modiilii icin t(M) < M ve M’ bir sol R-modiil olmak iizere her

f:M - M' R-modiill homomorfizmast i¢in t(f) = fl;an:T(M) - 1(M') kosulunu
gercekleyen birim funktorun z: R-Mod— R-Mod alt funktoruna R-Mod kategorisinin onciil
radikali denir.

R-Mod kategorisinde t 6nciil radikal ise, her sol M R-modiilii igin (M) < M ve

V f €End(M) igin f(t(M)) < (M) dir [13].

2.9.4. Yardimci Teorem o[M] de bir 7 6nciil radikali, herhangi K c L alt modiilii ve {N;}
alt modiilleri i¢in asagidaki ifadeler gerceklenir,

(i) (K) = K ise, K < t(L) dir.

(i) (L /K) =0 ise, (L) € K dur.

(iii) 7(B, Ny) =@, T(N,) dur.

(iv) T(TTAND < T1aT(N3) dir [3].
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Yerel ve Yariyerel Modiiller

3.1.1. Tanim M modiil olsun. M nin tiim 6z alt modiillerinin toplami1 yine M nin bir 6z alt

modiilii ise, M ye yerel modiil denir. R yerel ise, R halkasina yerel halka denir [15].

3.1.2. Teorem Sifirdan farkli M R-modiiliiniin yerel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin
sonlu tiretilmis (devirli) ve bir tek maksimal alt modiile sahip olmasidir. Bu durumda M

modiiliiniin maksimal alt modiilii Rad(M) olup Rad(M) «< M dir [15].

Ispat M yerel bir modiil ve M nin tiim 6z alt modiillerinin toplam1 K ise, K # M dir. Bu
takdirde, enaz bir m € M vardir kim € K olup Rm % K dir. K nin tanim1 geregi Rm = M
olup M devirlidir. Ayrica K alt modiiliiniin bir tek maksimal alt modiil oldugu agiktir.
Tersine, M devirli ve M bir tek K maksimal alt modiiliine sahip olsun. M sonlu tiretilmis
oldugundan M modiiliiniin her 6z alt modiilii K tarafindan kapsanir. Dolayisiyla M nin tiim
0z alt modiillerinin toplami K olup M yerel modiildiir. Bir modiiliin radikali tanimi1 geregi

Rad(M) = K olup M devirli oldugundan Sonug 2.6.5 ten Rad(M) < M oldugu agiktir.

3.1.3. Sonu¢ M modiiliiniin yerel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin oyuk ve

Rad(M) # M olmasidir.

3.1.4. Tanim R halka ve M bir R-modiil olsun. M/Rad(M) yaribasit ise, M modiiliine
yariyerel modiil denir. R halkasi sol (sag) R-modiil olarak yariyerel ise, R halkasina
yariyerel halka denir [4].

3.1.5. Teorem (i) Yariyerel modiiliin boliim modiilii yariyereldir.

(i) {M;| i € I} yariyerel modiillerin ailesi ise, M = @;¢;M; yariyereldir.

Ispat (i) M yariyerel modiil ve f: M — N epimorfizma olsun. Bu takdirde,

her m + Rad(M) € M/Rad(M) icin f(m + Rad(M)) = f(m) + Rad(N) ile tanimli
f:M/Rad(M) — N/Rad(N) doniisiimii epimorfizmadir. M yariyerel oldugundan
M/Rad(M) yaribasit olup Sonug 2.5.9 (ii) geregi N/Rad(N) yaribasittir. Boylece N

yaribasittir.
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(ii) Her i € I i¢in M;/Rad(M;) yaribasittir. Teorem 2.6.9 (vii) ve Sonug 2.5.9 (iii) geregi
M/Rad(M) =@®;¢; (M;/Rad(M;)) yaribasit olup M yariyereldir.

3.1.6. Teorem R yartyerel halka ve M herhangi bir sol R-modiil olsun. Bu takdirde,

(i) M yariyereldir.

(i)) Rad(M) = Rad(R)M dir [6].

Ispat () M R-iiretilmis oldugundan I bos kiimeden farkli bir indis kiimesi olmak {izere
f:R® — M epimorfizmasi vardir. R yariyerel oldugundan Teorem 3.1.5 (ii) geregi R\ sol

yartyerel R-modiildiir. Dolayisiyla Teorem 3.1.5 (i) geregi M yariyereldir.

(ii) Teorem 2.6.9 (ii) den Rad(R)M < Rad(M) oldugu goriiliir. R yariyerel oldugundan
R/Rad(R) yaribasit halkadir. Dolayisiyla M/Rad(R)M bir sol R/Rad(R)-modiil olup
Teorem 2.5.14 (i) geregi M/Rad(R)M yaribasittir. Buradan Rad(M /Rad(R)M) = 0 olup
Rad(R)M < Rad(M) oldugundan Teorem 2.6.9 (v) geregi 0 = Rad(M/Rad(R)M) =
Rad(M)/Rad(R)M dir. Boylece Rad(M) = Rad(R)M esitligi elde edilir.

3.2. Tiimlenmis, Zayif Tiimlenmis ve Rad-Tiimlenmis Modiiller

3.2.1. Tanim M modiil ve U < M olsun. M = U + V olacak sekilde bir V alt modiilii var ve
I bu sarta gére minimal ise, yani U + K = M kosulunu gercekleyen her K <V igin K =V
ise, V ye M de U nun tiimleyeni ve U ya M de tiimleyene sahiptir denir [15].

M modiil ve U «< M olsun. Bu takdirde, kiigiik alt modiil tanimindan goriilecegi izere M, U

alt modiiliiniin tiimleyenidir. Dolayisiyla modiiliin kendisi sifirinin tek tiimleyenidir.

3.2.2. Onerme M modiil ve U,V < M olsun. V alt modiiliiniin U nun M de tiimleyeni olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul M = U +V ve U NV K V olmasidir [15].

Ispat (=) V, U nun M de bir tiimleyeni olsun. Bu takdirde, M = U + V dir. Bir N < V i¢in
V=UnNV+Nolsun.BudurumdaM =U+V =U+UNV+N=U++NolupV, Unun
tiimleyeni oldugundan N = V elde edilir. Dolayisiyla U NV < V dir.

(=) M=U+VveUNV KVolsun. Bir N <V igin M = U + N ise, Modiiler kuraldan;
V=UNV+NolupUnNV KV oldugundan N = V elde edilir.
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M modiil ve U < M alt modiilii M nin direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde, M = U + V
ve U NV = 0 olacak sekilde V < M alt modiilii vardr. UNV =0 K UveUNV =0KLV

oldugundan Onerme 3.2.2 geregi U ile V, M modiiliiniin tiimleyen alt modiilleridir.

3.2.3. Teorem (Tiimleyen Alt Modiiliin Ozellikleri) U ile V, M R-modiiliiniin alt modiilleri
olmak iizere V, U nun tiimleyeni olsun. Bu takdirde,

(1) M sonlu iiretilmis ise, V de sonlu iiretilmistir.

(ii) U, M nin maksimal alt modiilii ise, V yerel ve Rad(V) = U nV dir.

(iii) K « M oldugunda K NV < V olup Rad(V) =V N Rad(M) dir.

(iv) L < U olmak tizere (V + L)/L, M /L de U / L bdliim modiiliiniin tiimleyenidir [15].
Ispat i) M sonlu iiretilmis olsun. M = U + V ve U NV « V dir. Teorem 2.2.5 ten

M / U sonlu iiretilmistir. O halde M /U = (U +V)/U =V / (U N V) sonlu iiretilmistir.
U NV < V oldugundan Onerme 2.4.3 (vii) den V sonlu iiretilmistir.

(i) U, M nin maksimal alt modiilii ise M / U basittir. O halde
M/ U=WU+V)/U=V/UNYV)
basit olup devirlidir. U N V « V oldugundan Onerme 2.4.3 (vii) den V devirlidir.
V' /UNV basit oldugundan Teorem 2.5.4 ten U NV,V nin maksimal alt modiilidiir.
Rad(V) < U NV oldugu agiktir. Ayrica U NV < V oldugundan Teorem 2.6.6 dan
UNV < Rad(V) dir. Dolayisiyla Rad(V) =U NV olup UNV,V nin tek maksimal alt

moduladur.

(iIVK<MveX <Vignh(KNV)+X=VolsunM=U+VdenM=U+(KnV)+X
olup KNV <KKM iken KNV « M dir. Buradan M = U + X elde edilir. V' nin
minimalliginden X =V olur. Yani KNV KV dir. K KM ve KNV KV oldugundan
Teorem 2.6.6 dan Rad(M) NV < Rad(V) dir.

Ters kapsamay1 gostermek icin m € Rad (V) keyfi elemanini alalim. Buradan Sonug 2.6.3
geregince Rad(V) < V dir. Rm < M ve bdylece m € Rad(M) olur. m € V N Rad(M) dir.
Dolayisiyla Rad(V) € V N Rad (M) elde edilir. Sonug olarak Rad (V) =V N Rad(M) dir.

(ivy L<U iken M=U+V oldugundan M /L =[U/L]+[(V+L)/L] esitligi
yazilabilir. Modiiler kural geregince U N (V + L) = (U NV) + L dir. Dolayisiyla buradan
[U/LIn[(V+L)/L] =[UnN(V +L)]/L =[(UNV)+L]/L elde edilir. UnV &KV
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oldugundan [(UNV)+ L] /LK (V+L)/L olup M/L de U/L nin timleyeninin
(V + L)/L oldugu goriiliir.

3.2.4. Tanim M modiil olsun. M nin her alt modiili timleyene sahip ise, M ye tiimlenmis

modiil denir [15].

3.25. Tanim M modiil ve U,V < Molsun. M =U+V veUNV < M ise, V alt modiililne
U nun M modiiliinde zayif tiimleyeni denir. Onerme 2.4.3 (i) geregi her tiimleyen alt modiil

bir zayif timleyendir [3].

3.2.6. Tanim M modiiliiniin her alt modiilii zayif tiimleyene sahip ise, M modiiliine zayif

tilmlenmis modiil denir [3].

3.2.7. Teorem Yaribasit modiiller ve artin modiiller tiimlenmistir.

Ispat M yaribasit modiil ve U < M keyfi bir alt modiil olsun. M yaribasit oldugundan

M =U @V olacak sekilde V< M mevcuttur. UNV =0 <KV oldugundan V, U nun
tiimleyenidir. Dolayisiyla M tiimlenmistir.

M artin modiil ve U < M olsun. U + M = M oldugu agiktir. M; = M olsun. M,

U+ M = M Kosulunu saglayan minimal alt modiil degil ise, U + M, = M olacak sekilde
M, € M; alt modiilii vardir ve bu yontem ile devam edilirse, her n € N i¢in

M;2M, 2--2M, 2--veU+ M, =M olacak sekilde M,, < M alt modiilleri vardir.
M artin oldugundan M;, = M., = --- = My, = -+ olacak sekilde k € Z* olup M;, U nun

tiimleyenidir.

3.2.8. Teorem M modiil olsun. M tiimlenmis ise, M modiiliiniin her bolim modiili
timlenmistir [15].

Ispat M tiimlenmis ve K < L < M olsun. M tiimlenmis oldugundan L + V = M ve

LNV KV olacak sekilde V < M alt modiilii vardir. Teorem 3.2.3 (iv) geregi (V + K) / K,
L /K nin M/K datimleyeniolup M / K tiimlenmistir.

3.2.9. Teorem M timlenmis modiil ise, M yariyereldir [15].

Ispat M tiimlenmis oldugundan Teorem 3.2.8 geregi M/Rad(M) tiimlenmistir. Teorem
2.6.9 (ii) geregi Rad(M /Rad(M)) = 0 oldugundan her alt modiilii bir direkt toplam terimi
olup yaribasittir. Dolayisiyla M yariyereldir.
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3.2.10. Tanim M modiil ve U = M olsun. M = U +V ve U NV = Rad(V) olacak sekilde
M nin bir V alt modiilii varsa, V ye U nun Rad-tiimleyeni ve U ya M de Rad-tiimleyene
sahiptir denir [16].

3.2.11. Onerme Her modiil, radikalininin Rad-tiimleyenidir [13].
Ispat M keyfi bir modiil olsun. Bu takdirde, M= M + Rad(M) ve
M N Rad(M) = Rad(M) < Rad(M) olup M modiilii Rad(M) nin Rad-tiimleyenidir.

3.2.12. Onerme M bir modiil olsun. M modiiliiniin her tiimleyen alt modiilii Rad-
timleyendir. Tersine, M modiiliindeki kii¢iik radikale sahip Rad-tiimleyenler timleyendir
[13].

Ispat V, M modiiliinde keyfi bir tiimleyen olsun. Bu takdirde, M nin bir U alt modiilii i¢in
M=U+Vve UNnV KV dir. Rad(V), V alt modiiliiniin tim kii¢iik alt modiillerinin
toplam1 ve UNV KV oldugu igin UNV < Rad(V) olup V, U alt modiiliiniin Rad-
timleyenidir. V < M U nun Rad-tiimleyeni ve Rad(V) < V oldugunu kabul edelim.
Boylece Onerme 2.4.3 (i) den U NV « V dir. Dolayisiyla M = U +V ve UNV < V olup

istenen elde edilir.

3.2.13. Teorem M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
() M modiiliiniin her alt modiilii Rad-tiimleyendir;

(i) M modiiliiniin her alt modiilii timleyendir;

(iii) M yaribasittir [13].

3.2.14. Tanim M modiil olsun. M modiiliiniin her alt modiilii Rad-tiimleyene sahip ise, M
modiiliine Rad-tiimlenmis modiil denir. M modiiliiniin her alt modiilii bol Rad-tiimleyene

sahip ise, M ye bol Rad-tiimlenmis modiil denir [16].

Onerme 3.2.12 den her tiimleyen alt modiil Rad-tiimleyen oldugundan her tiimlenmis modiil
Rad-tiimlenmis modiildiir ve noether Rad-tiimlenmis modiiller tiimlenmistir. Genellikle

Rad-tiimlenmis modiiller tiimlenmis degildir.

3.2.15. Onerme R bir halka olsun.
(i) M Rad-tiimlenmis R-modiil ve Rad(M) = 0 ise, M yar1 basittir.
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(i) M Rad-tiimlenmis R-modiil ise, M nin her boliim modiilii Rad-tiimlenmistir.

(iii) N = M Rad-tiimlenmis ve U = M olmak iizere N + U, M de Rad-tiimleyene sahip ise,
U, M de Rad-timleyene sahiptir.

(iv) Rad-timlenmis R-modiillerin her sonlu toplam1 Rad-tiimlenmistir.

(v) M Rad-tiimlenmis R-modiil ise, M yariyereldir [14].

3.3. SS-Tiimlenmis Modiiller

3.3.1. Tanim M modiil ve U,V <M olmak tizee M = U+V ve UNV LKV ve UNV

yaribasit ise, IV ye U nun ss-tiimleyeni denir [7].

3.3.2. Tanim M modiil olsun. M nin her alt modiilii ss-tiimleyene sahipse, M modiiliine

ss-tiimlenmis modiil denir [7].

3.3.3. Tanim M modiil olsun. M modiiliiniin basit ve kii¢iik alt modiillerinin toplami

Des,(M) = Y{U « M |U, M nin basit alt modiilii} seklinde tanimlanir [17].

3.3.4. Lemma M modiil olsun. Bu takdirde, Des,(M) = Rad (M) n Des(M) dir [7].

Ispat Dess(M) € Rad(M) ve Dess(M) € Des(M) kapsamalarmmn varhig aciktir. Béylece
Des;(M) € Rad(M) n Des(M) dir. Simdi a € Rad(M) N Des(M) keyfi elemanini alalim.
Bu takdirde, Ra yaribasittir. O halde n € Z* olmak iizere Teorem 2.5.8 den

Ra=5 @S, D ..0S,
olacak sekilde 1 <i < n olan M nin §; basit alt modiilleri vardir. Ra < M oldugundan
Onerme 2.4.3 (i) den 1 <i <n olmak iizere S; < M dir. Bdylece a € Ra S Des,(M)

bulunur.

3.3.5. Onerme M ss-tiimlenmis modiil ve V <« M olsun. Bu takdirde, V € Des (M) dir [7].
Ispat V < M oldugundan V nin M den baska ss-tiimleyeni yoktur. Dolayisiyla V. =V n M
yaribasit olup V € Des(M) bulunur.

3.3.6. Sonu¢ M ss-tiimlenmis modiil ve Rad(M) <« M olsun. Bu takdirde,

Rad(M) € Des(M) dir [7].

Ispat M ss-tiimlenmis ve Rad(M) < M oldugundan M, Rad(M) nin ss-tiimleyenidir.
Dolayisiyla, M = M + Rad(M), M N Rad(M) = Rad(M) < M ve
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M N Rad(M) = Rad(M) yaribasit olup Rad(M) € Des(M) elde edilir.

3.3.7. Yardimc1 Teorem M tiimlenmis modiil ve Rad(M) < Des(M) olsun. Bu takdirde,
M ss-tiimlenmistir [7].

Ispat U < M olsun. M tiimlenmis oldugundan M = U + V ve U NV « V olacak sekilde
V <M vardir. U NV KV oldugundan U NV € Rad(V) € Rad(M) S Des(M) olup

U NV yaribasittir. Sonug olarak V, U nun M de ss-tiimleyenidir.

3.3.8. Teorem M modiil ve Rad (M) < M olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) M ss-timlenmistir;

(ii) M tiimlenmistir ve Rad (M) ss-tiimleyene sahiptir;

(iii) M tiimlenmis ve Rad(M) < Des(M) dir [7].

Ispat (i)=(ii) Rad(M) <« M ve M ss-tiimlenmis olsun. M tiimlenmis ve M, Rad (M) nin de
timleyenidir. M = M + Rad(M), M N Rad(M) = Rad(M) < M ve M ss-tiimlenmis
oldugundan her alt modiilii ss-tiimleyene sahiptir. M N Rad(M) = Rad(M) ss-tiimleyene
sahiptir.

(ii)=(iii) M timlenmis ve Rad (M) ss-tiimleyene sahip olsun. Rad (M) nin ss-tiimleyeni M
oldugundan M N Rad(M) = Rad (M) yaribasit olup Rad(M) S Des(M) olur.

(iii)=(i) Yardimc1 Teorem 3.3.7 den istenen elde edilir.

3.3.9. Sonu¢ M sonlu iiretilmis modiil olsun. M modiiliiniin ss-tiimlenmis olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul M nin tiimlenmis ve Rad(M) € Des(M) olmasidir [5].
Ispat M sonlu iiretilmis oldugundan Sonug 2.6.5 geregi Rad(M) < M olup Teorem 3.3.8

den ispat goriiliir.

3.3.10. Teorem Birimli R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) gR ss-timlenmistir;
(i) R yariyerel ve Rad(R) S Des( gzR) dir;

(iii) Her sol R-modiil ss-tiimlenmistir [7].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. SS-Yariyerel Modiiller

4.1.1. Tanim M bir modiil U,V < M olsun. Eger V, U nun zayif tiimleyeni ve U N V yaribasit

ise, V ye U nun bir zayif ss-tiimleyeni denir.

4.1.2. Lemma M bir modiil U,V < M olsun. Bu takdirde, asagidaki ifadeler denktir:
(YM=U+VveUNV < Des,(M) dir;

(i) V, U nun zayif ss-tiimleyenidir;

(i) M =U+V,UNnV <€ Rad(M) ve U NV yaribasittir.

Ispat ()=(ii)M = U +V ve UNV € Des,(M) olsun. Lemma 3.3.4 ile

Des,(M) = Rad(M) n Des(M) oldugundan U NV C Des,(M) olup U NV yaribasittir.
Diger taraftan, U NV € Rad(M) olup U NV < M dir. Boylece V, U alt modiiliiniin zay1f

tiimleyenidir.

(i)=(iii) V, U nun M de zayif timleyeni ve U N V yaribasit olsun. Bu takdirde, M = U + V
veUNV K MolupUNV S Rad(M) dir.

(ii)=@{) M=U+V,UNV S Rad(M)ve UNYV yarbasit olsun. U NV S Rad(M) ve
UNnV < Des(M)olupU NV < Rad(M) N Des(M) = Des,(M) dir.

Simdi ss-yariyerel modiiliin ingasinda motivasyon kaynagimiz olan teoremi verelim.

4.1.3. Teorem M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) M / N yaribasittir;

(i)HerU < Mi¢cinM =U +V veU NV S N olacak bigimde bir V < M vardir;

(iii) M, yaribasit, N 2 M, ve M, / N yaribasit olacak bigimde M = M;@®M, pargalanisi
vardir [9].

Ispat (i)=(iii) M / N yaribasit olsun. U N N = 0 olacak bigcimde keyfi U < M nii alalim.
M / N yaribasit oldugundan (UBN) / N alt modiili yaribasittir ve M / N nin bir direkt
toplam terimidir. O halde (U®N) / N = U yaribasit ve [[U®N)/N] & [V/N]=M /N
olacak bicimde V /N < M / N yaribasit alt modiilii vardir.
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M=U+VveUNnV cUNN = 0oldugundan M = UV dir.
1.izomorfizma Teoreminden; N = (N®U)/U < M /U =V bulunur ve N 2 V dir.

(ii)=(i))=(ii) A¢iktir.

(i)=() U/N < M/N alalim. U <M M modilinde M=U+V ve UNV < N olacak
bicimde V < M zayif ss-tlimleyenine sahip olsun. Boylece

M/N=[U/N]® [V+ N /N].
Buradan M /N modiiliiniin her alt modiilii direkt toplam terimi olup M /N yaribasittir.

Teorem 4.1.3te N = Desg(M) alt modiiliinii alarak asagidaki sonucu elde ederiz.

4.1.4. Sonu¢ M modiili i¢cin asagidaki ifadeler denktir:

() M / Des,(M) yaribasittir;

(i) M modiiliiniin her alt modiilii zayif ss-tiimleyene sahiptir;

(iii) U yaribasit, Des;(M) 2 V ve V / Des,(M) vyaribasit olacak bigimde M = UV

parcalanis1 vardir.

4.1.5. Tanim Sonug 4.1.4 teki denk kosullar1 saglayan M modiiliine Ss-yariyerel modiil

denir.

Her ss-yariyerel modiil yariyereldir fakat yariyerel bir modiil ss-yariyerel olmak zorunda
degildir. Bunu bir 6rnekle gosterelim. Ornegimizi vermeden once asagidaki lemmayi

inceleyelim.

4.1.6. Lemma M ss-yartyerel modiil ve Des(M) = 0 ise, M = 0 dur.

Ispat U < M olsun. M ss-yariyerel oldugundan M = U +V ve U NV C Desy(M) olacak
bi¢imde V < M vardir. Buradan U NV S Des,(M) € Des(M) =0 ve M =U®V dir.
Dolayisiyla M = Des(M) = 0 dur.

4.1.7. Ornek M = Q Z-modiiliinii ele alalim. M maksimal alt modiile sahip olmadigindan
M = Rad(M) olup M/Rad(M) = 0 dir ve yaribasittir. Dolayisiyla M yariyereldir. M nin
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ss-yariyerel oldugunu kabul edelim. Des(M) = 0 oldugundan Lemma 4.1.5 geregi M = 0
celiskisi elde edilir. Dolayistyla M modiilii ss-yariyerel degildir.

M modiil ve U < M olsun. Eger M = U + V sartin1 saglayan her V alt modiilii i¢in U nun
V' <V olan bir V' ss-tiimleyeni varsa, U, M de bol ss-tiimleyene sahiptir denir. Eger M

nin her alt modiilii bol ss-tiimleyene sahipse, M modiiliine bol ss-tiimlenmis modiil denir

[7]1.

Her bol ss-tiimlenmis modiil ss-timlenmistir. Siradaki 6nerme bu 6zelligin ss-yariyerel

modiil icin de gecerli oldugunu gostermektedir.

4.1.8. Onerme M ss-yartyerel modiil ve U,V < M ve M = U + V olsun. Bu takdirde,

V' <V olacak bi¢gimde U alt modiiliiniin M de V' zayif ss-tiimleyeni vardir.
Ispat U NV = Aolsun. M ss-yartyerel oldugundan M = A + B ve A N B € Des,(M) olacak
bicimde B < M vardr. Modiiler kuraldan; V=V nNM=VnNn(A+B)=A+VNB dr.
Boylece M =U+V =U+ (A+V nB)=U+ (VN B) dir. Diger taraftan
Un(VNnB)=UNV)NB=ANB S Des,(M) olup V n B, U alt modiiliiniin M de bir

zayif ss-tiimleyenidir.

4.1.9. Onerme M yariyerel modiil ve Rad(M) € Des(M) olsun. Bu takdirde,

M ss-yariyereldir.

Ispat Rad(M) vyaribasit oldugundan Des,(M) = Rad(M) n Des(M) = Rad(M) ve
M/Dess(M) = M / Rad(M) yaribasittir. Béylece M ss-yariyereldir.

4.1.10. Onerme M ss-yariyerel modiil ve U <« Molsun. Bu takdirde, U € Des,(M) dir.
Ispat Hipotez geregince M = U +V ve U NV C Desy(M) olacak bigimde V < M vardhr.

U <« M oldugundan V = M olmahdir. Buradan U NV = U NM = U < Des,(M) bulunur.

4.1.11. Sonug¢ M ss-yariyerel modiil ve Rad(M) <« M olsun. Bu takdirde,
Rad(M) € Des(M) dir.

Sonlu iiretilmis modiiller kiigiik radikale sahip oldugundan asagidaki sonuca da ulasiriz.
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4.1.12. Sonug¢ M sonlu iiretilmis modiil olsun. Bu takdirde, M modiiliiniin ss-yariyerel olmas1

i¢in gerek ve yeter kosul M nin yariyerel ve Rad(M) S Des(M) olmasidir.

M modiili Rad(M) S Des(M) kosulunu saglayan yerel modiil olsun. Bu takdirde, M

modiiliine giiclii yerel modiil denir [7].

4.1.13. Lemma M oyuk modiil olsun. M nin ss-yariyerel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M
nin gii¢li yerel olmasidir.

Ispat () 0 # M oyuk modiilii giiglii yerel olsun. Bu takdirde, M yereldir ve Rad(M) <
Des(M) dir. Yerel modiiller tiimlenmistir ve Yardimci Teorem 3.3.7 den M ss-tiimlenmistir.
Ss-tiimlenmis modiiller ss-yariyereldir. Dolayistyla M ss-yariyereldir.

(=)0# M oyuk modiilii ss-yariyerel ve U <M olsun. U K M ve M ss-yariyerel
oldugundan Onerme 4.1.10 geregi U € Des,(M) € Des(M), Rad(M) € Des(M) dir.

M oyuk modiil oldugundan M radikal ya da yereldir.

M radikal olsa, M = Rad(M) = Des(M) = 0 c¢eliskisi elde edilir. O halde M yereldir.
Boylece M giiglii yerel modiildiir.

M modiil olsun. Eger M nin Rad (M) yi kapsayan M nin her alt modiilii M de zayif tiimleyene

sahip ise, M modiiliine zayif radikal tiimlenmis denir [11].

4.1.14. Teorem M bir modiil ve Rad (M) <« M olsun. Bu takdirde, asagidaki ifadeler denktir:
(i) M ss-yariyereldir;

(ii) M yariyerel ve Rad(M) M de zayif ss-tiimleyene sahiptir;

(iif) M yariyerel ve Rad(M) € Des(M) dir;

(iv) M zayif timlenmistir ve Rad(M) < Des(M) dir;

(V) M zayif radikal timlenmistir ve Rad(M) < Des(M) dir.

Ispat (i)=(ii) Agiktir.

(if) =(iii) Hipotez geregi Rad(M), M = Rad(M) +V ve Rad(M) NV yaribasit olacak
bicimde M de V zayif ss-tiimleyenine sahiptir. Rad(M), M de kiigiik oldugundan
M = Rad(M) + V = V dir.Buradan

Rad(M)NV = Rad(M) N M = Rad(M)

yaribasittir.
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(iif) =(iv) M yariyerel modiil olsun. Bu takdirde, Tanim 3.1.4 ten M / Rad(M) yaribasittir.
Teorem 4.13ten U< M icin M =U+V ve UNV S Rad(M) olacak bicimde V < M
vardir. Rad(M) < M oldugundan U NV « M dir. Dolayistyla M zayif timlenmistir.

(iv) =(v) Agiktrr.

(v) =(i) U € M olsun. (v) geregince U + Rad(M), M de V zayif timleyenine sahiptir.
M= (U+Rad(M))+V=U+V ve UNV KM dir. Boylece UNV S Rad(M) S

Des(M) yaribasittir. Buradan V, M de U nun zayif ss-tiimleyeni olur. Boylece M ss-

yariyereldir.

Her ss-yariyerel modiil zayif timlenmistir fakat her zayif timlenmis modiiliin Ss-yariyerel

olmadigin bir 6rnekle gosterelim.

4.1.15. Ornek M = Zg Z-modiiliinii ele alalim.
Rad(M) = {0,2,4,6} ve Des(M) = {0, 4} dir. Artin modiiller zay1f tiimlenmis oldugundan
M zayif tiimlenmistir. Sonug 4.1.12 geregince M ss-yariyerel degildir.

Artin modiiller yariyereldir fakat Ornek 4.1.15 gosteriyor ki artin modiiller ss-yariyerel

olmak zorunda degildir.

Yariyerel halkalar smnifinin, tiimlenmis halkalar smifinin bir 6z genellemesi oldugunu
biliyoruz. Simdi Sonug 4.1.12 yi kullanarak bir R halkasiigin  zR Ss-yariyerel modiil ise,

ss-tiimlenmis oldugunu gdsterelim.

4.1.16. Sonug R birimli bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) gR ss-yariyerel modiildiir;

(ii) R yariyerel ve Rad(R) S Des( zR) dir;

(iif) gzR ss-timlenmistir.

Ispat (i)=(ii) Sonug 4.1.12 den goriiliir.

(i)=(iii) Teorem 3.3.10 dan goriiliir.
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(1i)=>(1) Agiktir.

Ss-yariyerel modiiller; boliim modiilleri, direkt toplamlar ve tiimleyen alt modiiller altinda

kapalidir.

4.1.17. Onerme M ss-yariyerel modiil olsun. Bu takdirde, M nin her bliim modiilii ss-
yariyereldir.
Ispat M ss-yartyerel modiil ve bir L < M i¢in M / L bdliim modiiliinii alalim. Varsayimdan
LyikapsayanU < M igin M =U +V,U NV K M ve U NV yaribasit olacak sekilde
V < M vardir. m: M > M / L dogal homomorfizma olmak iizere, Onerme 2.4.3 (iv) den
M/L=[U/L]+[(V+1) /L]
ve
[U/LIn[(V+L)/L=(UnV)+L)/L=nUnV)<aM)=M/L
dir. U NV yaribasit oldugundan Sonug 2.5.9 (ii) den
nUnV)=(UNnV)+L)/L=[U/LIn[(V+L)/L]
yaribasittir. Yani, (V + L)/L, M / L de U/L nin zayif ss-tiimleyenidir. Dolayisiyla M nin

her boliim modiilii ss-yariyereldir.

4.1.18. Lemma f: A = B modiil homomorfizmasi olsun. Bu takdirde,
f(Desg(A)) € Dess(B) dir. Ozel olarak; A € B ise, Desy(A) S Desg(B) dir.
Ispat Onerme 2.4.3 (iv) ve Sonug 2.5.9 (ii) den goriiliir.

4.1.19. Onerme {M,;};c; R-modiiller ailesi olsun. Bu takdirde,

Dess(Die; M;) =@ie; Dess(M;) dir.

Ispat Lemma 4.1.18 geregi Des, , R-Mod da birim funktorun alt funktorunda tanimlidir ve
R-Mod da 6nciil radikaldir. Yardimc1 Teorem 2.9.4 (iii) kullanilirsa

Dess(Die; M;) =@ie; Dess(M;) bulunur.

4.1.20. Teorem ss-yartyerel modiillerin sinifi herhangi direkt toplamlar ve homomorfik
goriintiiler altinda kapalidir.

Ispat M ss-yariyerel, f: M — N bir epimorfizma olsun.
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Biitin m + Des;(M) € M / Des;(M) elemanlar1 igin f:M / Des,(M) —» N / Des;(N)
epimorfizmasi yardimiyla f(m + Desg(M)) = f(m) + Des;(N) olur. Sonug 2.5.9 (ii) den
N / Desg(N) yaribasittir ve boylece N ss-yariyereldir.

{M;};c; ss-yariyerel modiillerin herhangi ailesi ve M =@;¢; M; olsun. Bu takdirde, Onerme
4.1.19 geregince M /Des;(M) =@ ¢; M; / Desg(Die; M;) =@ M; / Desg(M;) yaribasittir.
Dolayisiyla Sonug 2.5.9 (iii) den M ss-yariyereldir.

4.1.21. Sonug¢ M bir modiil ve {M;};¢; , M nin ss-yariyerel modiillerinin herhangi ailesi olsun.
Bu takdirde, }};¢; M; ss-yariyereldir.

Ispat Her i € I i¢cin M; modiilleri ss-yariyerel alt modiil olmak iizere M = Y;¢; M; olsun. Bu
takdirde, N = @®;¢;M; modiilii Teorem 4.1.20 den ss-yariyeldir. Simdi her (m;);c; € N igin
(M) = Xieym; ile tanimh f: N — M epimorfizmasini diisiinelim. Onerme 4.1.17

den M ss-yariyereldir.

4.1.22. Onerme M ss-yariyerel modiil ve Rad(4) = AN Rad(M) olmak iizere A < M
olsun. Bu takdirde, A ss-yariyereldir.

Ispat UCS A alam. M =U+V ve UNV S Des,(M) olacak bigimde V < M vardr.
Modiiler kuraldan; A =U + ANV yazlabilir. UNn(ANV)=ANV yaribasit oldugu
aciktir. ANV € Rad(A) oldugunu kanitlayalim.

a€eANVolsun.ae ANV cUNV < Desg(M) = Des(M) N Rad(M) ve bdylece

a € Rad(M) olur. Hipotez geregi a € A N Rad(M) = Rad(A) oldugundan

ANV < Des;(A) bulunur. Dolayisiyla A ss-yariyereldir.

Teorem 3.2.3 (iii) den ss-yariyerel modiiliin her tiimleyen alt modiiliiniin (6zellikle, ss-

tiimleyen) ss-yariyerel oldugu goriiliir.

4.1.23. Teorem R birimli bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) gR ss-yariyerel modiildiir;

(i) Her sol R-modiil ss-yariyereldir;

(iii) R yartyerel ve Rad(R) E Des( zR) dir.

Ispat (i)=(ii) M herhangi sol R-modiil olsun. Bu takdirde, M R-iiretilmis oldugundan I bos
kiimeden farkh bir indis kiimesi olmak iizere f: R) — M epimorfizmasi vardir. Teorem

4.1.20 ve Sonug 4.1.21 geregince, M Sss-yartyereldir.



(i))=(iii) ve (ii)=(i) Sonu¢ 4.1.16 dan goriiliir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, ss-yariyerel modiil tanim1 ve ss-yariyerel modiillerle ilgili teoremler, 6nermeler ve
sonuglar yer almaktadir. Bu ¢aligmada tiim modiilleri ss-yariyerel olan halkalar karakterize
edilmistir. Bu calismadan faydalanilarak Dedekind bolgesi lizerinde tanimli bir modiiliin
zayif ss-tiimleyenler yardimiyla yapist belirlenebilir ve abel gruplara uygulamalar

arastirilabilir.
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