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R bir halka ve M bir R-modül olsun. M modülünün her dual sonlu N alt 

modülü için M nin bir K direkt toplam terimi ve Çek( )   Rad(K) olacak 

şekilde bir             epimorfizması varsa M modülüne dual sonlu Rad- 

D12  modül denir. Bu tez çalışmasında Rad-D12  modüllerinin ve dual sonlu Rad- 

D12  modüllerinin çeşitli özellikleri ispatlandı. Özel olarak (yarı) mükemmel 

halkalar ve artin serisel halkalar (dual sonlu) Rad-D12  modülleri yardımıyla 

karakterize edildi. 
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1. GİRİŞ 

 

Bu çalışmada   halkası birimli ve birleşmeli; tüm modüller üniter sağ  -modül 

olarak alınmıştır.   bir modül olsun.   modülünün bir   alt modülü     

şeklinde gösterilir. Eğer     bölüm modülü sonlu üretilmiş ise     alt modülüne 

dual sonlu alt modül denir.  Maksimal alt modüller dual sonludur. Ayrıca sonlu 

üretilmiş bir modülün her alt modülü de dual sonludur.         için       

olan     alt modülüne büyük alt modül denir ve     ile gösterilir. Her alt 

modülü büyük olan modül düzgün modüldür.   nin her (dual sonlu)   alt modülü   

modülünün bir      direkt toplam terimini kapsıyor ve         için        

     alt modülü   modülünde küçük oluyorsa   modülüne yükseltilebilir modül 

denir. Burada bir     alt modülünün küçük olması demek,   modülünün her 

    öz alt modülü için       demektir ve     ile gösterilir. John Clark 

ve arkadaşlarının [6] da bahsedildiği üzere her sağ   -modülün yükseltilebilir olması 

için gerek ve yeter koşul   nin sağ ve sol artin serisel halkası ve              

olmasıdır. Burada        ,   halkasının Jacobson Radikalidir.   sıfırdan farklı bir 

 -modül olsun.   modülünün her   öz alt modülü için     ise     -modülüne 

oyuk modül denir. Oyuk modüller ve yarı basit modüller yükseltilebilirdir.   

modülünün tüm öz alt modüllerini kapsayan bir öz alt modülü varsa   modülü lokal 

modül olarak adlandırılır. F. Kasch ve Erika A. Mares direkt toplam terimlerinin 

genelleştirilmesi olan tümleyen kavramını ve tümlenmiş modülü tanımlamıştır. Buna 

göre   nin bir   alt modülü için        ve       olacak şekilde     

varsa   ye   nin   modülünde bir tümleyeni denir. Eğer   nin her alt modülü bir 

tümleyene sahipse   ye tümlenmiş modül adı verilir. Al-Khazzi ve P.F. Smith’in 

[15] de ispatladığı üzere her sağ  -modülün (dual sonlu) tümlenmiş olması için 

gerek ve yeter koşul   nin sağ (yarı) mükemmel olmasıdır. Mohamed ve Müller 

yükseltilebilir modüllerin genelleştirilişi olan  -tümlenmiş modülleri ( D11 ) 

tanımlamışlardır. Buna göre,   nin her   alt modülü   de direkt toplam terimi olan 

bir tümleyene sahiptir. Ayrıca Zöschinger de dedekind bölgesi üzerindeki her 

tümlenmiş modülün  -tümlenmiş modül olduğunu göstermiştir. H. Çalışıcı ve A. 
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Pancar makalelerinde  -dual sonlu tümlenmiş modülleri tanımlamışlar ve birtakım 

özelliklerine yer vermişlerdir. D. Keskin ve W. Xue [20] de (D12) modülünü 

tanımlamışlardır ve kapsamlı bir şekilde çalışmışlardır. Aynı makalenin Önerme 4.3 

ünde  -tümlenmiş modüllerin (D12) özelliğine sahip olduğu ispatlanmıştır. Y. Wang 

(D12) modüllerinin genelleştirilmesi olan dual sonlu (D12) modüllerini tanımlamıştır. 

Buna göre   nin her (dual sonlu)   alt modülü için   modülünün bir   direkt 

toplam terimi ve                  olacak şekilde              

epimorfizması varsa   modülüne (dual sonlu)  (   )  modül denir. Xue tümleyenleri 

genelleştirerek Rad-tümleyen kavramını tanımlamıştır. Bu tanıma göre       

ve            ise   alt modülüne   nun Rad-tümleyeni denir.  Tanımlar 

gereği her direkt toplam terimi bir tümleyen, her tümleyen bir Rad-tümleyendir. E. 

Büyükaşık ve C. Lomp (dual sonlu) tümlenmiş modülleri (dual sonlu) Rad-

tümlenmiş modüllere, E. Türkmen (dual sonlu)  -tümlenmiş modülleri (dual sonlu) 

Rad- -tümlenmiş modüllere genelleştirmiştir. B. Nişancı ve A. Pancar [11] de dual 

sonlu Rad- -tümlenmiş modülleri kısaca      ile göstermişlerdir. Y. Talebi ve 

arkadaşları,   modülünün her   alt modülü için   nin bir   direkt toplam terimi ve 

                      olacak şekilde           epimorfizması mevcut ise   

modülünü          modül olarak tanımlamışlardır. Bu tez çalışmasında     

     modüllerinin genelleştirilmesi olan dual sonlu          modülü 

tanımlanmıştır ve bazı cebirsel özelliklerine yer verilmiştir. Ayrıca yarı mükemmel 

halkaların ve artin serisel halkaların yeni karakterizasyonları dual sonlu          

modülleri yardımıyla verilmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

2.1. Halkalar 

2.1.1 Tanım:        bir abel grup olsun. ‘.’   üzerinde ikili işlem olmak üzere 

aşağıdaki koşulları sağlayan         cebirsel yapısına halka denir. 

R1) Rcba  ,,  için              sağlanır. 

R2)                ve                dir [1] . 

 

2.1.2 Tanım         bir halka olsun. Her    için aeaae   olacak şekilde 

Re  mevcutsa, Re elemanına   halkasının birim elemanı denir. 1e R ile 

gösterilir.  Birim elemana sahip halkaya birimli halka denir. Birim eleman tek türlü 

belirlidir [1]. 

   birimli bir halka iken,    birimli olmayan bir halkadır. 

         halkası ‘ . ’ işlemine göre değişmeli ise, bu halkaya değişmeli halka denir. 

      değişmeli halka iken,        matrisler halkası değişmeli olmayan halkadır.  

Bu çalışmada         halkası alışılmış olarak   ile gösterilecektir ve birimli halka 

olarak kabul edilecektir. 

 

2.1.3 Tanım   bir halka ve        olsun.          abel grubunun bir alt grubu 

ve keyfi       elemanları için      ise,   alt grubuna   halkasının alt halkası 

denir. Ayrıca           için             ise ,   alt halkasına   halkasının 

sağ (sol) ideali denir. Eğer     halkasının hem sağ hem de sol ideali ise,   ya   

halkasının ideali denir [8].  
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Her sağ (sol) ideal aynı zamanda alt halkadır fakat tersi genelde doğru değildir. 

Örneğin     
  
   

                 kümesi        halkasının alt halkasıdır 

ancak sağ (sol) ideali değildir. 

  ve  ,   halkasının aşikar idealleridir.   halkasının kendisinden farklı ideallerine öz 

ideal denir [8]. 

 

2.1.4 Tanım R bir halka ve  ,   halkasının bir (sağ, sol) ideali olsun. Eğer   (sağ, 

sol)  ideali tek bir     elemanı tarafından üretiliyorsa,   (sağ, sol) idealine esas 

(sağ, sol) ideal denir. Bu durumda   sağ ideali                   şeklindedir. 

Her ideali esas ideal olan   halkasına esas ideal halkası denir [1]. 

 

2.1.5 Tanım   ,   değişmeli halkasının öz ideali olsun.       için      iken 

    veya     oluyorsa,   ye   nin asal ideal denir [1]. 

 

2.1.6 Tanım Bir   halkasında      için,      olacak şekilde bir       

elemanı bulunuyorsa,   ya halkanın sıfır böleni denir. Sıfır böleni olmayan birimli 

ve değişmeli   halkasına değişmeli bölge denir [1]. 

 

2.1.7 Tanım    değişmeli bölge olsun.   nin her öz ideali, sonlu sayıda asal idealin 

çarpımı ise,   ye dedekind bölgesi denir [1]. 

 

2.2 Modüller 

2.2.1 Tanım   halkası ve          abel grubu için         fonksiyonu 

verilmiş olsun.                 elemanı kısaca    ile gösterilsin. Her       ve 

her        için; 
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i.                

ii.                

iii.                    ise   ye sağ  -modül denir ve      ile gösterilir. Eğer   

birimli halka ve        için 

iv.        ise   ye üniter sağ  -modül denir. Benzer tanım sol  -modül için de 

yapılabilir [2]. 

Her abel grup bir üniter sağ   -modüldür. Her   halkası kendi üzerinde bir sağ   -

modüldür. Her vektör uzayı, cismi üzerinde üniter sağ modüldür. Bu çalışmada bütün 

modüller üniter sağ  -modül olarak alınacaktır. Ancak kısalık olması açısından 

sadece  -modül yazılışı kullanılacaktır. 

 

2.2.2 Tanım   bir halka,   bir  -modül ve     abel grubunun alt grubu olsun. Her 

     ve her      için       ise,   ye   modülünün alt modülü denir ve 

     ile gösterilir [1]. 

  ve  ,   modülünün aşikar alt modülleridir.   modülünün aşikar alt 

modüllerinden başka alt modüllerine de öz alt modül denir.   bir halka ve  ,   

halkasının öz sağ ideali olmak üzere     halkasının bir öz alt modülüdür. 

Ayrıca bir   modülünün keyfi sayıdaki alt modüllerinin arakesiti de   nin alt 

modülüdür. 

 

2.2.3 Tanım   bir   modül ve     nin bir alt kümesi olsun.   nin   kümesini 

kapsayan bütün alt modüllerinin arakesitine   tarafından üretilen alt modül denir 

ve       ile gösterilir. Eğer   sonlu elemanlı ise,   kümesi tarafından üretilen alt 

modüle sonlu üretilmiş alt modül denir ve         şeklinde tek elemanlı ise, 

            ya devirli alt modül denir ve                          şeklindedir. 

Ayrıca               ,   nin alt modüllerinin ailesi ise,               kümesinin 
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ürettiği alt modüle    modüllerinin toplamı denir.                        ile 

gösterilir [1]. 

Eğer         ve   sonlu ise,   ye sonlu üretilmiş  -modül,        

olacak şekilde       varsa   ye   tarafından üretilmiş devirli  -modül denir. 

 

2.2.4 Tanım   bir  -modül,      nin bir alt grubu olsun.     bölüm grubu 

                olmak üzere             ile tanımlı dış işleme göre 

bir   modül yapısına sahiptir. Bu        -modülüne   nin   ye göre bölüm 

modülü denir [3]. 

 

2.2.5 Teorem   sonlu üretilmiş  -modül olsun. Bu durumda   nin her bölüm 

modülü de sonlu üretilmiştir [1]. 

İspat   sonlu üretilmiş  -modül ve      olsun.   sonlu üretilmiş olduğundan 

                    ve her      için                     olacak 

şekilde         için       ve      elemanları vardır. Her            

için                                                 

          olup                            bulunur. Dolayısıyla  

 
   sonlu üretilmiştir. 

2.2.6 Tanım   bir   modül,      olsun. Eğer     bölüm modülü sonlu 

üretilmiş ise,   ye dual sonlu alt modül denir [1]. 

 

2.2.7 Tanım   boştan farklı indis kümesi olmak üzere           sağ  -modüllerin bir 

ailesi olsun. Ii  için iAif )(  ile tanımlı tüm   fonksiyonlarının                

kümesine IiiA }{  modüller ailesinin direkt çarpımı denir ve                        

               
           
                                    dir.         nin en fazla 
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sonlu sayıda bileşeni sıfırdan farklı olan elemanların kümesi          ile 

gösterilirse                                                            küme-

sine            modüller ailesinin dış direkt toplamı denir. Açık olarak          

         dir [1]. 

 

2.2.8 Tanım   bir  -modül ve IiiA }{  alt modüllerinin bir ailesi olsun. Eğer; 

i) 



Ii

iAM  ve  

ii) Ii  için 0
ij

ji AA  ise,   modülüne IiiA }{  alt modüller ailesinin bir iç 

direkt toplamı veya direkt toplamı denir ve       
     ile gösterilir. Her bir    

alt modülüne   modülünün direkt toplam terimi denir [1]. 

 Açıktır ki   modülünün    ve     alt modülleri için             olması için 

gerek ve yeter koşul            ve            olmasıdır. 

 

2.2.9 Tanım   bir  -modül olsun. Eğer   nin iki direkt toplam teriminin toplamı 

tekrar   nin bir direkt toplam terimi oluyorsa,   ye direkt toplam terimlerinin 

toplamı özelliğine sahiptir denir veya kısaca (DTT) özelliğine sahiptir denir [1]. 

 

 

2.2.10 Teorem (Modüler Kuralı)   bir   modül,     ve   da   nin alt modülleri 

ve      olsun. Bu taktirde                    dir [3]. 

 

İspat  Her              için            ve       olduğundan        

olacak şekilde      ve      vardır.      olduğundan      olur. Bu durumda 

      ve      ,      olduğundan      olup,             bulunur. Yani 

                   olup                       bulunur. Ayrıca 



8 
 

                ve              olduğundan            

         olur. Dolayısıyla                   dir. 

 

2.2.11 Tanım   ve   iki sağ  - modül olsun.  Aşağıdaki koşulları sağlayan 

NMf :  fonksiyonuna sağ R-modül  homomorfizması denir. 

i)  Her Mba , için )()()( bfafbaf   

ii) Her Ma ve her Rr  için rafarf )()(   

Benzer şekilde iki sol  -modül yardımıyla sol  -modül homomorfizması tanımı da 

verilebilir. Biz çalışmamızda sağ  -modüller üzerinde duracağımız için herhangi bir 

sağ  -modül homomorfizmasını kısaca homomorfizma olarak adlandıracağız. Eğer   

homomorfizması birebir ise,   ye monomorfizma, örten ise, epimorfizma, birebir 

ve örten ise, izomorfizma adı verilir.    
           
      izomorfizma ise,   ve   

modüllerine izomorf modüller denir ve     ile gösterilir [4]. 

  modülünden   modülüne tanımlı  tüm  homomorfizmaların kümesi             

ile gösterilir.                       
           
                              

şeklindedir. Burada     ise   ye endomorfizma adı verilir. Ayrıca   den   ye 

tanımlı tüm homomorfizmaların kümesi         ile gösterilir. 

   bir   modül ve MN   olsun. Her Na  için aaf )(  ile tanımlı 

MNf :  dönüşümü bir   modül monomorfizması olup bu monomorfizmaya 

içerme homomorfizması denir ve    yazılışı ile gösterilir.     
          
      ,      

    ile tanımlı   homomorfizması ise, bir epimorfizma olup bu epimorfizmaya 

doğal (kanonik) homomorfizma denir [4]. 

  bir  -modül ve        ,   nin alt modüllerinin bir ailesi olsun.          iken 

        için   (             ile tanımlı         epimorfizmasına    

izdüşüm homomorfizması adı verilir[1]. 
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   bir   modül olmak üzere mmg )(  ile tanımlı MMg :  bir   modül 

izomorfizması olup bu izomorfizmaya birim (idantik) homomorfizma denir [4]. 

 

2.2.12 Teorem                  birer  -modül homomorfizmaları iseler 

          bileşke fonksiyonu bir   -modül homomorfizmasıdır [5]. 

 

2.2.13 Tanım         bir  -modül homomorfizması olsun. 

                      kümesine   nin çekirdeği denir ve          yazılışı ile 

gösterilir.                  kümesine   nin görüntüsü denir ve          yazılışı ile 

gösterilir. Ayrıca                               dir [4]. 

 

2.2.14 Teorem    
          
      , doğal (kanonik) homomorfizma olsun. Bu taktirde 

           dir [4]. 

 

2.2.15 Tanım   bir  -modül olsun.              için           koşulunu 

sağlayan   nin   alt modülüne karakteristik alt modül denir [1]. 

 

2.2.16 Teorem (Homomorfizma Teoremi) NMf :  bir  -modül 

homomorfizması olsun. Bu takdirde )(
)(

fGör
fÇek

M   dir. Özellikle   bir 

epimorfizma ise,            dir [4]. 
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2.2.17 Teorem  (1. İzomorfizma Teoremi)   bir  -modül,   ve   da   nin alt 

modülleri olsun. Bu takdirde 
K

KH  , 
K

M  modülünün alt modülü olup, 

KH
H

K
KH


  dır [4]. 

 

2.2.18 Teorem (2. İzomorfizma Teoremi)   bir  -modül ve       olsun. Bu 

durumda 
     

        
   dir [4]. 

 

2.2.19 Tanım            modüller topluluğunun ve bunların      

            
         

homomorfizmalarından oluşan  
            
        

             
        

            
         

            
      dizisinde 

her     için                   ise, bu diziye kompleks,             

          ise, bu diziye tam dizi denir [3]. 

 

2.2.20 Önerme  
             
      

             
      

             
      

             
       dizisi tam ise,   bir 

monomorfizma,   bir epimorfizmadır. Ayrıca          ve            dir. 

Böylece izomorf modülleri özdeşleştirilerek       alınabilir [3]. 

İspat                      olduğundan   monomorfizmadır. 1. 

izomorfizma teoreminden               dır. Her     için        

olduğundan                 dir. Yani    epimorfizmadır. Tekrar birinci 

izomorfizma teoreminden                                elde 

edilir. 

 

2.2.21 Tanım  
            
     

             
      

              
      

                  
      şeklindeki tam diziye kısa tam dizi 

denir [3].  
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  bir modül ve     olmak üzere  
            
     

           
     

              
        

                  
       ve  

    
            
      homomorfizması için  

            
          

         
    

               
          

                  
       

dizileri birer kısa tam dizidir. 

 

2.2.22 Teorem   bir modül,             de   nin bir alt kümesi olsun. Bu 

durumda aşağıdaki iki koşul denktir; 

i) Her     elemanı, sadece sonlu sayıda    katsayıları sıfırdan farklı (veya hepsi 

sıfır) olmak üzere, tek türlü olarak           şeklinde yazılabilir. 

ii) Her     için           şeklinde tanımlanan     
            
        fonksiyonu bir 

izomorfizma olup             dır [3]. 

 

2.2.23 Tanım Bir önceki teoremdeki denk koşullardan birini sağlayan   modülüne 

serbest modül,                kümesine de   modülünün serbest üretenler 

kümesi veya kısaca tabanı denir [3]. 

 

2.2.24 Tanım      dan farklı  -modül olsun.   nin aşikar alt modülleri olan   ve 

  dan başka direkt toplam terimi olmayan    modülüne parçalanamazdır  denir. 

Parçalanamaz bir modüle izomorf olan her modül de parçalanamazdır [1]. 

 

2.2.25 Tanım   bir  -modül ve  ,   modülünün öz alt modülü olsun.   

modülünün   yi kapsayan   den başka öz alt modülü yoksa   öz alt modülüne   

nin maksimal alt modülü denir [1]. 

    olmak üzere    ,     modülünün maksimal alt modülüdür. 
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2.2.26 Önerme   sonlu üretilmiş bir  -modül olsun. Bu takdirde   modülünün her 

öz alt modülü bir maksimal alt modülde kapsanır [4]. 

2.2.27 Teorem    
  

  
 
  

  
    kısa tam dizisi için aşağıdaki koşullar 

denktir: 

i)        olacak şekilde bir       homomorfizması bulunur. 

ii)        alt modülü   nin bir direkt toplam terimidir. 

iii)        olacak şekilde bir       homomorfizması bulunur [3]. 

 

2.2.28 Tanım Teorem 2.2.27 deki denk koşullardan birini sağlayan kısa tam diziye 

parçalanabilirdir denir [3]. 

2.2.29 Önerme   ve    birer  -modül olmak üzere       epimorfizması 

verilsin.   nin          koşulunu sağlayan      alt modüllerinin kümesi ile 

  nin alt modüllerinin kümesi arasında birebir bir eşleme vardır [3]. 

 

2.3 Basit ve Yarı Basit Modüller 

 

2.3.1 Tanım: Sıfırdan farklı bir   modülünün sıfırdan ve kendisinden başka alt 

modülü yoksa   modülüne basit modül denir [3]. 

2.3.2 Teorem   basit modül ise   ,   nin maksimal alt modülüdür ve   devirlidir 

[1]. 

İspat   basit modül olduğundan   modülünü kapsayan bir öz alt modül yoktur. Bu 

sebeple  ,    modülünün maksimal alt modülüdür. Herhangi bir         

elemanı için       dir.   basit modül ve       olduğundan      dir. 

Yani   devirlidir. 
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2.3.3 Teorem   bir modül olsun.      alt modülünün   nin maksimal alt 

modülü olması için gerek ve yeter koşul     bölüm modülünün basit modül 

olmasıdır [3]. 

İspat                 keyfi alt modülü için      dir. Hipotez gereği   

maksimal alt modül olduğundan için      veya      dir. O halde     bölüm 

modülünün alt modülleri       veya      dir. Dolayısıyla       bölüm modülü 

basittir. 

           bölüm modülü basit olsun.         koşulunu sağlayan   nin   alt 

modülünü alalım. Buradan                    yazılır.      bölüm modülü 

basit olduğundan           olup     dir. Dolayısıyla      maksimal alt 

modüldür. 

2.3.4 Teorem   sıfırdan farklı bir modül olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

i)   basit alt modüllerin toplamıdır. 

ii)   basit alt modüllerin direkt toplamıdır. 

iii)   nin her alt modülü direkt toplam terimidir [4]. 

 

2.3.5 Tanım Teorem 2.3.4 te verilen denk koşullardan birini sağlayan   modülüne 

yarı-basit modül denir. 

 

2.3.6 Tanım   sıfırdan farklı her alt modül çiftinin kesişimi sıfırdan farklı ve her öz 

alt modül çiftinin toplamı bir öz alt modül olan bir modül ise,   ye eş-düzgün 

modül denir [30]. 



14 
 

 2.4 Küçük ve Büyük Alt Modüller 

 

2.4.1 Tanım   bir halka ve   bir   modül olmak üzere     modülünün öz alt 

modülü olsun. Eğer       koşulunu sağlayan   modülünün   öz alt modülü 

yoksa   alt modülüne   modülünde küçüktür denir ve     şeklinde gösterilir 

[4]. 

Sıfırdan farklı her modülün sıfır alt modülü, modülün kendisinde küçüktür.  

     -modülünde           alt modülü için      dır. 

 

2.4.2 Önerme (Küçük Alt Modülün Özellikleri) 

i)   bir modül ve        olsun. Eğer     ise,   ve   nın alt modülleri   

alt  modülünü kapsayan   modülünün alt modüllerinde küçüktür. 

ii)   bir modül,                           modülünün alt modülleri ve her 

            için       olsun. Bu takdirde  

                             dir. 

iii)     birer   modül ve    
          
     bir homomorfizma olsun.     ise, 

          dir. 

iv)   bir modül,   ve     nin alt modülleri,     ve     nin direkt toplam 

terimi olsun. Bu takdirde     olması için gerek ve yeter koşul     olmasıdır. 

v)     alt modülü   de hem küçük hem de direkt toplam terimi ise,     dır. 

vi)     sonlu üretilmiş ve     ise,   modülü sonlu üretilmiştir [4]. 

İspat i)     nin   alt modülünü kapsayan keyfi bir alt modül olsun.       

koşulunu gerçekleyen     alt modülü verilsin.       nin   ile arakesitini 

alınırsa           olup     ve Teorem 2.2.10 dan           
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bulunur.     olduğundan       bulunur. Buradan     elde edilir. 

      ve       olduğundan     dir. Dolayısıyla     bulunur. 

ii) İspatı     için yapalım.                 olacak şekilde herhangi bir   

alt modülünü alalım.       olduğundan i) den          olur. Buradan 

            olur. Benzer şekilde       olduğundan i) den        

   olup         elde edilir. Böylece               bulunur. Sonlu 

sayıdaki    alt modülleri için de ispat benzer şekilde yapılır. 

iii)             olacak şekilde herhangi bir        alt modülü verilsin. Bu 

takdirde               yazılır. Buradan            elde edilir.     

olduğundan          buradan da        olduğu görülür. Yani           

olup i) den de        bulunur. 

iv)     ise i) den     dir. Tersine;     olsun.       olacak şekilde 

herhangi bir     alt modülünü alalım.     nin direkt toplam terimi olduğundan 

      olacak şekilde     vardır. Bu durumda         ve     

olduğundan       dir.         eşitliğinin   ile arakesiti alınırsa, 

Teorem 2.2.10 dan             olur. O halde     elde edilir.  

v)     nin bir direkt toplam terimi olduğundan        olacak şekilde     

vardır. Buradan       ve     olduğundan     elde edilir. Ayrıca 

      ve     olduğundan         bulunur. 

vi)     sonlu üretilmiş olsun. Bu takdirde       olacak şekilde sonlu 

üretilmiş     vardır. Buradan     olduğundan     elde edilir. Dolayısıyla 

  sonlu üretilmiştir. 

 

2.4.3 Tanım   modülünün   alt modülünün sıfırdan farklı her alt modül ile kesişimi 

sıfırdan farklı ise, diğer bir deyişle; her      için        olması     

olmasını gerektiriyorsa,   alt modülüne   nin büyük alt modülü denir ve      

ile gösterilir [3]. 
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Tanım 2.4.3 den sıfırdan farklı her   modülü için      olduğu açıktır. 

Tanım 2.4.3 e denk olarak; bir    -modülünün     alt modülü verildiğinde 

     için gerek ve yeter koşul         için        olacak şekilde 

    elemanına sahip olmasıdır. 

   modülünde sıfırdan farklı her alt modül büyüktür. Gerçekten, sıfırdan farklı her 

       için                 olduğundan            dır. 

  modülünün sıfırdan farklı her alt modülü   de büyükse,   modülüne düzgün 

modül denir [6]. 

 

2.4.4 Önerme   bir modül olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)   düzgün modüldür. 

ii)   nin sıfırdan farklı her alt modülü parçalanamazdır [6]. 

İspat             nin sıfırdan farklı bir   alt modülü için        olsun.   O 

halde       dır ve   düzgün modül olduğundan     veya     olur. Bu 

durumda   parçalanamazdır. 

                 keyfi alt modülü olsun. Hipotez gereği   alt modülü 

parçalanamazdır.        koşulunu sağlayan    alt modülü için         alt 

modülü verilsin. Hipotez gereği      parçalanamazdır.      olduğundan 

    dır. O halde   alt modülü büyük alt modüldür. Sonuç olarak   düzgün 

modüldür. 

 

2.5 Bir Modülün Radikali 

 

2.5.1 Tanım   bir halka ve   bir  -modül olsun.   modülünün tüm maksimal alt 

modüllerinin arakesitine   modülünün radikali denir ve        ile gösterilir. Eğer 
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  modülünün maksimal alt modülü yoksa          olarak alınır.          

olan   modülüne radikal modül denir [4]. 

   nin tüm radikal alt modüllerinin toplamı      ile gösterilir. 

   modülü maksimal alt modüle sahip olmadığından              dur. 

Dolayısıyla     radikal modüldür. Ayrıca            dir. 

 

2.5.2 Yardımcı Teorem   bir modül olsun.     olmak üzere    devirli 

modülünün   nin küçük alt modülü olmaması için gerek ve yeter koşul     

olacak şekilde       maksimal alt modülünün olmasıdır [4]. 

İspat     olacak şekilde       maksimal alt modülünün mevcut olduğunu 

kabul edelim. Bu takdirde   nun maksimal alt modül olmasından dolayı      

  olup      modülünün küçük alt modülü değildir. 

Tersine;    devirli alt modülünün   modülünün küçük alt modülü ve                  

                 olsun. Hipotezden     dir.   kapsama bağıntısına 

göre kısmen sıralı bir kümedir.     kümesinin tam sıralı bir alt kümesi olsun. 

         ,   kümesinin bir üst sınırı olup      dır. Şayet      olsa bir 

    için     olup          çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla      

dir. Ayrıca her     için        olduğundan         eşitliğinden 

     bulunur. Buradan da     kümesinde bir üst sınıra sahip olup Zorn Yardımcı 

Teoreminden   kümesi bir   maksimal elemanını içerir.        keyfi olsun. 

Buradan        olduğundan        bulunur. Diğer taraftan     

kümesinin maksimal elemanı olduğundan     dir. Dolayısıyla   kümesinin 

tanımından dolayı     olup   alt modülü   modülünün maksimal alt modülü 

bulunur. 

 

2.5.3 Sonuç     olmak üzere      olması için gerek ve yeter koşul          

         olmasıdır [4]. 
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Sonuç 2.5.3 den               dır. 

 

2.5.4 Teorem Bir   modülü için              dır [1]. 

İspat          keyfi elemanı verilsin. Bir  önceki  sonuçtan      olup 

           dir. 

Tersine;         keyfi elemanı verilsin. Kabul edelim ki;     de keyfi bir 

maksimal alt modül olmak üzere     olsun. Bu durumda        yazılır.  

        olduğundan              olacak şekilde          

        alt modülleri vardır. Buradan                      

                     elde edilir. Ayrıca Önerme 2.4.1 ii) ve i)  den 

             ve      bulunur.        ve      

olduğundan     çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla              

olup              elde edilir. 

2.5.5 Yardımcı Teorem   bir  -modül olsun.   indis kümesi olmak üzere her     

için     -modülleri   modülünün     alt modülünü kapsayan alt modülleri 

olsun. Bu takdirde                         dir [1]. 

 

İspat                 keyfi elemanı verilsin. Buradan      için               

         olup      dir. Böylece          olur ki                                 

                elde edilir. Ters kapsama benzer şekilde işlem yapılarak 

gösterilebilir. 

2.5.6 Teorem (Radikalin Özellikleri) 

  bir modül olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler vardır; 

i)                 dır. 

ii)     ise,               dir. 
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iii)   bir  -modül olmak üzere her             için                   

dır. Eğer               ise,                     dir. Özel olarak her 

         için                  dir. 

iv)     olmak üzere                       ve          ise 

                  dir. 

v)                  ise,                                     ve                   

                   dir. 

vi)   modülünün radikal modül olması için gerek ve yeter koşul   nin her sonlu 

üretilmiş   öz alt modülü için     olmasıdır. 

vii)   sonlu üretilmiş ise,          dir [4]. 

viii)       için          ve     nin direkt toplam terimi ise,                

         dır.  

İspat i) Önerme 2.2.29 gereğince   modülünün maksimal alt modülleri ile            

         bölüm modülünün maksimal alt modülleri arasında birebir eşleme 

vardır.     nin tüm maksimal alt modüllerinin kümesi olmak üzere 

                        olup Yardımcı Teorem 2.5.5 den 

                                                       

elde edilir. 

ii)     ve          olsun. Bu takdirde Sonuç 2.5.3 den      olup 

Önerme 2.4.2 i) den      elde edilir. Tekrar Sonuç 2.5.3 den          olup 

              bulunur. 

iii)          ise Sonuç 2.5.3 den      olup Önerme 2.4.2 iii) den       

           elde edilir. Dolayısıyla                olup           

          elde edilir.               olsun.                keyfi 

elemanı verilsin. Sonuç 2.5.3 den            dir. Kabul edelim ki                

         olsun. Bu takdirde Yardımcı Teorem 2.5.2 den dolayı        

olacak şekilde   modülünün   maksimal alt modülü vardır. Buradan               
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                olup            olduğundan           dır. 

Buradan            olup                 olduğundan     

çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla          den                dir. Sonuç 

olarak                     bulunur. 

iv)    
         
       doğal homomorfizması verilsin. Buradan          dir.           

iii) den               olup tekrar iii) uygulanırsa 

                                                     

bulunur. 

v) Her     için      olmak üzere ii) den                

olup                    dir. Tersine;          keyfi elemanı için Sonuç 

2.5.3 den      olup                 olacak şekilde             

olmak üzere    
    

 elemanları vardır. Buradan    
      olup Önerme 2.4.2    

i) den    
     dir.    

 modülleri   modülünün direkt toplam terimi olduğundan 

Önerme 2.4.2 iv) den    
     

  elde edilir. Sonuç 2.5.3 den dolayı                

   
        

   olup                dir. Sonuç olarak             

       dir. Ayrıca her           için                                ile 

tanımlı    
          
                       dönüşümü epimorfizmadır ve        

       dir. Homomorfizma Teoreminden                           elde 

edilir. 

vi)          ise, her     için       olur. Buradan Önerme 2.4.2 ii) den 

  modülünün sonlu üretilmiş her   öz alt modülü için     dir. Tersi Sonuç 2.5.3 

den açıktır. 

vii)       ,   de küçük olmasın. Bu durumda            olacak şekilde   

nin   öz alt modülü vardır.   sonlu üretilmiş olduğundan her öz alt modülü bir 

maksimal alt modülde kapsanır ve bu maksimal alt modül   olsun. Böylece 

         ve     olup              çelişkisi elde edilir. Böylece 

         dir. 
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viii)     keyfi olsun.          olduğundan      dir.     nin direkt 

toplam terimi olduğundan        olacak şekilde      vardır.        

olduğundan Önerme 2.4.2 v) den      dır. Sonuç 2.5.3 den          

bulunur. 

2.5.7 Önerme   bir modül olsun. Eğer   modülünün her öz alt modülü bir 

maksimal alt modülde kapsanıyorsa,          dir [1]. 

İspat            olacak şekilde keyfi bir     öz alt modülü için, hipotez 

gereği     olacak şekilde   modülünün bir   maksimal alt modülü vardır.     

ve          olduğundan              çelişkisi elde edilir. 

Dolayısıyla     olup          dir. 

 

2.5.8 Tanım    bir modül olsun. Eğer   modülünün her öz alt modülü bir maksimal 

alt modülde kapsanıyorsa,   modülüne eş-atom modül denir [4]. 

 

2.5.9 Teorem   modülünün eş-atom modül olması için gerek ve yeter koşul 

          
   koşulunu sağlayan her     için     olmasıdır [29]. 

 

2.5.10 Teorem   bir   modül olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler vardır. 

i) Sonlu üretilmiş modüller eş-atomdur. 

ii)          ve   eş-atom ise,     dir. 

iii)   eş-atom ve     ise,     eş-atomdur. 

iv)   eş-atom ise,          dir [4]. 

İspat i) Sonlu üretilmiş modüllerin her öz alt modülü bir maksimal alt modülde 

kapsandığından sonlu üretilmiş modüller eş-atomdur. 
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ii) Kabul edelim ki   alt modülü   de küçük olmasın. Bu takdirde       

olacak şekilde   nin   öz alt modülü vardır. Buradan       olduğu açıktır.   

eş-atom olduğundan   nun     öz alt modülü bir     maksimal alt modülü 

tarafından kapsanır. Böylece     basit modüldür. 1. İzomorfizma teoremi gereğince 

 
        

      
   olduğundan     alt modülü   de maksimal alt 

modüldür.                olduğundan         çelişkisi elde edilir. 

Kabulümüz yanlıştır. O halde      dir. 

iii)   eş-atom olsun.     bölüm modülünün herhangi bir     öz alt modülü için 

      yazılabilir.   eş-atom olduğundan     olacak şekilde   nin   

maksimal alt modülü vardır. Ayrıca Önerme 2.2.29 dan   modülü ile     bölüm 

modülünün maksimal alt modülleri arasında birebir eşleme olduğundan     bölüm 

modülü     de maksimal alt modüldür. Sonuç olarak      
   olduğundan 

 
   eş-atomdur. 

 

iv)            olacak şekilde   nin   alt modülü verilsin. Buradan 

          
   dır. iii) den     eş-atom modüldür. Ayrıca     radikal 

olduğundan     bulunur. Dolayısıyla          dir. 

 

2.6 Kategori, Funktor ve Funktorun Tamlığı 

 

2.6.1 Tanım Bir   kategorisi   

i)       nesneler sınıfından; 

ii) Her sıralı       nesneler çifti için,           morfizmalar kümesinden (farklı 

            çiftleri için                       olmak üzere); 
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iii)                         olmak üzere her       çiftine bunların 

bileşkesi denilen               morfizmasını karşı getiren           

         
            
              fonksiyonlarından oluşur, öyle ki: 

a) Her         nesneleri ve                                         

morfizmaları için                 eşitliği sağlanır. 

b) Her          nesnesinin, her                         için  

                          eşitliklerini gerçekleyen bir              birim 

(idantik) morfizması vardır [3]. 

Aşağıda bazı kategori örneklerine yer verilmiştir. 

i)     kategorisinin nesneleri tüm kümelerdir.            ,   kümesinden   

kümesine olan tüm fonksiyonlardan oluşur ve morfizmaların bileşkesi fonksiyonların 

alışılmış bileşkeleridir. 

ii)   birimli halka olsun.       kategorisinin nesneleri tüm sağ  -modüller, 

morfizmaları modül homomorfizmaları olmak üzere               

          ve bileşkeleri, homomorfizmaların alışılmış bileşkeleridir. 

iii)    kategorisi abel gruplarından, bunların homomorfizmalarından ve alışılmış 

bileşkelerinden oluşur. Burada                     [3]. 

 

2.6.2 Tanım   ve   kategoriler olsun. Bir kovaryant      
            
      funktoru,   

nın her   nesnesine   nin bir      nesnesini,   daki her             

morfizmasına bir                      morfizmasını karşı getiren ve 

aşağıdaki koşulları sağlayan bir kuraldır: 

1)                         ise,                  dir. 

2) Her          için             dır [3]. 
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2.6.3 Tanım   ve   kategoriler olsun. Bir kontravaryant     
            
       funktoru, 

  nın her   nesnesine   nin bir      nesnesini,   daki her             

morfizmasına bir                      morfizmasını karşı getiren ve 

aşağıdaki koşulları sağlayan bir kuraldır: 

i)                         ise,                  dir. 

ii) Her          için             dır [3]. 

2.6.4 Tanım   kategorisinde Her           için           kümesinde bir 

abel grup yapısı verilmiş ve her      
            
     ,      

            
      için                               

                ve                 ise,   ya önadditif 

kategori denir.  

      ve    kategorileri önadditif kategorilerdir [3]. 

 

2.6.5 Tanım   ve    önadditif kategoriler ise, her      
            
      morfizmaları için        

                 koşulunu gerçekleyen    
            
       funktoruna additif 

funktor denir [3]. 

2.6.6 Tanım  Bir        
            
       additif kovaryant funktorunu alalım. 

a)  
            
     

             
      

              
      

                  
      tam dizisi için 

 
            
        

               
           

                
           

                  
      dizisi tamsa   ye tam funktor 

denir. 

b) Her  
            
     

             
      

              
       tam dizisi için 

 
            
        

               
           

                
            dizisi tamsa   ye soldan tam funktor 

denir. 

c) Her  
             
      

              
      

                  
      tam dizisi için 

    
               
           

                
            

                              
        dizisi tamsa   ye sağdan tam funktor 

denir. 
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Benzer şekilde kontravaryant funktorlar için de tamlık kavramları tanımlanabilir [3]. 

 

2.6.7 Tanım   ve   sağ  -modüller olsun.              homomorfizmalarının 

    toplamını her     için                    olarak,    
                  
      

homomorfizmasını her     için        olarak ve bir    
                  
      

homomorfizması verildiğinde     
                  
      homomorfizmasını ise,         

      olarak tanımlansın.                   olduğu ve                             

                        eşitlikleri kolayca kontrol edilir. 

Böylece          bir abel grup yapısına sahiptir. Bu gruba homomorfizmalar 

grubu denir. Kategori dilinde                         dir.                              

                ve                 eşitlikleri 

sağlandığından    -  bir önadditif kategoridir.    
            
      bir homomorfizma ise, 

                      
            
             fonksiyonu           şeklinde 

tanımlansın.     bir homomorfizmadır. Dolayısıyla              olup 

                                    olduğundan    

homomorfizmadır. Ayrıca                               

                                               den 

            - 
            
       bir kovaryant funktordur. Benzer şekilde    

            
      

homomorfizması için                      
            
             

homomorfizması           ile tanımlanırsa               -  
            
       

kontravaryant additif funktoru elde edilir [7]. 

 

2.6.8 Teorem Her   modülü için           soldan tam kovaryant ve            

de soldan tam kontravaryant funktordur [3]. 

İspat  
            
     

             
      

              
       tam dizi olsun. 

 
            
            

             
             

            
              dizisi verilsin.           

keyfi elemanı verilsin.      için                                
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  ve   monomorfizma olduğundan        elde edilir. Dolayısıyla     ve 

          olup    bir monomorfizmadır.            keyfi elemanı verilsin. Bu 

durumda             olacak şekilde bir            bulunur ve       

                    elde edilir. Dolayısıyla           ve 

                olur. 

Ters kapsama için keyfi bir           verilsin. O halde             dır ve  

 

 

                                             

                                                
            
     

             
      

              
                      

 

Diyagramında                     olacak şekilde bir            

homomorfizması bulunur. Dolayısıyla                 dır. Böylece           

kovariant fuktoru soldan tamdır.  

  Tersine  
             
      

              
      

            
      tam dizisi verilsin.            keyfi olsun. Her 

    için   epimorfizma olduğundan        olacak şekilde bir     

bulunduğundan                               elde edilir. Böylece 

    ve           dır yani    monomorfizmadır. Dolayısıyla 

 
            
            

             
             

              
               dizisi tam olup 

            soldan tamdır.           keyfi olsun. Bu durumda           

  olacak şekilde bir            bulunur ve                     

      elde edilir. Dolayısıyla           ve                 olur. 

          keyfi olsun. O halde             dır ve  
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diyagramında                     olacak şekilde bir            

homomorfizması bulunur. Dolayısıyla                 dır. Sonuç olarak 

                elde edilir. Böylece            kovariant funktoru soldan 

tamdır [3]. 

 

2.7 Projektif, İnjektif Modüller ve İnjektif Bürüm 

 

2.7.1 Tanım     ve   üç tane  -modül olsun. Satır tam dizi olmak üzere eğer 

aşağıdaki diyagram değişmeli ise   modülüne  -projektiftir denir. 

                       

 

                                                                          
             
      

            
        

 

Bir başka deyişle yukarıdaki diyagramda   epimorfizma olmak üzere     

homomorfizmaları için         olacak şekilde bir     
            
      homomorfizması 

bulunursa,   ye  -projektiftir denir. Eğer bu diyagramdaki  
             
      

            
       satır 

tam dizisi keyfi alınırsa   ye projektiftir denir [3].  

 

2.7.2 Teorem           bir modüller topluluğu olsun.          direkt toplam 

teriminin projektif olması için gerek ve yeter koşul her     için    nın projektif 

olmasıdır [3]. 

İspat  
 
            projektif olsun. Keyfi    

            
      epimorfizmasını ve 

    
            
      homomorfizmasını alalım.     

            
      ,    izdüşüm ve      

            
       

içerme homomorfizması olsun.   projektif olduğundan       
            
      

homomorfizması için          olacak şekilde bir    
            
      homomorfizması 

bulunur.     
            
      homomorfizması        olarak tanımlanırsa, 
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                                  dir. Böylece    projektiftir. 

 
 
   Keyfi    

            
      epimorfizmasını ve keyfi    

            
      homomorfizması 

verilsin. Her     için    projektif olduğundan        
            
      homomorfizması 

için             olacak şekilde bir      
            
      homomorfizması bulunur.  

                                                                      
             
      

            
        

 

 

 

 

Her     için         olacak şekilde bir    
            
      homorfizması vardır. Bu 

durumda her     için                  eşitliği elde edilir. Buradan 

      bulunur. Böylece          projektif modüldür. 

 

2.7.3 Teorem Her   serbest modülü projektiftir [3]. 

 

2.7.4 Teorem Her    -modülü için   serbest olmak üzere bir       

epimorfizması vardır [3]. 

 

2.7.5 Teorem Bir   modülü için aşağıdaki ifadeler denktir: 
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i)   projektiftir. 

ii)           tam funktordur. 

iii)  
            
     

            
     

             
     

                  
      şeklindeki her kısa tam dizi parçalanabilirdir. 

iv)   bir serbest modülün direkt toplam terimine izomorftur [3]. 

İspat (  
 
       

            
     

             
      

              
      

                  
      tam dizisi verilsin. 

 
            
            

             
             

            
             

            
      dizisinin tam olduğunu 

göstermek için    ın epimorfizma olduğunu göstermemiz yeterlidir. Teorem 2.6.8 

den            funktoru soldan tamdır.            olsun.   projektif 

olduğundan  

                                                                           
             
      

            
        

 

diyagramı bir    
            
      homomorfizması ile değişmeli üçgene tamamlanabilir. O 

halde             olacak şekilde bir            bulunur. Dolayısıyla    

epimorfizmadır.  

(   
 
                 funktoru  

            
     

             
      

              
      

                  
      dizisine 

uygulanırsa  
            
            

             
             

            
             

            
      tam dizisi 

elde edilir. O halde    epimorfizmadır ve dolayısıyla             için     

         olacak şekilde bir            bulunur. Buradan, 

 
            
     

             
      

              
      

                  
      dizisi Teorem 2.2.27 den dolayı parçalanabilirdir. 

     
 
      Teorem 2.7.4 den dolayı   serbest modülü için      

            
      

epimorfizması bulunur. Hipotezden   içerme homomorfizması olmak üzere 

 
            
          

             
      

              
      

                  
      kısa tam dizisi de parçalanabilirdir. Teorem 

2.2.27 den            izomorfizması elde edilir. Sonuç olarak   bir serbest 

modülün direkt toplam terimine izomorftur. 
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     Teorem 2.2.27 ve Teorem 2.7.3 den dolayı serbest modülün direkt toplam 

terimi bir projektif modüldür.  

 

2.7.6 Tanım   bir  -modül olsun.   modülü  -projektif ise hemen hemen 

projektif denir. Her alt modülü projektif olan   modülüne kalıtsal modül denir [6]. 

 

2.7.7 Önerme   bir  -modül olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)  -modül homomorfizmalarının keyfi bir BA0  tam dizisi için aşağıdaki 

diyagramı değişmeli kılacak şekilde bir EB    -modül homomorfizması 

olmasıdır. 

                                                                       
           
     

            
         

 

 

ii)      nin keyfi bir sol ideali olmak üzere keyfi  RI 0   tam dizisi için 

aşağıdaki diyagramı değişmeli kılacak şekilde bir ER    -modül 

homomorfizmasının olmasıdır. 

                                                                       
           
     

            
         

   

                                

iii)  -modül homomorfizmalarının keyfi bir     
            
     

            
     

            
     

                  
        kısa 

tam dizisi için 0),(),(),(0  EAHomEBHomECHom RRR  

dizisi tamdır [7]. 

 

   

   



31 
 

2.7.8 Tanım Yukarıda birbirine denk olan üç koşuldan herhangi birini sağlayan 

     -modülüne injektif denir. Bir  -modül olarak injektif olan abel gruba injektif 

grup denir [7]. 

  bölme halkasının   ve kendisinden başka sol ideali olmadığından Önerme 2.7.7 

(ii) deki koşulları   üzerindeki her bir modül sağlar. Dolayısıyla bir bölme halkası 

üzerindeki her modül injektiftir. Bu yüzden cisim üzerindeki vektör uzayları da  

modül yapısına sahip olduğundan injektiftir. Aşikar olarak,   injektiftir [8]. 

2.7.9 Önerme             -modüllerin bir ailesi olsun. Bu taktirde 

1. Eğer iIi E  injektif ise, her Ii  için iE  ler injektiftir. 

2. Eğer I  sonlu bir indis kümesi ve her Ii  için iE  ler injektif ise, iIi E  

injektiftir [8].  

 

2.7.10 Yardımcı Teorem Her abel grup bir injektif abel grup içine gömülebilirdir 

[8]. 

 

2.7.11 Yardımcı Teorem:   bir halka,   injektif abel grup olsun. Bu takdirde 

),( GRHomZ  injektif  -modüldür [8]. 

 

2.7.12 Yardımcı Teorem E   -modülü,  ),( ERHomZ   -modülü içine 

gömülebilirdir [8]. 

 

2.7.13 Teorem Her  -modül bir injektif  -modül içine gömülebilirdir [8]. 

İspat E    -modül olsun. Bu takdirde E  abel gruptur. Yardımcı Teorem 2.7.10 

gereğince E  bir 'E  injektif abel grubu içine gömülebilirdir. Dolayısıyla bir           
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        monomorfizması vardır. '0 EE    tam dizisi için Teorem 

2.6.8 gereğince )',(),(0 ERHomERHom ZZ 
 dizisi tamdır.   bir  -

modül monomorfizması olduğundan ),( ERHomZ  , )',( ERHomZ  içine 

gömülebilirdir. Yardımcı Teorem 2.7.12 den E ; ),( ERHomZ  içine gömülebilirdir. 

Buradan monomorfizmaların bir )',(),( ERHomERHomE ZZ   dizisi elde 

edilir. Burada 'E  injektif olduğundan )',( ERHomZ  bir injektif  -modüldür. 

Böylece   injektif )',( ERHomZ   -modülü içine gömülebilirdir. 

2.7.14 Teorem     -modül olsun.   modülünün injektif olması için gerek ve yeter 

koşul   nin her genişlemesinde bir direkt toplam terimi olmasıdır [8]. 

İspat )(  E  injektif ve E  modülünün bir genişlemesi 'E  olsun. Dolayısıyla   

       monomorfizması vardır. E  injektif olduğundan 

                            

                              '0 EE i  

                                       EI        

                                           E  

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir EE ':  homomorfizması vardır. '' Ee  

keyfi olsun. Ee )'(  dir. Buradan )'())'(())'()(())'(( eeIeie E    olup 

0))'('(  ee   bulunur. Böylece )()'('  Çekee   dir. 'EE   ve ')( EÇek   

olduğundan ')( EÇekE    elde edilir. Dolayısıyla )(' ÇekEE   dır. 

)(ÇekEe    keyfi olsun. Bu takdirde 0)( e  dır. Buradan 

0)())(()(  eeIeie E  yazılır. O halde 0)(  ÇekE  dır. Dolayısıyla 

)(' ÇekEE   bulunur. 

    Teorem 2.7.13 gereğince E  bir N  injektif modülün alt modülüdür. Hipotez 

gereğince        olacak şekilde   nin bir   alt modülü vardır. Önerme 2.7.9 

gereğince   injektif olduğundan   nin her bir direkt toplam terimi de injektiftir. 

Sonuç olarak   injektiftir. 



33 
 

 

2.7.15 Tanım     -modülü A    -modülünün bir genişlemesi olsun. Eğer E  nin 

sıfırdan farklı her 'E  alt modülü için 0' AE  oluyorsa, E  ye A  modülünün bir 

büyük genişlemesi denir. Bu tanıma denk olarak; E nin   modülünün büyük 

genişlemesi olması için gerek ve yeter koşul Ee0  için Are0 olacak 

şekilde Rr  elemanının mevcut olmasıdır [8]. 

 

2.7.16 Uyarı   bir  -modül olsun. Her         için          olacak 

şekilde      olduğundan her modül kendisinin bir büyük genişlemesidir. 

CBA   modülleri için aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)  ; A  nın bir büyük genişlemesidir. 

ii)  ;   nin bir büyük genişlemesi ve  ; A  nın bir büyük genişlemesidir [8]. 

 

2.7.17 Teorem     -modül olsun.   modülünün injektif olması için gerek ve yeter 

koşul   nin öz büyük genişlemeye sahip olmamasıdır [8]. 

İspat )(  E  injektif olsun. E  modülünün 'E  öz büyük genişlemeye sahip 

olduğunu kabul edelim. Teorem 2.7.14 gereğince E  injektif olduğundan her bir 

genişlemesinin bir direkt toplam terimidir. O halde         olacak şekilde    

modülünün bir   alt modülü vardır. Burada 'EE   olduğundan 0F  dır. 'E  nün 

0F  alt modülü için 0FE  olduğundan 'E , E  nin bir büyük genişlemesi 

olamaz. Dolayısıyla E  öz büyük genişlemeye sahip değildir.  

    E  öz büyük genişlemeye sahip olmasın ve F  modülü de E  nin bir genişlemesi 

olsun.     ise 0 EE  olduğu açıktır.  , E  nin bir öz genişlemesi olsun. 

0 XE  koşulunu sağlayan   nin sıfırdan farklı   alt modüllerinin kümesine   

diyelim. Hipotez gereğince E  öz büyük genişlemeye sahip olmadığından     dır. 
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 ,   bağıntısına göre kısmen sıralı bir kümedir.  ,   nın keyfi bir tam sıralı 

kümesi olmak üzere 



X

XX ' ,    bir üst sınırıdır. Zorn Yardımcı Teoremi 

gereğince   bir    maksimal elemanına sahiptir. FE   ve  FX 0  olduğundan 

FXE  0  dir. 
00

0

0 XE
E

X
XE

X
F





   yazılır.   ,   nın                       

bir maksimal elemanı olduğundan 00  XE  dır. O halde 

EE
XE

E
X

XE
X

F 






000

0

0

 bulunur. 0XEF   olduğunu kabul 

edelim. Bu takdirde   nin    ı kapsayan alt modülleri ile 
0X

F  ın alt modülleri 

arasında birebir eşleme olduğundan 
0

0

0

)(
X

XE
X

F 
  yazılır. E  öz büyük 

genişlemeye sahip olmadığından 
0

0 )(
X

XE 
 öz büyük genişlemeye sahip değildir. 

Dolayısıyla    ı kapsayan   nin öyle bir   alt modülü için 0
)(

0

0

0





X

XE
X

Y  

yazılır. Dolayısıyla 0
)(

0

0 



X

XE
Y  olup 00 )( XXEY   bulunur. 

00 )( XXEYEY   ve EEY  olduğundan 00  XEEY dır. 

Buradan 0EY  olup    nın tanımı gereğince Y  bulunur. Bu ise    ın    

nın bir maksimal elemanı oluşu ile çelişir. O halde 0XEF   olmalıdır. 0X  

olduğundan 00  XE  eşitliğinden 0XEF    bulunur. Teorem 2.7.14 gereğince 

E  injektiftir. 

 

2.7.18 Tanım     -modülü     -modülünün bir genişlemesi olsun.  ,   nın bir 

büyük genişlemesi ve   nin bir    öz büyük genişlemesi için   ,   nın bir büyük 

genişlemesi olmuyorsa,   ye   nın bir maksimal büyük genişlemesi denir [8]. 

 

2.7.19 Tanım    -modülü    -modülünün bir genişlemesi olsun. Eğer 
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   injektif ve   nin   yı kapsayan    öz alt modülü için     injektif olmuyor ise,   

ye   nın bir minimal injektif genişlemesi denir [8]. 

 

2.7.20 Önerme     -modül, E , A  nın bir genişlemesi olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

ifadeler denktir. 

i) E , A  nın büyük injektif genişlemesidir. 

ii) E , A  nın maksimal büyük genişlemesidir. 

iii) E , A  nın minimal injektif genişlemesidir [8]. 

İspat (i) (ii)  E ; A  nın büyük injektif genişlemesi olsun. E  injektif olduğundan 

Teorem 2.7.17 gereğince E  öz büyük genişlemeye sahip değildir. Dolayısıyla E , A  

modülünün bir maksimal büyük genişlemesidir. 

(ii) (i) E ; A  nın maksimal büyük genişlemesi olsun. Bu takdirde E  öz büyük 

genişlemeye sahip olmayıp Teorem 2.7.17 gereğince E  injektiftir. Bu yüzden E , A  

nın büyük injektif genişlemesidir. 

(ii) (iii) E , A  nın maksimal büyük genişlemesi olsun. Böylece E  injektif olup 

Teorem 2.7.13 gereğince E  de kapsanan A  nın bir 'E  injektif genişlemesi vardır.   

E ; A  nın büyük genişlemesi olduğundan EEA  '  için Uyarı 2.7.16 gereğince    

E ; 'E  nün büyük genişlemesidir. Ayrıca 'E  injektif olduğundan Teorem 2.7.17 

gereğince 'E  öz büyük genişlemeye sahip değildir. Dolayısıyla 'EE   olmalıdır.    

E , A  nın bir minimal injektif genişlemesidir. 

(iii) (ii) E ; A  nın minimal injektif genişlemesi olsun. Bu durumda E ; A  nın bir 

maksimal büyük genişlemesi olan ''E  alt modülüne sahiptir. Burada ''E  öz büyük 

genişlemeye sahip olmadığından Teorem 2.7.17 gereğince E  injektiftir. E , A  nın 

minimal injektif genişlemesi ve ''E , A  nın injektif genişlemesi olduğundan EE ''  

olup E , A  nın bir maksimal büyük genişlemesidir. 
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2.7.21 Tanım   bir  -modül olsun. Önerme 2.7.20 deki denk koşulları sağlayan      

modülüne   modülünün injektif bürümü denir ve          ile gösterilir [8]. 

  injektif olsun.  ,   nın bir minimal injektif genişlemesi olduğundan tanım 

gereğince        dır. Örneğin   sağ  -modülünün injektif bürümü   olup 

        dur. 

2.7.22 Önerme   injektif bir  -modül olsun. Bu taktirde aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)   parçalanamazdır. 

ii)     dır ve   nin sıfırdan farklı her alt modülünün injektif bürümü   nin 

kendisidir. 

iii)   nin sıfır alt modülü indirgenemezdir. 

2.7.23 Sonuç Eğer   basit   -modül ise,      parçalanamazdır. 

 

2.8 Lokal ve Oyuk Modüller 

 

2.8.1 Tanım   sıfırdan farklı bir  -modül olsun.   modülünün her   öz alt modülü 

için     ise,     -modülüne oyuk modül denir.  

  modülünün bütün öz alt modüllerini içeren bir öz alt modülü varsa,    -

modülüne lokal modül denir [1]. 

Lokal modüller oyuktur. Fakat tersi her zaman doğru değildir. Örneğin      asal 

olmak üzere        -modülü oyuk modül olup lokal değildir. 

 

2.8.2 Teorem Sıfırdan farklı   modülünün lokal olması için gerek ve yeter koşul   

nin sonlu üretilmiş ve bir tek maksimal alt modüle sahip olmasıdır. Bu durumda   

nin maksimal alt modülü        olup          dir [1]. 
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İspat (
      
  )   lokal modül ve   nin öz alt modüllerinin toplamı   olsun.     

olduğundan en az bir     vardır öyle ki     ve      dır.  ,   nin öz alt 

modüllerin toplamı olduğundan      olup   devirlidir.   nın maksimal alt 

modül olduğu ise, tanımdan açıktır. 

(
      
  )   devirli ve   bir tek   maksimal alt modülüne sahip olsun.   sonlu üretilmiş 

olduğundan   nin kendisinden farklı her alt modülü   tarafından kapsanır. 

Dolayısıyla   nin kendisinden farklı bütün alt modüllerinin toplamı   olup   lokal 

modüldür. Radikalin tanımı gereği          olup   devirli olduğundan     

Teorem 2.5.6 (vii) den dolayı          elde edilir. 

 

2.8.3 Önerme   sıfırdan farklı bir  -modül olsun.  

i)   oyuktur gerek ve yeter koşul   nin boştan farklı her bölüm modülü 

parçalanamazdır. 

ii) Aşağıdaki ifadeler denktir. 

a)   oyuktur ve           dir. 

b)   oyuktur ve devirlidir (veya sonlu üretilmiştir). 

c)   lokaldir [1]. 

 

2.8.4 Tanım   birimli bir halka olsun.   tek bir sol maksimal ideale sahipse   ye 

lokal halka denir [1]. 

      asal ve      olmak üzere      halkası lokaldir. Ayrıca her cisim aynı 

zamanda lokal halkadır. 

 

2.8.5 Önerme   bir halka olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 
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     lokaldir 

      bir tek maksimal sol ideale sahiptir. 

       nin küçük olan tek bir maksimal sol ideali vardır. 

      nin terslenebilir olmayan iki elemanının toplamı terslenebilir değildir. 

      bir tek maksimal sağ ideale sahiptir. 

      nin küçük olan tek bir maksimal sağ ideal vardır [1]. 

 

2.9 Artin ve Noether Modüller 

 

2.9.1 Tanım:   bir  -modül olsun.   nin alt modüllerinin                 

          şeklindeki her bir azalan (artan) zinciri için öyle bir        ve 

       için        oluyorsa    -modülüne azalan (artan) zincir koşulunu 

sağlıyordur denir. 

Azalan zincir koşulunu sağlayan modüle artin modül denir [1]. 

    artin modül olan   halkasına sağ artin halka denir [1]. 

 

2.9.2 Tanım Artan zincir koşulunu sağlayan modüle noether modül denir [1]. 

 

2.9.3. Önerme   bir halka ve   bir  -modül olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

i)   noether modüldür. 

ii)   nin her alt modülü sonlu üretilmiştir. 

iii)   nin alt modüllerinin herhangi bir boştan farklı ailesinin bir maksimal elemanı 

vardır [1]. 
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İspat (i)
       
  (ii)  ,   nin herhangi bir alt modülü olsun ve   alt modülünün sonlu 

üretilmiş olmadığını kabul edelim. Bu takdirde        olacak şekilde bir      

ve           olacak şekilde            elemanı vardır. Bu şekilde devam 

edilirse,                        bulunur. Böylece   nin alt modüllerinin 

                                  artan sonsuz zinciri elde edilir. 

Bu ise   nin noether olmasıyla çelişir. O halde   nin her alt modülü sonlu üretilmiş 

olmalıdır. 

(ii)
       
  (iii)  ,   modülünün alt modüllerinin boştan farklı herhangi bir ailesi ve 

     olsun.   ,   nin maksimal alt modülü değilse,       olacak şekilde    

 ,   ,   nin maksimal alt modülü değilse,       olacak şekilde      vardır. 

Eğer   ailesinin maksimal alt modülü yoksa,                 sonsuz 

zinciri elde edilir.           olsun. Her     için      ve    sonlu üretilmiş 

olduğundan  ,   nin sonlu üretilmiş alt modülüdür. Bu takdirde 

                  olacak şekilde                 vardır. Böylece 

              elemanlarını içeren   nin bir    alt modülü bulunur. Buradan 

          dir. Bu durumda   nin bir maksimal elemanı vardır. 

(iii)
       
   (i)   nin alt modüllerinin herhangi bir             artan zinciri 

verilsin. Bu takdirde      modüller ailesinin bir    maksimali vardır. Böylece 

                 elde edilir. Sonuç olarak   noetherdir. 

 

2.9.4 Önerme                 - modüllerin tam dizisi olsun. Bu 

takdirde   nin noether (artin) olması için gerek ve yeter koşul    ve     nün noether 

(artin) olmasıdır [8]. 

 

2.9.5 Önerme             -modüller olsun. Bu taktirde              direkt 

toplamının noether (artin) olması için gerek ve yeter koşul her bir    modülünün 

noether (artin) olmasıdır [8]. 
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İspat   üzerine tümevarım uygulanırsa;     için iddianın doğruluğu açıktır.     

olmak üzere                  tam dizisi için Önerme 2.9.4 

kullanılırsa       nin noether (artin) olması için gerek ve yeter koşul    ve    nin 

noether (artin) olmasıdır.      olmak üzere iddia     için doğru olsun. İçerme ve 

izdüşüm homomorfizmaları yardımıyla oluşturulan  

                                         tam dizisi ele 

alınırsa, Önerme 2.9.4 den            noether (artin) modülü için 

             ve    noetherdir. Buradan her bir    modülünün noether 

olduğu görülür.  

Tersine;            noether (artin) olsun. Tümevarım kabulünden 

             ,    noether (artin) olduğundan kurulan tam dizi ve bir önceki 

Önerme 2.9.4 gereğince            noether (artin) dir. 

 

2.9.6 Tanım Alt modülleri tam sıralı olan   modülüne tek seriseldir denir. 

Tek serisel modüllerin direkt toplamı olarak yazılabilen modüle de seriseldir denir 

[6]. 

 

   -modülü tek serisel modül ise,   halkasına tek serisel halka,     -modülü 

serisel modülse   halkasına serisel halka adı verilir. Ayrıca artin olan serisel 

halkaya da artin serisel halka denir. 

 

2.9.7 Önerme:   bir modül olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)   tek seriseldir. 

ii)   modülünün her bölüm modülü düzgündir. 

iii)   modülünün her alt modülü oyuktur. 
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iv)   modülünün her sonlu üretilmiş alt modülü lokaldir. 

v)   modülünün her alt modülü en fazla bir maksimalde kapsanır. 
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3. MATERYAL VE METOT 

 

3.1 (Dual Sonlu)  Yükseltilebilir ve (P*) Özelliğine Sahip Modüller  

 

3.1.1 Tanım   bir modül olsun.   nin her (dual sonlu)   alt modülü   modülünün 

bir      direkt toplam terimini kapsıyor ve         için         

oluyorsa   modülüne yükseltilebilir modül denir [6]. 

3.1.2 Tanım   bir modül olsun.   nin bir   direkt toplam terimi için     ve 

        olacak şekilde        alt modülleri varsa ve  
     

   ,     

nun direkt toplam terimi ise     alt modülüne hemen hemen güçlü 

yükseltilebilir modül denir [16]. 

 

3.1.3 Tanım   bir modül ve herhangi       alt modülleri için       

olsun.      ve        olacak şekilde   modülünün bir    direkt toplam 

terimi varsa   ye arıtılabilir modül denir [6]. 

 

3.1.4 Teorem Her sağ   -modülün yükseltilebilir olması için gerek ve yeter koşul   

nin sağ ve sol artin serisel halkası ve              olmasıdır. [6]. 

 

3.1.5 Tanım i)  ,   modülünün bir alt modülü olsun.          ve           

 oluyorsa   alt modülüne   nun   de tümleyeni denir [9].  

ii)    modülünün her (dual sonlu) alt modülü   de bir tümleyene sahipse   

modülüne (dual sonlu) tümlenmiş modül denir [10]. 
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iii)   modülünün herhangi bir (dual sonlu) alt modülü   için        

olduğunda    ,   modülünde      olan bir   tümleyenine sahipse   ye (dual 

sonlu) bol tümlenmiş modül denir [10]. 

Bir   modülünün her direkt toplam terimi bir tümleyendir. 

iv)   (dual sonlu) bol tümlenmiş modül ve   nin (dual sonlu) alt modüllerinin 

tümleyenleri   de direkt toplam terimi ise   modülüne (dual sonlu) yükseltilebilir 

modül denir [13]. 

3.1.6 Tanım   bir modül olsun.   nin her   alt modülü   modülünün bir      

direkt toplam terimini kapsıyor ve         için              oluyorsa   

modülüne       özelliğine sahiptir denir [15]. 

Aşikar olarak her yükseltilebilir modül       özelliğine sahiptir. 

 

3.1.7 Teorem       özelliğine sahip her projektif modül yükseltilebilirdir [14]. 

 

3.2 Yarı Mükemmel, (Dual Sonlu) (Rad)  -Tümlenmiş Modüller 

 

3.2.1 Tanım       -modüller,         -modül epimorfizması olsun. Eğer 

         ise    ye küçük örtü denir. Burada   projektif modül ise   ye 

projektif örtü denir [6]. 

Ayrıca               ise   ye genelleştirilmiş küçük örtü denir [9]. 

 

Her modül projektif örtüye sahip değildir. Örneğin     modülü projektif örtüye sahip 

olsa   projektif olmak üzere bir           epimorfizması vardır ve      

         dir. Buradan                 olur. Homomorfizma teoreminden  

 
                    dir.   projektif olduğundan           dir. Bu 
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durumda  ,  bir     maksimal alt modülüne sahiptir.            olduğundan  

 
        ,           modülünün maksimal alt modülüdür.                

olduğundan    in maksimal alt modüle sahip olmamasıyla çelişir. Buradan    

modülünün projektif örtüye sahip olmadığı görülür. 

 

3.2.2 Tanım:   bir  -modül olsun.   modülünün her   alt modülü için     bölüm 

modülü bir projektif örtüye sahip ise,   ye yarı mükemmel modül denir [1]. 

Ayrıca     bölüm modülü bir genelleştirilmiş projektif örtüye sahip ise,   ye 

genelleştirilmiş yarı mükemmel modül denir [9]. 

Her sonlu üretilmiş sağ  -modülü bir projektif örtüye sahip olan   halkasına yarı 

mükemmel halka, her sağ  -modülü bir projektif örtüye sahip olan   halkasına da 

mükemmel halka denir [1]. 

 

3.2.3 Teorem   bir halka olsun.   nin sağ (yarı) mükemmel olması için gerek ve 

yeter koşul her sağ  -modülün (dual sonlu) tümlenmiş olmasıdır [15]. 

 

3.2.4 Tanım   bir modül olsun.   nin her (dual sonlu)   alt modülü   de direkt 

toplam terimi olacak şekilde bir tümleyene sahip ise,   modülüne  -(dual sonlu) 

tümlenmiş modül denir [ 21, 12] 

 

3.2.5 Teorem Dedekind bölgesi üzerindeki her tümlenmiş modül   -tümlenmiştir 

[29]. 
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3.2.6 Yardımcı Teorem   birimli bir halka olsun.   sağ  -modülün  -dual sonlu 

tümlenmiş olması için gerek ve yeter koşul her serbest  -modülün  -dual sonlu 

tümlenmiş olmasıdır [12]. 

 

3.2.7 Teorem   birimli bir halka olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)   yarı mükemmeldir. 

ii) Her sonlu üretilmiş serbest  -modül  -tümlenmiştir. 

iii)    modülü  -tümlenmiştir. 

iv)    modülü  -dual sonlu tümlenmiştir. 

v) Her serbest  - modül  -dual sonlu tümlenmiştir [12]. 

 

3.2.8 Teorem   bir halka ve    (DTT) özelliği olan bir  -modül olsun. Aşağıdaki 

ifadeler denktir. 

i)   modülü  -dual sonlu tümlenmiştir. 

ii)   modülünün her maksimal alt modülü   de direkt toplam terimi olan bir 

tümleyene sahiptir [12]. 

 

3.2.9 Teorem   değişmeli halka olsun.   nin artin esas ideal halkası olması için  

gerek ve yeter koşul her sağ  -modülün   -tümlenmiş olmasıdır [13]. 

 

3.2.10 Tanım      modülünün alt modülü olsun. Eğer       ve                    

                olacak şekilde   modülünün bir   alt modülü varsa bu   alt 

modülüne   nun Rad-tümleyeni denir [6]. 
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Her tümleyen aynı zamanda Rad-tümleyendir.   Buna göre alt modüllerde aşağıdaki 

diyagram geçerlidir: 

direkt toplam terimi    tümleyen   Rad-tümleyen 

3.2.11 Tanım i)   modülünün her (dual sonlu) alt modülü   de bir Rad-tümleyene 

sahipse   modülüne (dual sonlu) Rad-tümlenmiş modül denir [17].  

      modülünün her (dual sonlu) alt modülü   de bir direkt toplam terimi olan Rad-

tümleyene sahipse   modülüne (dual sonlu) Rad- -tümlenmiş modül denir. Dual 

sonlu Rad- - tümlenmiş modüller  kısaca       ile gösterilir [11]. 

 

3.2.12 Teorem   projektif bir modül olsun.   modülünün Rad- -tümlenmiş modül 

olması için gerek ve yeter koşul   modülünün  -tümlenmiş olmasıdır [14]. 

 

3.2.13 Sonuç  Bir   halkasının sağ mükemmel olması için gerek ve yeter koşul her 

projektif sağ  - modülün Rad- -tümlenmiş olmasıdır [14]. 

 

3.2.14 Teorem   değişmeli halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)   artin serisel halkadır. 

ii) Her sağ  -modül  -tümlenmiştir.  

iii) Her sağ  -modül Rad- -tümlenmiştir [13, 14] 

 

3.2.15 Sonuç   değişmeli bir halka olsun.   nin artin serisel halka olması için gerek 

ve yeter koşul her sağ  -modülün Rad- -tümlenmiş olmasıdır [14]. 
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3.2.16 Önerme   bir halka olsun.   halkasının yarı mükemmel olması için gerek ve 

yeter koşul her serbest  -modülün      olmasıdır [11]. 

 

3.3  (Dual Sonlu)        ve           Modüller 

 

3.3.1 Tanım   bir modül olsun.   nin her (dual sonlu)   alt modülü için   

modülünün bir   direkt toplam terimi ve                  olacak şekilde           

            epimorfizması varsa   modülüne (dual sonlu)      modül denir 

[28]. 

 

3.3.2 Önerme   (dual sonlu)  -tümlenmiş modül olsun. Bu durumda   modülü 

(dual sonlu)     modüldür [28]. 

 

3.3.3 Tanım   bir modül olsun.   nin her   alt modülü için   modülünün bir   

direkt toplam terimi ve                       olacak şekilde           

epimorfizması varsa,   modülüne          modül denir [25]. 

 

3.3.4 Önerme Her    - - tümlenmiş  modül            modüldür [25]. 

İspat   Rad- -tümlenmiş modül olsun.   modülünün herhangi bir   alt modülünü 

alalım.    Rad- -tümlenmiş modül olduğundan       ,               

ve        koşullarını sağlayan         direkt toplam terimleri vardır. 

     
           şeklinde tanımlanan g dönüşümü bir epimorfizmadır. 

                      }                            

              olduğundan            modüldür. 
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3.3.5 Örnek   bir asal sayı ve   bir pozitif tamsayı olmak üzere olmak üzere 

                      modülü;    
          ve     basit modül 

olduğundan       oyuk    modüldür.   

 
            lokal modülü  -modüldür. Sonlu sayıda oyuk modülün direkt 

toplamı da  -tümlenmiş olduğundan     -tümlenmiştir.  Bu durumda   modülü 

Rad- -tümlenmiştir. Bir önceki önermeden              modüldür [25]. 

 

3.3.6 Teorem   kalıtsal modülü için aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)   genelleştirilmiş yarı mükemmeldir. 

ii)            dir. 

iii)    Rad- - tümlenmiştir. 

iv)   Rad  tümlenmiştir [25]. 

 

3.3.7 Teorem            olsun.    modülünün         olması için gerek 

ve yeter koşul    modülünü içeren   modülünün her   alt modülü için    

modülünün bir   direkt toplam terimi ve            epimorfizması vardır öyle 

ki      de           nin direkt toplam terimi olacak şekilde bir    -tümleyenidir 

[25]. 

İspat           modülü         olsun.      olacak şekilde   modülünün 

keyfi bir   alt modülü verilsin.             alt modülü için    modülü     

    olduğundan        
  

        
   epimorfizması verildiğinde       

                     olacak şekilde         direkt toplam terimi vardır.        

olduğundan          ve   alt modülü      de direkt toplam terimi olduğundan 
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        olacak şekilde       vardır.        izdüşüm homorfizması, 

  
        
    

    
     

   olduğundan                      

şeklinde tanımlı     
  

        
           dönüşümü bir izomorfizmadır. 

Buradan                bir epimorfizmadır.         diyelim.  Açıkça 

görülür ki                         dür. Diğer taraftan         olduğundan 

               ve                                  olduğundan 

            nin direkt toplam terimi ve Rad-tümleyenidir. 

           olan keyfi      alt modülü önermedeki koşulu sağlasın.         

için                 olur.  Hipotezden          direkt toplam terimi ve    

           
   epimorfizması vardır öyle ki                ve    

                  dir.               
   dönüşümü         ya 

kısıtlanışıdır.                             ile tanımlı   

          
   

  
    bir izomorfizmadır. Dolayısıyla         

  
    

epimorfizmadır.         denilirse 

                                                       

                                                                   
        

        
   

                                                                                                                              

elde edilir. Buradan                                           dır. 

Dolayısıyla                     olduğundan    modülü         dir. 

 

3.3.8 Teorem             eş modül olsun. Her     için              ise,   

modülü         dir [25]. 
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İspat      olsun.   eş modül olduğundan                   dır.  Her     için 

            ve               olduğundan            direkt toplam terimi ve  

         
  

      
    epimorfizması için                         dır. 

 Öyle bir      için                                                şeklinde 

tanımlı 

                     
  

        
      

       
               

          

 homomorfizması bir epimorfizmadır. Ayrıca                             dir ve  

        ,   modülünün direkt toplam terimidir. Buradan   modülü         

bulunur. 

 

3.3.9 Teorem Bir   halkasının sağ mükemmel olması için gerek ve yeter koşul her 

projektif sağ  -modülünün         olmasıdır [25]. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

Bu bölümde         ve dual sonlu     modüllerinin bir öz genelleştirilişi olarak 

dual sonlu         modüller tanımlandı ve belirli cebirsel özelliklerine yer 

verildi. 

 

4.1. Dual Sonlu         Modülleri 

 

4.1.1. Tanım   bir modül olsun.   modülünün her dual sonlu   alt modülü için   

nin  bir   direkt   toplam  terimi ve                     olacak şekilde bir 

          epimorfizması varsa   modülüne dual sonlu          modül 

denir.  

4.1.2 Önerme Her       modül dual sonlu         modüldür. 

 

İspat   bir       modül ve      dual sonlu alt modül olsun. Bu takdirde 

     ,                 olacak şekilde   modülünün         

koşulunu sağlayan       direkt toplam terimleri vardır.        şeklinde tanımlı  

           dönüşümü bir epimorfizmadır. Ayrıca; 

                     
    

                             
     

                                                olduğundan   modülü dual 

sonlu          dir. 

 

Bu tanım ve önerme sonucunda modüllerle ilgili aşağıdaki tablo elde edilir: 
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Sıradaki örnek her dual sonlu         modülün bir       modül olmak zorunda 

olmadığını göstermektedir. 

Örnek 1               için                     değişmeli olacak şekilde 

                     olan lokal artin halka olsun.   lokal olduğundan 

          ,   nin tek maksimal idealidir. Dolayısıyla        basittir. Hipotez 

gereğince         değişmeli ve         dır.   sağ  - modülü aşağıdaki dış 

işlem ile birlikte sağ     -modül yapısına sahiptir.   
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       ,                      olmak üzere        
  ]  

parçalanamaz injektif modüldür. [25, Örnek 4.6 ] gereğince   Rad-tümlenmiştir. 

Ancak   parçalanamaz olduğundan        için           de direkt toplam terimi 

olacak şekilde Rad-tümleyene sahip değildir.   Rad- -tümlenmiş değildir. Böylece 

        değildir. Diğer taraftan         basit  -modül olduğundan               

       ve   nin dual sonlu keyfi bir   alt modülü yardımıyla oluşturulan  

          epimorfizması için,              olup    basit olduğundan 

                      dur.  Ayrıca   direkt toplam terimi olduğundan 

   dual sonlu         modüldür.  

 

4.1.3 Teorem   hemen hemen projektif modül olsun. 

i)   modülü         ise,   Rad- -tümlenmiş modüldür. 

ii)   modülü dual sonlu          ise,         modüldür. 

 

İspat i)  ,   modülünün alt modülü olsun.   modülü         olduğundan   

modülünün bir   direkt toplam terimi ve bir           epimorfizması vardır 

öyle ki                     dır.           doğal homomorfizması alalım.  

  modülü hemen hemen projektif olduğundan  
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diyagramı değişmeli olacak şekilde        homomorfizması vardır yani  

      dır. Ayrıca    -projektif olduğundan   homomorfizması parçalanabilirdir. 

Yani   modülünün öyle bir    direkt toplam terimi vardır ki       
    kısıtlanış 

homomorfizması yardımıyla      izomorfizması elde edilir. Buradan      bir 

epimorfizmadır.  Böylece          ve                              dir. 

      direkt toplam terimi olduğundan                 dır. Sonuç olarak   

Rad- -tümlenmiş modüldür.  

ii)   i) şıkkına benzer şekilde ispat yapılabilir. 

 

Örnek 2 [24, teorem 4.3 ve Not 4.4.]   eşdüzgün modül ve           olsun. 

Kabul edelim ki   projektif  -modül ve              olsun. Bu durumda   

parçalanamaz zayıf lokal modüldür.              olduğundan   sonlu üretilmiş 

modül değildir. Dolayısıyla        modüldür fakat  -dual sonlu tümlenmiş 

değildir. Sonuç olarak   dual sonlu         modüldür ancak dual sonlu       

modül değildir. 

 

4.1.4 Önerme   dual sonlu         modül olsun. Eğer              ise,      

  dual sonlu       modüldür. 

 

İspat      dual sonlu alt modül olsun.     dual sonlu         modül 

olduğundan   modülünün bir   direkt toplam terimi ve bir           

epimorfizması vardır öyle ki                     dır.                     

  olduğundan Önerme 2.4.2  )               olur.     modülünün direkt 

toplam terimi olduğundan Önerme 2.4.2 iv) gereğince             dır. 

Dolayısıyla   dual sonlu       modüldür. 

 

4.1.5 Sonuç Her eş-atom dual sonlu         modül, dual sonlu       modüldür. 
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İspat   eş-atom  dual sonlu         modül olsun.    eş-atom olduğundan 

            dir. Önerme 4.1.4 den   dual sonlu       modüldür. 

4.1.6 Önerme   radikal olmayan parçalanamaz modül olsun.   modülü dual sonlu 

        modül ise,   zayıf lokaldir. 

İspat   radikal modül olmasın. Yani             olsun. Bu durumda   

modülünün bir   maksimal alt modülü vardır.     bölüm modülü basit modül 

olduğundan Teorem 2.3.2 gereğince devirlidir. Dolayısıyla   nin   alt modülü dual 

sonlu alt modüldür. Hipotez gereği   modülü dual sonlu         modül 

olduğundan   modülünün bir   direkt toplam terimi ve bir           

epimorfizması vardır öyle ki                     dır.      ve   parçalanamaz 

modül olduğundan     dır. Bu durumda           epimorfizma olup 

Homomorfizma Teoreminden                dir.   maksimal alt modül 

olduğundan          ,    modülünün maksimal alt modülüdür.                 

                    ve              olduğundan                     dir. 

Dolayısıyla          ,   nin tek maksimal alt modülüdür. Böylece    zayıf lokal 

modül bulunur. 

 

4.1.7 Sonuç Her sonlu üretilmiş parçalanamaz (dual sonlu)         modül 

lokaldir. 

 

4.1.8 Teorem   dual sonlu zayıf Rad-tümlenmiş modül ve         ,   modülünde 

hemen hemen güçlü yükseltilebilir modül olsun. Bu durumda   dual sonlu     

    modüldür. 
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İspat      dual sonlu alt modül olsun. Bu durumda     sonlu üretilmiştir. 

Buradan  
 

  

          
 

  
    

              sonlu üretilmiştir. 

 
               

 
       

          
      

 
 

 sonlu üretilmiştir. 

Yani 
           

      
                dual sonlu alt modüldür. 

            modülünde hemen hemen güçlü yükseltilebilir modül olduğundan 

           
      

                 direkt toplam terimidir ve      için 

                        olacak şekilde        olacak şekilde   

modülünün     direkt toplam terimleri vardır.            kuralı ile tanımlı 

             dönüşümü bir epimorfizmadır. Genelliği bozmadan            

            dir.         olduğundan                       dir. 

Dolayısıyla                         yazılabilir.                   

                  olup                                    

bulunur. Yani                      olup   dual sonlu         

modüldür. 

 

4.1.9 Sonuç   dual sonlu zayıf Rad-tümlenmiş arıtılabilir modül olsun. Bu takdirde 

  dual sonlu         modüldür. 

 

İspat   modülü arıtılabilir olduğundan   nin her alt modülü   de hemen hemen 

güçlü yükseltilebilirdir. Teorem 4.1.8 den   dual sonlu         modüldür. 
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4.1.10 Önerme   dual sonlu         modül olsun. Eğer           ise,   

modülünün sıfırdan farklı zayıf lokal direkt toplam terimi vardır. 

 

İspat       modülünün maksimal alt modülü olsun.     bölüm modülü basit olup 

devirlidir. Dolayısıyla       modülünün dual sonlu alt modülüdür.   dual sonlu 

        modül olduğundan   modülünün öyle bir   direkt toplam terimi ve 

          epimorfizması vardır ki                 dır. Ayrıca      

olduğu açıktır. Genelliği bozmadan             alınır ve   nin   modülünün 

maksimal alt modülü olması kullanılırsa        nın   nın bir maksimal alt modülü 

olduğu görülür. Bu durumda                olur. Dolayısıyla     modülünün 

zayıf lokal direkt toplam terimidir. 

Sıradaki örnek dual sonlu          modülünün direkt toplam teriminin dual sonlu  

        olmayabileceğini göstermektedir. 

 

Örnek 3 Örnek 1 deki         sağ  -modülünü ele alalım.   dual sonlu  

        modüldür ancak   nin        
  ]  alt modülü dual sonlu      

    modül değildir. 

 

4.1.11 Teorem            olsun.    modülünün dual sonlu         olması 

için gerek ve yeter koşul    modülünü içeren   modülünün her dual sonlu    alt 

modülü için    modülünün bir   direkt toplam teriminin ve      de direkt toplam 

terimi ve            nin bir      tümleyeni olacak şekilde bir            

epimorfizması vardır. 

 

İspat ( )    modülü dual sonlu         olsun.      olacak şekilde   

modülünün keyfi bir   dual sonlu alt modülü ve     modülünün           alt 
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modülü verilsin.    modülü dual sonlu         olduğundan                                 

      
  

        
   epimorfizması                      olacak şekilde 

        direkt toplam terimi vardır.        olduğundan          ve   alt 

modülü      de direkt toplam terimi olduğundan         olacak şekilde  

     vardır. 

       izdüşüm homomorfizması ve  
  

        
    

    
     

   

olduğundan                      kuralı ile tanımlı             

   
  

        
           dönüşümü bir izomorfizmadır. 

Buradan                bir epimorfizmadır.         denilirse,     

                        olduğu kolaylıkla görülür.         olduğundan 

              ,                                  olduğundan    

         nin direkt toplam terimi olacak şekilde  Rad – tümleyenidir. 

           olan keyfi      dual sonlu alt modülü için    modülünün bir   

direkt toplam terimi,            epimorfizma olmak üzere,  ,    de direkt 

toplam terimi olacak şekilde            nin bir    -tümleyeni olsun.        dual 

sonlu alt modülünü ve           alalım.  Hipotez gereğince       nin bir  

direkt toplam terimi ve                ve                       olacak 

şekilde              
   epimorfizması vardır.              

   

dönüşümü    nin   ya kısıtlanış homomorfizması olsun.                                   

                            kuralı ile tanımlanan                                 

          
   

  
   dönüşümü bir izomorfizmadır. Bu durumda                       

       
  

    epimorfizma olup         denilirse, 
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olduğundan    modülü dual sonlu         dir. 

 

4.1.12 Teorem            , bir   halkası üzerinde dual sonlu         modüllerinin 

herhangi bir ailesi ve           olsun. Eğer   modülünün her dual sonlu alt 

modülü karakteristik alt modül ise,   modülü dual sonlu         dir. 

 

İspat      dual sonlu alt modül olsun.  ,   nin karakteristik alt modülü 

olduğundan                dir.        
       

           
   

       
  

      
   olduğundan her     için        alt modülü    nin dual 

sonlu alt modülüdür.  Her     için    dual sonlu         olduğundan    nin    

direkt toplam terimi ve          
  

      
  epimorfizması için            

                 dir. her          için         için           

                      kuralı ile tanımlı                 
  

      
   

homomorfizması ele alınırsa burada     ler epimorfizma ve   nın tanımından   nın 

epimorfizma olduğu açıktır. Ayrıca                      olduğundan ve       , 

  modülünün direkt toplam terimi olduğundan   modülü dual sonlu         dir. 
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4.1.13 Önerme   modülü (DTT) özelliğine sahip dual sonlu         modül ve 

 ,   nin direkt toplam terimi olsun. Bu taktirde       bölüm modülü dual sonlu 

        dir. 

 

İspat   modülü dual sonlu         modül ve     ,     bölüm modülünün dual 

sonlu alt modülü olsun. Bu durumda      alt modülü de dual sonludur.   modülü 

dual sonlu         olduğundan Teorem 4.1.11 den   nin bir   direkt toplam 

terimi ve                 olacak şekilde           epimorfizması vardır. 

  modülü (DTT) özelliğine sahip olduğundan        nin bir direkt toplam 

terimidir.  Yani             olacak şekilde bir      vardır.       

   
        

   
                   

 
        olduğundan 

 
     

     
      

    dir. Ayrıca      
 

  
 
  

  dir. Dolayısıyla 

                 şeklinde tanımlı                  

dönüşümünün epimorfizma olduğu açıktır ve                         dir. 

Sonuç olarak      dual sonlu                 modüldür. 

     

4.1.14 Teorem   (dual sonlu)         modül ve      nin karakteristik alt 

modülü olsun. Bu taktirde      bölüm modülü (dual sonlu)         modüldür. 

 

İspat            (dual sonlu) alt modül olsun. Buradan      (dual sonlu) alt 

modüldür.   (dual sonlu)         modül olduğundan Teorem 4.1.11 gereğince  

  nin         olacak şekilde bir   direkt toplam terimi ve                

olacak şekilde           epimorfizması vardır.     nin karakteristik  alt  



61 
 

modülü    olduğundan                 olur. Ayrıca      
     

   

      
    dir.  

 
  
 
  

        olduğundan        
         ,            

                 şeklinde tanımlı dönüşümün epimorfizma olduğu 

açıktır.                                   
     

    olduğundan       (dual sonlu) 

        modüldür. 

 

4.2 Modülleri ( Dual Sonlu)         Olan Halkalar 

 

Bu bölümde değişmeli artin serisel bir   halkası üzerine her  -modülün dual sonlu 

        modül olduğu gösterilecektir. 

 

4.2.1 Teorem   bir halka olsun.   halkasının yarı mükemmel olması için gerek ve 

yeter koşul her serbest sağ   modülünün dual sonlu         modül olmasıdır. 

 

İspat       Kabul edelim ki   yarı mükemmel halka olsun. Önerme 3.2.16 dan her 

serbest sağ  -modülü      modüldür. Bu durumda Önerme 4.1.2 den her serbest 

sağ  -modülü dual sonlu         modüldür. 

       Hipotez gereği her serbest sağ  -modül dual sonlu         modül olsun. 

Her serbest modül projektif olduğundan Teorem 4.1.4 gereği   modülü 

     modüldür. Önerme 3.2.16 dan   yarı mükemmel halkadır. 
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4.2.2 Teorem  Bir   halkasının sağ mükemmel olması için gerek ve yeter koşul her 

serbest sağ  -modülün          modül olmasıdır. 

 

İspat ( ) Kabul edelim ki   sağ mükemmel halka olsun. Sonuç 3.2.13 den her 

projektif sağ  - modül Rad- -tümlenmiş modüldür. Bu durumda Önerme 4.1.2 den 

her serbest sağ  -modül         modüldür. 

( ) Hipotez gereği her serbest sağ  -modül         modül olsun. Her serbest 

modül projektif olduğundan Teorem 4.1.4 gereği   modülü Rad- -tümlenmiş 

modüldür. Sonuç 3.2.13 den   halkası sağ mükemmeldir. 

 

4.2.3 Önerme   lokal bir   halkası üzerinde düzgün modül olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)   modülü tek seriseldir. 

ii)   modülünün her alt modülü dual sonlu         modüldür. 

 

İspat            modülü tek serisel olsun. Bu durumda her alt modülü oyuktur.   

modülünün keyfi bir alt modülü   olsun.      dual sonlu alt modülü verilsin.   

modülünün bir   direkt toplam terimi için                     olacak şekilde 

          epimorfizmasının var olduğu gösterilirse ispat biter.   modülü 

parçalanamaz ve      olduğundan     dir. Bu durumda           

dönüşümü doğal homomorfizmadır ve                  olur.   modülünün 

her alt modülü oyuk olduğundan     dir.  Dolayısıyla                         

olur. Yani   modülünün keyfi    alt modülü dual sonlu         modüldür. 

         Önerme 2.9.7 gereğince   modülünün tek serisel olduğunun gösterilmesi 

için her sonlu üretilmiş alt modülünün lokal olduğunun gösterilmesi yeterlidir.   

modülünün keyfi bir sonlu üretilmiş alt modülü   olsun. Hipotez gereği   dual sonlu 
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        modüldür.   modülü düzgün olduğundan   alt modülü parçalanamazdır. 

Sonuç 4.1.7 den     lokaldir. Dolayısıyla   modülü tek seriseldir. 

Önerme 2.7.22 ve Sonuç 2.7.23 kullanılarak bir basit modülün injektif bürümünün 

sıfırdan farklı her alt modülünün parçalanamaz olduğu görülür. Ayrıca Önerme 2.4.4 

gereğince basit bir modülün injektif bürümü düzgündir. Bu özellik kullanarak 

aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

4.2.4 Sonuç   halkası lokal değişmeli bir halka olsun. Kabul edelim ki                

                 modülü ve   modülünün her alt modülü dual sonlu         

        modül olsun. Bu taktirde   tek seriseldir. 

 

İspat   halkası lokal halka olduğundan           nin tek maksimal ideali olup 

 
        basit modüldür. Önerme 2.7.22 ve Sonuç 2.7.23 gereğince                    

                 nin sıfırdan farklı her alt modülü parçalanamazdır. Önerme 

2.4.4 den   düzgündir. Hipotez gereğince   modülünün her alt modülü dual sonlu 

        modül olduğundan Önerme 4.2.3 den   modülü tek seriseldir.   

değişmeli lokal halka ve   tek serisel modül olduğundan  [7, Yardımcı Teorem 6.2] 

den   tek seriseldir. 

 

4.2.5 Önerme Değişmeli bir   halkası üzerindeki her sağ  -modül dual sonlu 

        modül ise,   serisel halkadır. 

 

İspat   serbest  -modül olsun. Hipotez gereğince   modülü dual sonlu         

modüldür. Teorem 4.2.1 gereğince   yarı mükemmel halkadır.              

   için    lokal olmak üzere  ,               parçalanışına sahiptir [1, 42.6]. 

R değişmeli halka olduğundan,    lokal direkt toplam terimleri de değişmelidir. 
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Hipotez gereğince her sağ  -modül dual sonlu         modül olduğundan her sağ 

  -modül dual sonlu         modüldür.               için  

    
  

       
       -modülünün her alt modülü dual sonlu         modül ve 

düzgün olduğundan Sonuç 4.2.4 gereğince    tek seriseldir. Tek serisel modüllerin 

direkt toplamı olan   serisel halkadır. 

 

4.2.6 Teorem   değişmeli halkası için aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)    artin serisel halkadır. 

ii)  Her  - modül         dir. 

 

İspat          Teorem 3.2.14 ve Önerme 3.3.4 gereğince açıktır. 

         Hipotez gereğince her projektif  -modül         olduğundan Teorem 

4.2.2 gereğince   mükemmel halkadır.   mükemmel halka olduğundan         

      için    ler lokal mükemmel halkalar olmak üzere  ,              

parçalanışına sahiptir.    ler lokal değişmeli halkadır. 
  

       
   basit     -modülü 

için     
  

       
     düzgün   -modüldür.      

  
       
      nin her alt 

modülü (dual sonlu)            -modül olduğundan sonuç 4.2.4 gereğince     ler 

tek serisel olup   serisel halkadır. Ayrıca    ler lokal halka olduğundan    noether 

halkadır. Önerme 2.9.5 gereğince  , tek serisel noether     halkalarının sonlu 

toplamı olarak yazılabilen noether serisel halkadır. [ 4, 11.6.4] gereğince   artin 

serisel halkadır. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında dual sonlu (   ) modüller ve         modüller 

genelleştirilmiş ve dual sonlu         modüller tanımlanmıştır. Tanımlanan bu 

dual sonlu         modüllerin belli özellikleri karakterize edilmiştir. Ayrıca 

modülleri (dual sonlu)         olan halkalar üzerinde de çalışmalar yapılmıştır. 

Bu çalışmalardan en çarpıcı olanları; bir halkanın yarı mükemmel olması için gerek 

ve yeter koşul her serbest sağ modülünün dual sonlu         modül olması; 

ayrıca bir halkanın sağ mükemmel olması için gerek ve yeter koşul her serbest sağ 

modülünün         modül olmasıdır. Bunların dışında değişmeli bir   halkasının 

tek serisel olması ile her  -modülün         modül olmasının denk olduğu 

sonucuna varılmıştır. Dual sonlu         modüllerinin Dedekind bölgeleri 

üzerindeki yapısı belirlenebilir. Ayrıca dual sonlu          -modüllerinin bir 

ailesinin direkt toplamının dual sonlu         olduğu   halkaları belirlenebilir. 
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