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ÖZET 

Bu tezde, kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldların geometrisi çalışıldı. 

Birinci bölümde literatür özeti, konunun güncelliği ve tez konusuyla ilgili yapılmış olan çalışmalar 

hakkında bilgiler verildi. İkinci bölümde çalışmamız için gerekli olan bazı temel tanım ve 

teoremlere yer verildi. Üçüncü bölümde, kontak metrik manifoldlar hakkında bilgi verilerek, 

kosimplektik manifoldlar tanıtıldı. Dördüncü bölüm tezin orijinal bölümü olup, bu bölümde 

kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldları ve kosimplektik uzay formların 

kontak pseudo-slant altmanifoldları çalışıldı. Geometriye katkı yapacağını düşündüğümüz bazı 

sonuçlar elde edildi. Son olarak beşinci bölümde, problemimizden ortaya çıkan sonuç ve öneriler 

verildi. 
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ABSTRACT 

In this thesis, the geometry of contact pseudo-slant submanifolds in a cosimplectic manifold is 

studied. In the first chapter, the literature survey, up to dateness of the subject and 

information about the thesis subject are given. In second chapter, some neccessary definitions 

and theorems our study are given. In the third chapter, informations about contact metric 

manifolds are given and cosimplectic manifolds are defined. Fourth chapter, as the original 

section part of the thesis, in this chapter, contact pseudo-slant submanifolds of cosimplectic 

manifold and contact pseudo-slant submanifolds cosimplectic space form of are studied. 

Some results that we think to contribute to geometry are obtained . Finally, in fifth chapter, 

the resultings and suggestions obtained from our problem are given. 
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D                                 Anti-invaryant distribüsyon 
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{( , )} AU                    Atlas ( Koordinat komşuluğu) 

pV                                  p noktasındaki tanjant vektör  

( )M                           Vektör alanlarının cümlesi  

( )M                         Kotanjant vektör alanlarının cümlesi  

V                                  Reel sayılar cisminde tanımlı vektör uzayı 

V                                 V ’nin dual uzayı 
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( , )C M                   M  üzerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonların cümlesi 

[, ]                                 Lie operatörü 

( )X f                           f  fonksiyonunun X e göre yöne  göre türevi 

f                                f  fonksiyonunun türev dönüşümü 

M                                Diferensiyellenebilir manifoldlar 

T                                  Torsiyon tensörü 

R                                  Riemann eğrilik tensörü 

Q                                  Ricci operatörü 

S                                  (2,0) tipinde Ricci tensörü  

                                  Skaler eğrilik fonksiyonu 

( )K                             düzleminin kesit eğriliği 

                                  İkinci temel form 

                                Üçüncü temel form   

H                                 Ortalama eğrilik vektörü 

A                                  Şekil operatörü 

J                                   Kompleks yapı 

JN                                 Hemen hemen komplek yapının Nijenhuis tensörü 

                   Tensör alanı 

        Vektör alanı 

        1-form ( nin duali) 

g                                   Riemann metriği 

( , , )                   Hemen hemen kontak yapı  

( , , , )g       Hemen hemen kontak metrik yapı 

( , , , )M g        (2n+1)-boyutlu, hemen hemen kontak metrik manifold 

                                  Direkt toplam 

                                  Tensör çarpımı 
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                                  Temel 2-form 

N                                 Hemen hemen kontak metrik manifoldunun Nijenhuis tensörü 

TX                               ( )X M  için altmanifoldun teğet bileşeni 

NX                              ( )X M için altmanifoldun normal bileşeni 

tV                                ( )V M  için altmanifoldun teğet bileşeni 

nV                               ( )V M  için altmanifoldun normal bileşeni 

R                                 M  nin Riemann eğrilik tensörü 

R                                 M  nin Riemann eğrilik tensörü 

D                                D  distribüsyonunun slant açısı 

1                                 Anti-invaryant distribüsyon üzerindeki projeksiyon 

2                                 Slant distribüsyon üzerindeki projeksiyon 

( )M c                            Kosimplektik uzay form 
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1.GİRİŞ 

Geometri ; uzayı, uzaydaki nokta, eğri, düzlem ve cisimlerin özelliklerini inceleyen bir 

matematik dalıdır. Matematiğin önemli anabilimdallarından olan geometri, geçmişten 

günümüze matematiğin diğer anabilim dallarıyla da etkileşerek gelmiştir. Geometri de 

kendi içinde dallara ayrılmaktadır. Öklid geometrisi ve Öklid dışındaki geometriler olan 

örneğin; metriğe göre adlandırılanlar, Eliptik geometri, hiperbolik geometri gibi 

çoğaltılabilir. 

 

Gauss, geometrik yapıların üzerine calculus kavramlarını uygulayıp; diferensiyel geometri 

temellerini inşa etmiştir. Riemann, Gauss’un fikirlerini faaliyete geçirerek manifold 

kavramını oluşturmuştur. Manifold, genel bir geometrik uzay olup; Öklid uzayı ile 

bağdaştırılabilir. Örneğin; doğru bir boyutlu manifold iken, düzlem iki boyutlu bir 

manifolddur denebilir. Daha genel bir ifade ile n boyutlu bir manifoldun her noktasının, n 

boyutlu Öklid uzayına homeomorf komşuluğundan bahsedebiliriz. 

 

Uzayın sınırsız üç boyutlu manifold olması dış dünya algımızda kullandığımız bir 

kabuldür. Bu kabulümüzle gerçek algının alanının her yönü sağlanır ve bulunmak istenen 

nesnelerin olası uzayları kurulur ve bu kabul sürekli olarak uygulamalarla doğrulanır. 

Yapılan uygulamalar, uzayın sınırsız oluşunu deneysel bir kesinliğe ulaştırsa da  uzayın 

sonsuzluğu buradan iddia edilemez. Böylece, Riemann dış dünyayı kavrayışımızı 3-

boyutlu öklidyen geometri ile sınırlandırmıştır. 

 

İnvaryant ve anti-ivaryant altmanifoldların bir genellemesi olan slant altmanifoldların 

geometrisi 1990 dan beri yoğun bir şekilde  çalışılmaktadır. Bir hemen hemen Hermityen 

manifoldun slant altmanifoldları B. Y. Chen tarafından ortaya atılmıştır (Chen, 1990). 

Daha sonra 2  ve 4  kompleks manifoldların slant altmanifoldları örnekleri B.Y. Chen ve 

Y. Tazawa tarafından verilmiştir (Chen ve Tazawa, 1990). İlk olarak, hemen hemen kontak 

metrik manifoldun slant altmanifoldlarını tanımlayan ve inceleyen yazar A. Lotta'dır 

(Lotta, 1996). Lotta aynı zamanda K-Kontak manifoldların 3-boyutlu slant 

altmanifoldlarının geometrisi üzerine bir çok çalışma yapmıştır (Lotta, 1998). Daha Sonra, 

L. Cabrerizo ve arkadaşları bir Sasakian manifoldun slant altmanifoldlarını  calışmışlar ve  

çok sayıda enteresan sonuç elde etmişlerdir (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez, 

2000(a); Cabrerizo ve diğerleri, 2000(b)). M. Khan ve arkadaşları 2007 ve 2011 de 
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pseudo-slant altmanifoldlar ile ilgili çalışmışlar literatüre kazandırmışlardır. Son 

zamanlarda S. Dirik “Pseudo-Slant Altmanifoldların Geometrisi Üzerine’’ doktora tezi 

çalışmasıyla bu alana katkı sağlamıştır. Takip eden yıllarda M. Atçeken, S. Dirik ve Ü. 

Yıldırım’ ın literatürde bu konuyla ilgili bir çok bilimsel çalışması mevcuttur. 

 

Bu bilgiler ışığında, ( , , , )g     kontak  metrik yapısıyla verilen (2n+1)-boyutlu

( , , , )M g   hemen hemen kontak metrik manifold  ve bu manifold üzerindeki    Levi-

civita konneksiyonu  olmak üzere, eğer her , ( )X Y M  için 

( ) 0X Y   

şartını sağlıyorsa ( , , , ),M g    ya Kosimplektik manifold adı verilir  (Goldberg ve 

Yano,1969 ). 

  

( , , , ),M g    nın bir altmanifoldu M  olmak üzere, M nin slant altmanifold olması 

durumunda en önemli karakterizasyon   nin M  üzerine indirgenmiş olan  T  tensörünün  

2 ( )T I       

eşitliğini sağlayacak şekilde bir 2cos [0,1]    sabitinin olmasıdır (Cabrerizo ve 

diğerleri, 2000(a)). 

 

Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu ( , , , )M g   nin bir altmanifoldu M olmak 

üzere 

i) TM D D

   , ( )D    

ii) D   distribüsyonu, anti-invaryant distribüsyon yani, 

     ( )D T M     

iii) M -üzerinde ,D      slant açılı slant distribüsyon olmak üzere D  ile ( )D  

arasındaki sabit slant açı  
2


    dir. 

 

Yukarıdaki şartları sağlayan iki ortogonal distribüsyon D  ve D  varsa M  ye 

( , , , )M g   nin kontak pseudo-slant altmanifoldu adı verilir (Khan ve Khan, 2007). 
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Yukarıdaki çalışmalar doğrultusunda, bu tezde hemen hemen kontak metrik manifoldun 

kontak pseudo-slant altmanifoldları verilerek kosimplektik manifoldun kontak pseudo-

slant altmanifoldları çalışıldı. Burada integrallenebilirlik durumları tartışıldı ve ayrıca D -

total geodezik, D -geodezik ve mixed geodeziklik kavramları verilerek, kontak pseudo-

slant çarpım tanımlandı ve bununla ilgili bazı karakterizasyonlar verildi. Son olarak, 

kosimplektik uzay formlarında kontak pseudo-slant altmanifoldları çalışıldı. Kosimplektik 

uzay formlarında Ricci tensörü verilerek skaler eğriliği hesaplanmış ve aynı zamanda 

kosimplektik uzay formların total umbilik kontak pseudo-slant altmanifoldunun  -Einstein 

olduğu görüldü. Sonuçları destekleyen hemen hemen kontak metrik yapısıyla 9  da 5-

boyutlu proper kontak pseudo-slant altmanifold örneği kuruldu. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölüm, iki kısımdan oluşmuştur. Birinci kısımda manifoldlar, ikinci kısımda 

altmanifoldlar ile ilgili temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.  

2.1. Manifoldlar 

2.1.1. Tanım 

,X  bir Hausdorff uzayı olması durumunda herhangi bir U X açık cümlesinden nV   

bölgesine tanımlanan  

                                                     : nU V     

 homeomorfizmine X te tanımlanan n-boyutlu koordinat sistemi veya harita, U  açık 

cümlesine de, bu haritasının koordinat komşuluğu denir. Bu harita ( , )U   şeklinde ifade 

edilir. Eğer, y U  ise 

                                                     
1( ) ( ,..., ) n

ny y y     

dir. Burada 1,..., ny y   reel sayılarına ( , )U   haritasının koordinatlarıdır.  

2.1.2. Tanım  

,M  bir Hausdorff uzay olsun. M ’nin her noktasının nE  e veya nE  in bir U  açık alt 

cümlesine homeomorf olan bir koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi varsa, M ye 

n-boyutlu topolojik manifold  adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980).  

2.1.3. Tanım  

n  uzayının bir U  açık cümlesi üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyon f  olsun. Eğer 

f  fonksiyonunun .k mertebeden kısmi türevleri var ve k r  olmak üzere sürekli ise f  

ye .r  mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon denir ve bu ( , )rf C U  ile gösterilir. 

Eğer her r Z  için ( , )rf C U ise f ye diferensiyellenebilir fonksiyon denir ve 

( , )f C U  ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1980). 
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2.1.4. Tanım 

,M  bir topolojik manifold ve M  nin bir açık örtüsü  U
 olsun. U

 açık cümlelerinin   

indislerinin cümlesi A  olmak üzere  U  açık örtüsü için  
A

U 
  yazılır. nE   de U  ya 

bir   homeomorfizmi altında homeomorf olan açık cümle W  olsun. Bu durumda 






A

M U  olacak şekilde meydana gelen ( , )U   haritalarının  ( , )
A

U  



 

koleksiyonuna bir atlas denir ( Hacısalihoğlu, 1980). 

2.1.5. Tanım 

n-boyutlu ,M  bir topolojik manifold ve   ,S U  
  da  M ’nin bir atlası olsun. 1r   

olması durumunda, eğer S  atlası U U     olmak üzere her , A     için  

                              1 : ( ) ( )U U U U                  

ve 

                                  1 : ( ) ( )U U U U                 

fonksiyonları rC -sınıfında iseler S ye rC -sınıfındandır denir. Burada tanımlanan   ve 

 fonksiyonları ikişer ikişer homeomorfizmaların bileşkesi olduğundan birer 

homeomorfizmadır. Böylece  ve   fonksiyonları rC sınıfından diferensiyellenebilir 

olduğundan  S  atlasına rC -sınıfından diferensiyellenebilirdir denir.  

Eğer S  atlası M  de rC -sınıfından ise S ye M  de bir rC -sınıfından diferensiyellenebilir 

yapı denir.  

Eğer bir M  manifoldu üzerinde .r  mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas varsa M

manifolduna  .r  mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir (Hacısalihoğlu, 1980). 

2.1.6. Tanım  

M  ve N  birer manifold olsun. : M N   diferensiyellenebilir dönüşümü verilsin bu 

dönüşümün  tersi var ve aynı zamanda  tersi de diferensiyellenebilirse bu dönüşüme bir 
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diffeomorfizma denir. M  den N  ye bir diffeomorfizma varsa M ve N  ye de 

diffeomorfiktirler denir.  

2.1.7. Tanım 

: nf E   diferensiyellenebilir fonksiyon ve 


 n

p pV T E olsun. Bu halde pV PQ


 olmak 

üzere 

                                   1 1 1 0( ( ( )),..., ( ( )))p n n n t

d
V f f P t Q P f P t Q P

dt
       

şeklinde yazılan reel sayıya f nin pV  vektörü yönündeki türevi denir (Hacısalihoğlu, 

1980). 

2.1.8. Tanım 

,M  bir topolojik manifold ve p M  olsun. M nin p  noktasının bir komşuluğu U  olmak 

üzere  

                                       ( , ) | : dif bilirC U f f U      

cümlesini ele alalım. Bu cümlede her  , ( , )f g C U   ve  ,a b   için 

i) Lineerlik   

( ) ( ) ( )p p pV af bg aV f bV g     

ii) Leibnitz   

( . ) ( ). ( ) ( ) ( ) p p pV g f V g f p g p V f   

özelliklerini sağlayan 
pV  fonksiyonuna M ’nin p  noktasında tanımlanan tanjant vektörü 

denir. M  manifoldunun p noktasında tanımlanan tanjant vektörlerinin cümlesini 
pT M  ile 

gösterilir (O’ Neill, 1983). 

Buna göre 

 | : ( , ) lineer

p p p leibnitz
T M V V C M   

  dir. Bu cümlede iç işlem  
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: p p pT M T M T M    

ve  ( , )f C M  için  

                                                   ( )[ ] [ ] [ ]p p p pV W f V f W f     

şeklinde tanımlanır. Böylece ( , )pT M   ikilisi bir abel grup olur. Bu cümlede dış işlem de 

                              : p pT M T M    

                                       , : ( , )p pV V C M      

ve ( , )f C M   için 

                                            ( ) [ ]p pV f V f   

şeklinde tanımlanır. Bu işlemler birlikte ,pT M  reel sayılar cismi üzerinde tanımlanan bir 

vektör uzayı oluşturur. Bu uzaya M  nin p-noktasında tanımlanan tanjant uzayı denir 

(Hacısalihoğlu, 1980). 

2.1.9. Tanım 

Reel sayılar cismi üzerinde  verilen r  tane vektör uzayı 1 2 3, , ,..., rV V V V  olsun.  

                                        1 2 3: ,..., rf V V V V     

 fonksiyonu 1 i r   olmak üzere ,i i iu v V  ve ,a b   için 

1 1 1 1 1 1 1( ,..., , , ,..., ) ( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., )i i i i r i i r i i rf u u av bu v v af v v v v bf v v u v       

şartını sağlıyorsa f  fonksiyonuna  r-lineer fonksiyon denir  (Hacısalihoğlu, 1983). 

2.1.10. Tanım  

,M  bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve p M  noktasında tanımlanan tanjant 

uzay da 
pT M  olsun. 

pT M nin dual uzayına M nin p  noktasındaki kotanjant uzayı denir. 

M nin p noktasındaki kotanjant uzayı *

pT M  ile gösterilir. Buna göre  
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                                            * | : lineer

p p p pT M T M     

dir.  *

pT M  uzayının herbir elemanına da M  nin p noktasındaki kotanjant vektörü denir (O’ 

Neill, 1983). 

2.1.11. Tanım  

Reel sayılar cismi üzerinde tamımlanan bir vektör uzayı V ’nin duali uzayı *V  olmak 

üzere  

                                     
* * ( )( , ; ) | : r s lineerr s r sL V V f f V V       

uzayında iç ve dış işlemler sırasıyla  

       1 1 1 1 1 1( )( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., )r s r s r sf g f g                

ve 

                                 1 1 1 1( )( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., )r s r sf f            

şeklinde tanımlanır. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant  s. mertebeden kontravaryant 

tensör uzayı adı verilir. Uzayın her bir elemanına da (r,s)-tipinde bir tensör denir  

(Boothby, 1986).  

2.1.12. Tanım 

,M diferensiyellenebilir  manifoldu üzerindeki fonksiyonların cümlesi ( , )C M  olsun. 

Her , ( , )f g C M  ve ,a b  olmak üzere  

: ( , ) ( , )X C M C M   

dönüşümü 

i) ( ) ( ) ( )X ag bf aX g bX f     

ii) ( ) ( ) ( )X gf X g f gX f    

özelliklerini sağlıyorsa 'X e M -üzerinde bir vektör alanı denir ve M üzerindeki vektör 

alanlarının cümlesi ( )M  ile gösterilir (Boothby, 1986). 
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Buna göre bir manifold üzerinde bir vektör alanı, manifoldun her bir noktasına bir tanjant 

uzayı karşılık getirir.  

2.1.13. Tanım  

,M  bir diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki vektör alanları cümlesi ( )M  olmak 

üzere , ( )X Y M  için 

                                        
 

 

, : ( ) ( ) ( )

( , ) ,

M M M

Y X Y X

   


  

dönüşümü 

i) 2-lineer, yani her ,a b  için , , ( )X Y Z M  için 

     , , ,aY bX Z a Y Z b X Z     

ii) Anti-simetrik yani her , ( )X Y M  için  

   , ,Y X X Y    

iii) Her , , ( )X Y Z M için 

     , , , , , , 0Y X Z Z Y X X Z Y               

özellikleri sağlanıyorsa  ,   ye M -üzerinde bir Lie operatörü denir (Boothby, 1986). 

Örnek  

,M  diferensiyellenebilir manifold olsun her , ( )X Y M  için  

                                            
 

 

, : ( ) ( ) ( )

( , ) ,

M M M

X Y X Y

   


 

 dönüşümü her ( , )f C M  fonksiyonu için 

                                          , ( ( )) ( ( ))Y X f Y X f X Y f                                                (2.1) 

şeklinde tanımlanıyor. Burada  , , ( )M üzerinde bir Lie operatörü ve ( ),X f f  

fonksiyonunun X  vektör alanına göre yöne göre türevidir.  
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M  bir diferensiyellenebilir manifold, her , , ( )X Y Z M olmak üzere ( , )f C M

fonksiyonları ve   için Lie operatörü 

i)      , ( ) , ( ) , ( )Y X f g Y X f Y X g     

ii)    , ( ) ,Y X f Y X f    

iii)      , ( . ) , ( ) , ( ) Y X f g g Y X f f Y X g   

özelliklerini sağlar (Yano, 1984).  

2.1.14. Teorem  

,M  bir diferensiyellenebilir manifold olsun. O halde her , ( )X Y M  ve ( , )f C M

için 

                                     , , ( ) ( )fX gY fg X Y fX g Y gY f X                                    (2.2)  

dir (Yano, 1984). 

2.1.15. Tanım 

m-boyutlu M  ve n-boyutlu N  diferensiyellenebilir manifoldları verilsin. :f M N  

fonksiyonu p  noktasında diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere 

                                
   

* ( )

* 1 ( ) ( )

:

| ( ) ( | ,..., | )

p p f p

p p p p f p p n f p

f T M T N

V f V V f V f



 
  

şeklinde verilen *f  dönüşümüne f ’nin türev dönüşümü denir. Eğer ( , ),g C M ( )f p

nin komşuluğunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise  

                                                         
*( ( )) ( )p pf V g V g f   

şeklinde verilir (Yano, 1984). 
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2.1.16. Teorem  

M  ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve :f M N  diferensiyellenebilir dönüşüm 

olsun. O halde *f  türev dönüşümü lineerdir ve M  de seçilen eğriden bağımsızdır (Yano, 

1984). 

2.1.17. Tanım  

,M diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki C  vektör alanlarının cümlesi ( )M  ve 

M den  ye C  fonksiyonların cümlesi de ( , )C M  olsun. Her , , ( )X Y Z M  ve 

,a b  için  

                                                    : ( ) ( ) ( , )g M M C M      

dönüşümü 

i) Simetrik  

( , ) ( , ),g Y X g X Y   

ii) Pozitif tanımlı 

0Y   için ( , ) 0g Y Y   ve ( , ) 0 0,g Y Y Y     

iii) Bilineer 

  ( , ) ( , ) ( , )g aX bY Z ag X Z bg Y Z     

şartlarını sağlıyorsa g ye M üzerinde bir Riemann metriği veya (2,0)-mertebeli metrik 

tensör ve ( , )M g  ikilisine de bir Riemann manifoldu adı verilir (O’Neill, 1983). 

2.1.18. Tanım  

,M  diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki C  vektör alanları cümlesi ( )M  olmak 

üzere  

                             

2: ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )

lineer

Y

M M M

Y X Y X X

    

 
  

 dönüşümü her , , ( )X Y Z M  ve , ( , )f g C M  için 

i) ( )Y Y YX Z X Z      
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ii) 
fY gX Y XZ f Z g Z       

iii) ( ) ( )Y YfX f X Y f X      

şartlarını sağlıyorsa,   ya M  manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve 'Y e Y  e göre 

kovaryant türev operatörü denir (Yano, 1979). 

 2.1.19. Tanım  

,M  n-boyutlu bir manifold ve M üzerindeki konneksiyon   olsun. Bu durumda  

                            
 

: ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ,X Y

M M M

X Y X Y Y X X Y

    

   
  

olarak tanımlanan vektör değerli tensöre M üzerinde tanımlı   konneksiyonunun 

torsiyon tensörü denir. Burada torsiyon tensörü anti-simetriktir. 

2.1.20. Tanım  

( , ),M g  bir Riemann manifoldu ve   da M  üzerinde tanımlanan afin konneksiyon  

olsun. Bu durumda  her , , ( )Y X Z M  olmak üzere   dönüşümü 

i) Konneksiyonun sıfır torsiyon özelliği 

 ,   Y XY X X Y    

ii) Konneksiyonun metrikle bağdaşma özelliği   

             ( , ) ( , ) ( , )Y YYg X Z g X Z g X Z      

özellikleri sağlanıyorsa  ya M üzerinde Riemann konneksiyonu  veya  Levi-Civita  

konneksiyonu denir (Yano, 1979).  

( , ),M g  n-boyutlu Riemann manifoldu üzerindeki  Levi-Civita konneksiyonu  olmak 

üzere her , , ( )X Y Z M  için  

             
     

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

   

  

Xg Z Y Xg Z Y Zg Y X Yg X Z

g X Z Y g Z X Y g Y X Z
                              (2.3) 

şeklinde tanımlanan eşitliğe Kozsul formülü adı verilir(Hacısalihoğlu,1983). 



 13 
 

 
 

 

2.1.21. Tanım  

( , )M g Riemann manifoldu ve  de M  üzerinde Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere 

Her , , ( )Y X Z M  için 

                                        
: ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( , )

R M M M M

Y X Z R Y X Z

     


  

olmak üzere  

                                         ,
( , ) Y X X Y Y X

R Y X Z Z Z Z                                     (2.4) 

ile tanımlan R  fonksiyonu M  üzerinde bir (3,1)-tipinde tensör alanıdır. Bu tensör M nin 

Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Burada her , , , ( )Y X Z W M  için Riemann 

eğrilik tensörü  R   

i) ( , ) ( , )R Y X Z R X Y Z    

ii) ( ( , ) , ) ( ( , ) , )g R Y X Z W g R Y X W Z    

iii) ( , ) ( , ) ( , ) 0R Y X Z R X Z Y R Z Y X    (I. Bihanchi özdeşliği) 

iv) ( ( , ) , ) ( ( , ) , )g R Y X Z W g R Z W Y X   

özelliklerine sahiptir (O’ Neill, 1983).  

2.1.22. Tanım  

( , ),M g n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve  1 2, ,..., ne e e  ortonormal vektör alanları 

( )M nin bir bazı olsun.  

                                     

1

: ( ) ( )

( ) ( , )

 





  
n

i i

i

Q M M

Y Q Y QY R Y e e
                                  (2.5)  

ile tanımlanan Q  operatörüne M  nin Ricci operatörü denir (O’ Neill, 1983).  
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( , ),M g  n-boyutlu bir Riemann manifoldu R  de Riemann manifoldunun Riemann eğrilik 

tensörü olsun.  1 2, ,..., ne e e  cümlesi ( )M  nin ortonormal vektör alanları olmak üzere 

her , ( )X Y M  için  

                               

1

: ( ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) ( ( , ) , )
n

i i

i

S M M C M

Y X S Y X g R X e e Y

  



 

 
                       (2.6) 

biçiminde tanımlanan (2,0)-tipindeki tensöre M  nin Ricci tensörü denir. Kolayca 

görülebilir ki Ricci tensörü simetriktir. Ayrıca M nin Ricci operatörü Q  olmak üzere  

                                                      ( , ) ( , )S Y X g QY X                                                  (2.7) 

şeklinde tanımlanabilir (O’ Neill, 1983). 

n -boyutlu bir Riemann manifoldu ( , )M g ve  1 2, ,..., ne e e  ortonormal vektör alanları 

olsun. O halde 

                                                           
1

( , )
n

i i

i

S e e


                                                      (2.8)  

değerine M ’nin skaler eğrilik fonksiyonu adı verilir (O’ Neill, 1983). 

Diğer taraftan bir ( , ),M g Riemann manifoldunun X  doğrultusundaki Ricci eğriliği    

                                                   
( , )

( )
( , )

S X X
k X

g X X
                                                          (2.9)  

ile tanımlanır.  

n -boyutlu bir Riemann manifoldu ( , )M g  olsun. Bu durumda,  her , ( )Y X M  için  

                                                     ( , ) ( , )S Y X g Y X                                                (2.10)  

olacak biçimde    fonksiyonu varsa M ’ye Einstein manifoldu adı verilir. Burada Eş. 2.10 

da ,iX Y e   1 i n    ortonormal bazı seçilirse 
n


    olduğu görülür.  
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Eğer S  Ricci tensörü  her , ( )Y X M  için  

                                       ( , ) ( , ) ( ) ( )S Y X ag Y X b Y X                                             (2.11)  

eşitliği sağlanıyor ise M ’ye  -Einstein manifoldu adı verilir. Burada a  ve ,b M üzerinde 

fonksiyonlar ve  -da 1-formdur (Yano, 1979).  

2.1.23. Tanım  

( , ),M g  bir Riemann manifoldu olarak verilsin . 
pT M  tanjant uzayın iki boyutlu alt uzayı  

   olmak üzere ,Y X    tanjant vektörleri için B fonksiyonu 

                                         2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0  B Y X g Y Y g X X g Y X   

biçiminde tanımlansın. 

                                                   
( ( , ) , )

( , )
( , )


g R Y X X Y

K Y X
B Y X

                                      (2.12)  

eşitliğine   nin kesit eğriliği denir ve ( )K  ile gösterilir.  

Her p M  ve ,p p pY X T M  için ( , )p pK Y X  sabit ise M  ye sabit kesit eğrilikli uzay veya 

reel uzay form denir. Bu durumda M  Riemann manifoldunu c-sabit kesit eğriliğine sahip 

reel uzay form ise M  nin R  Riemann eğrilik tensörü  

                                   ( , ) { ( , ) ( , ) } R Y Z X c g Z X Y g Y X Z                                          (2.13) 

şeklinde verilir (O’ Neill, 1983). 

2.2. Altmanifoldlar  

Bu kısımda, Riemann manifoldunun altmanifoldu tanımlanıp, temel özellikleri 

incelenmektedir. 

2.2.1. Tanım  

m-boyutlu M  ve n-boyutlu M  Riemann manifoldları olmak üzere :f M M  

diferensiyellenebilir dönüşümü verilsin. 
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Eğer 
*( ( ( ))) qboy f T M p  ise f ’nin q M  dekii rankı p dur denir ve ( ) qrank f p  

şeklinde verilir.  

Eğer ( ) ( )boy M rank f  ise f ye bir immersiyon veya daldırma, ( )f M ’ye de M ’nin 

immersed  veya gömülmüş altmanifoldu adı verilir. 

Eğer f  immersiyonu bire bir ise f ye imbeding veya gömme , ( )f M ’ye de M ’nin 

gömülen altmanifoldu veya  altmanifoldu denir (Chen, 1973). 

2.2.2. Tanım 

( , )M g m-boyutlu ve ( , )M g n-boyutlu Riemann manifoldları ve :f M M  bir 

immersiyon olsun. Her , pY X T M  için  

* *: ( , ) ( , )p pg f Y f X g Y X  

olması durumunda f dönüşümüne izometrik immersiyon veya metriği koruyan immersiyon 

denir. (Chen, 1973). 

2.2.3. Tanım 

n-boyutlu M  manifoldu üzerinde 

:

, ( )



   

p

p p p

D M T M

p D T M boy D r n
 

şeklinde tanımlı D  dönüşümüne distribüsyon adı verilir. Her ( )Y M  için 
p pX D  ise 

X  vektör alanı D ’ye aittir denir.  Eğer p noktası için D ye ait r tane diferensiyellenebilir 

liner bağımlı olmayan vektör alanı varsa D ye diferensiyellenebilir düstribüsyon adı verilir 

(Duggal ve Bejancu,1996). 

Eğer D  ye ait iki vektör alanının Lie-operatörü de D ye aitse D ye integrallenebilirdir 

denir.   

N  bir diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki n-boyutlu distribüsyon ve M  de N nin 

bir altmanifoldu olsun. Eğer p M  için pT M  ile
pD birbiriyle aynı ise M ’ye D ’nin 

integral manifoldu adı verilir. Yani  
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:f M N  

bir imbeding olmak üzere, her p M  için  

*( )p pf T M D   

dir.  

Bir N   diferensiyellenebilir manifoldunun altmanifoldu M  olsun. , N üzerinde lineer 

konneksiyon ve D  de N üzerinde bir distribüsyon olsun. Eğer ( ( ))X N  ve Y D  

için XY D   ise D  distribüsyonu paraleldir denir (Duggal ve Bejancu 1996; Yano ve 

Kon 1984). 

2.2.4. Tanım  

( , ),M g  bir Riemann manifoldunun altmanifoldu M  olsun. Her q M  için  

                         : ( , ) 0,     q q q q q pT M U T M g X U X T M   

şeklinde yazılan altuzayına M nin normal uzayı adı verilir. 
qU  vektörüne de M  nin 

normal vektörü ,
qU  nin birim vektör olması durumunda da 

qU  vektörüne M  nin birim 

normal vektörü adı verilir. M  nin tüm normal vektörlerini kapsayan T M  altuzayına da 

M  nin normal demeti  adı verilir.  

2.2.5. Not  

,M Riemann manifoldunun altmanifoldu M  olmak üzere ,TM M  altmanifoldunun tanjant 

demetini ve T M de M  altmanifoldunun bütün normal vektörlerinin  demetini göstersin. 

O halde, M  manifoldunun tanjant demetini    

                                                           TM TM T M    

şeklinde yazabiliriz.  
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2.2.6. Tanım  

( , ),M g  bir Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M  olsun. M ve M  üzerindeki 

Riemann konneksiyonlar sırasıyla  ve  da olmak üzere her ,X Y D  için 

                                       
: ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )

   



 

   Y Y

M M M

Y X Y X X X
  

ile tanımlı   simetrik bilineer forma M  nin ikinci temel formu denir. Eğer 0   ise M  

ye  total geodezik  altmanifold adı verilir.  

                                                  ( , )   Y YX X Y X                                                (2.14)  

şeklinde tanımlanan eşitliğe de Gauss formülü denir. Burada Y X  ve ( , ), Y X  Y X ’nin 

sırasıyla teğet ve normal parçalarıdır. Her , , ( )X Y Z M   için 

                         ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )        Y Y Y YX Z X Z X Z X Z                       (2.15) 

şeklinde tanımlanan eşitliğe de ikinci temel form  nın Y ye göre kovaryant türevi  ve 

’ya da M ’nin üçüncü temel formu adı verilir (Chen, 1973). 

( , ),M g  Riemann manifoldunun boyutu n olan bir altmanifoldu M  olsun. M üzerindeki 

bir q M  için 
qT M  nin ortonormal bazı  1 2, ,..., ne e e  olmak üzere M ’nin ikinci temel 

formu   nın normu  

                                                
2

, 1

|| || ( ( , ), ( , ))
n

i j i j

i j

g e e e e  


                                    (2.16) 

ile tanımlıdır.  

2.2.7. Tanım  

,M  Riemann manifoldunun boyutu n olan bir altmanifoldu M  olsun. M ’nin ikinci temel 

formu   olmak üzere q M  için 
qT M nin  ortonormal  1 2, ,..., ne e e  bazını alalım.  

                                                    
1

1
( , )

n

i i

i

H e e
n




                                                       (2.17)  
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biçiminde tanımlanan H ya M ’nin ortalama eğrilik vektörü adı verilir. Eğer ortalama 

eğrilik vektörü sıfır ise, M  ye minimal altmanifold denir (Pandey ve Gupta, 2008).  

2.2.8. Tanım  

,M  Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M nin ikinci temel formu   ve 

ortalama eğrilik vektörü H  olmak üzere her , ( )X Y M  için  

                                                   ( , ) ( , ) Y X g Y X H                                                  (2.18) 

ise M ’ye M ’nin total umbilik altmanifoldu adı verilir. Eğer 

                            ( ( , ), ) ( , ), g Y X H g Y X                 ( , )C M                         (2.19) 

şartı sağlanıyor ise M ’ye M ’nin pseudo-umbilik altmanifoldu adı verilir. Kolayca 

görülebilir ki her total umbilik altmanifold pseudo-umbilik altmanifolddur. Fakat tersi her 

zaman doğru değildir (Pandey ve Gupta, 2008). 

2.2.9. Tanım  

( , ),M g  bir Riemann manifoldunun M  bir altmanifoldu M  olsun. M nin normal 

demetindeki  konneksiyon   olmak üzere her ( )X M  ve ( )V M  için 

                               
: ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) V X X

A M M M

V X A V X A X V V

  



 

   
  

ile tanımlı bilineer dönüşümüne M nin şekil operatörü denir (Chen, 1973). 

                                            X V XV A X V                                                            (2.20)  

ifadesine de Weingarten formülü denir. M  nin bu durumda şekil operatörü VA nin 

kovaryant türevi de 

                                  ( )
Y

Y V Y V V YV
A X A X A X A X

                                           (2.21) 

biçiminde tanımlanır (Chen, 1973). 
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Her ( )Y M ve ( )V M  için ( , ) 0g Y V   ifadesinin ( )X M  göre kovaryant türevi 

alınırsa  

                                     ( , ) ( , ) ( , ) 0X XXg Y V g Y V g Y V                                       (2.22)  

olur. Eş. 2.22 de,  Eş. 2.14 ve Eş. 2. 20 kullanılırsa  

                        ( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , ) 0X V Xg Y V g X Y V g Y A X g Y V         

dir. Buradan gerekli sadeleştirmelerle  

                                                ( , ) ( ( , ), )Vg A Y X g X Y V                                           (2.23) 

olduğu görülür. Bu son eşitlik M  nin ikinci temel formu   ile VA  şekil operatörü 

arasındaki bağıntıyı verir (Chen, 1973).  

2.2.10. Tanım  

( , ),M g  Riemann manifoldunun boyutu n olan bir altmanifoldu M  olsun. M  nin eğrilik 

tensörü  R  ve ,  da Riemann konneksiyonu olmak üzere her , , ( )Y X Z M  için  

                                      ,
( , ) Y X X Y Y X

R Y X Z Z Z Z       

şeklinde tanımlanan M  Riemann eğrilik tensörünü gözönüne alalım. Gauss ve Weingarten 

formülleri kullanılırsa  

 

   

   

,

,

,

( , )

( , )

( , )

( ( , )) ( ( , ))

( ( , , ))

( , ) ( , )

( ( , , ))

( , ) ( , )

( , ) ( , )

Y X

Y X X Y Y X

X X YY

Y X

Y X Y X Y X

Y X

Y X X X Z Y

X Y Y Y Z X

X Y

R Y X Z Z Z Z

Z X Z Z Y Z

Z Y X Z

Z X Z Z Y Z

Z Y X Z

Z Y Z A Y X Z

Z X Z A X Y Z

Z Z





 



 



 

 





 

     

     

  

      

  

      

     

   ( , ) ( , )Y XX Z Y Z   

 

eşitliği elde edilir. Burada gerekli sadeleştirmeler yapılırsa  
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( , ) ( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

Y XY X X Y X Y

Y Y Y

X X X

Y Z X Z

R Y X Z Z Z Z Z

X Z X Z X Z

Y Z Y Z Y Z

A X A Y 

  

  

 





      

    

    

 

 

dir. Böylece yukarıdaki denklem tekrar toplanırsa 

 ,

( , ) ( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

Y X X Y Y X

Y Y Y

X X X

Y Z X Z

R Y X Z Z Z Z

X Z X Z X Z

Y Z Y Z Y Z

A X A Y 

  

  





     

    

    

 

 

yazılabilir. Buradan da Eş. 2.15 kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa  

                          
( , ) ( , )( , ) ( , )

( )( , ) ( )( , )

Y Z X Z

Y X

R Y X Z R Y X Z A X A Y

X Z Y Z

 

 

  

   
                                      (2.24)  

olduğu görülür. Bu eşitlik  ( )W M  ile çarpılırsa,  

                          
( , , , ) ( , , , ) ( ( , ), ( , ))

( ( , ), ( , ))

R Y X Z W R Y X Z W g X Z Y W

g Y Z X W

 

 

 


                       (2.25)  

eşitliğine  elde dönüşür. Bu eşitliğe de  Gauss denklemi denir (Chen, 1990).  

Ayrıca, Eş. 2.24 ün teğet ve normal parçaları sırasıyla  

                                 
( , ) ( , )( ( , ) ) ( , )T

Y Z X ZR Y X Z R Y X Z A X A Y                               (2.26)  

ve  

                                  ( ( , ) ) ( )( , ) ( )( , )Y XR Y X Z X Z Y Z                                     (2.27)  

verilir. Eş. 2.27 ye Codazzi denklemi adı verilir. Eğer Eş. 2.27 de ( ( , ) ) 0R Y X Z    ise 

altmanifolda eğrilik-invaryant altmanifold denir.  
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Ayrıca, M ’nin normal demetinin eğrilik tensörü R  olmak üzere her , ( )Y X M  ve 

( )V M  için  

                                 ,
( , ) Y X X Y Y X

R Y X V V V V                                              (2.28) 

 ile verilir. Böylece Eş. 2.28 de, Eş. 2.14 ve Eş. 2.20 kullanılırsa 

                              

 

   

   

,

,

,

( , )

( ) ( )

( , )

( , )

( , )

,

X

Y

Y X X Y Y X

X V X Y VY

VY X

Y X Y V VV

X Y X V VV

VY X

R Y X V V V V

V A X V A Y

V A Y X

V A Y A X Y A X

V A X A Y X A Y

V A Y X









 



 



 





     

     

  

     

    

 

 

yazılabilir. Bu eşitlikte gerekli sadeleştirmeler yapılırsa  

          
 ,

( , ) ( , ) ( , ) 

 

    

 

       

       
Y X

Y X X Y V VY X

Y V V Y X V V XV V

R Y X V V V V Y A X X A Y

A X A X A X A Y A Y A Y
  

 olduğu görülür. Burada Eş. 2.21 ve Eş. 2.28 kullanılırsa  

                              
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )

V V

Y V X V

R Y X V R Y X V Y A X X A Y

A X A Y

   

   
                         (2.29)  

olur. Eş. 2.29 un her iki tarafı  ( )U M  ile çarpılırsa  

         

( ( , ) , ) ( ( , ) , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )

(( ) , ) (( ) , )

( ( , ) , ) ( , ) ( , )

V V

Y V X V

U V U V

g R Y X V U g R Y X V U g Y A X U g X A Y U

g A X U g A Y U

g R Y X V U g A Y A X g A X A Y

 



  

   

  

 

yazılır. Gerekli işlemler yapılırsa 

                           ( ( , ) , ) ( ( , ) , ) ( , , )U Vg R Y X V U g R Y X V U g A A Y X                      (2.30)  

şeklinde verilen eşitliğe Ricci denklemi adı verilir (Chen, 1990; Chen 1973). 
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3. KONTAK METRiK MANiFOLDLAR  

 

Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda, hemen hemen kontak metrik 

manifoldlar tanıtılarak bazı temel özelliklerine yer verilmiştir. İkinci kısımda, kosimplektik 

manifold ve kosimplektik manifoldun altmanifoldu üzerine indirgenen tensörler ile ilgili 

geometrik sonuçlar verildi.  

3.1. Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlar  

Bu kısımda, hemen hemen kontak metrik manifoldların tanımı verilerek  bazı temel teorem 

ve sonuçlar verilmiştir.  

3.1.1. Tanım  

,M  bir diferensiyellenebilir manifold ve her q M   noktası için 2J I    olacak biçimde 

qT M  tanjant uzayının bir J  lineer dönüşümü varsa, M  üzerindeki J  lineer dönüşümüne 

bir hemen hemen kompleks yapı ve J  lineer dönüşümüyle verilen manifolda da bir hemen 

hemen kompleks manifold denir. M  üzerinde (1,1)-tipindeki tensör alanı J  olsun. Her 

, ( )Y X M  için 

                                2( , ) , , , ,JN Y X J Y X JY JX J JY X J Y JX      

biçiminde tanımlı JN  tensör alanına J  hemen hemen kompleks yapısının Nijenhuis 

tensörü denir (Yano, 1984).  

3.1.2. Tanım  

( , ),M J  bir hemen hemen kompleks manifold olmak üzere eğer 0JN   ise M ’ye bir 

Kompleks manifold adı verilir (Yano, 1984; Yano,1979).  

M  üzerinde her , ( )Y X M  için  

( , ) ( , )g JY JX g Y X  

olarak verilen g  Riemann metriğine Hermitian metrik denir. Hermitian metriği ile 

tanımlanan hemen hemen kompleks manifolda da  hemen hemen Hermitian manifold 
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denir. Ayrıca, Hermitian metriği ile verilen kompleks manifolda da Hermitian manifold 

denir (Yano, 1984). 

,M  bir hemen hemen Hermitian manifold olsun. ( , ) ( , )X Y g X JY   şeklinde tanımlı    

dönüşümüne hemen hemen Hermitian yapının temel 2-formu denir. ,M  bir hemen hemen 

kompleks manifold olsun. Eğer   temel 2-formu kapalı yani, 0d   ise bu durumda M  

de bir g  Hermitian metriğine, Kaehlerian metrik denir. Bir Kaehlerian metriğine sahip bir 

M  kompleks manifolduna Kaehlerian manifold denir (Yano, 1979).  

3.1.3. Tanım  

,M (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold,   de M  üzerinde (1,1)-tipinde bir 

tensör,   bir vektör alanı,   da 1-form olmak üzere her ( )X M  için  

                     2 ( ) , 0, ( ) 0X X X X             ve    ( ) 1                      (3.1)  

ise ( , , )    üçlüsüne hemen hemen kontak yapı, üzerinde hemen hemen kontak yapı 

tanımlanan manifolda da hemen hemen kontak manifold adı verilir (Yano, 1984).  

3.1.4. Tanım  

,M  (2n+1)-boyutlu ( , , )    hemen hemen kontak yapısıyla verilen bir hemen hemen 

kontak manifold olsun. M  hemen hemen kontak manifoldu her , ( )X Y M   için  

                                                      

                                                              ( ) ( , ) Y g Y                                                    (3.2)  

ve  

                                                ( , ) ( , ) ( ) ( )g Y X g Y X Y X                                        (3.3)  

şartlarını sağlayan bir g  Riemann metriğine sahip ise ( , , , )g    dörtlüsüne M  üzerinde 

hemen hemen kontak metrik yapı ve hemen hemen kontak metrik yapıya sahip M  

manifolduna da  hemen hemen kontak metrik manifold denir (Yano, 1984).  
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3.1.5. Not  

Bundan sonraki kısımlarda hemen hemen kontak metrik manifold ( , , , )M g    biçiminde 

gösterilecektir.  

3.1.6. Teorem  

Boyutu (2n+1) olan ( , , , )M g   hemen hemen kontak metrik manifoldu üzerinde her 

, ( )Y Z M  için  

    ( , ) ( , ) ( ) ( )    g Y Z g Y Z Y Z  

 şeklinde bir g   Riemann metriği daima vardır (Yano, 1979).  

3.1.7. Sonuç  

Boyutu (2n+1) olan ( , , , )M g    hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Her 

, ( )Y Z M   için : ( ) ( )M M    olmak üzere  

                                                   ( , ) ( , )  g Y Z g Y Z                                                  (3.4)  

dir. Eş. 3.4 bize    nin g  metrik tensörüne göre anti-simetrik  tensör alanı olduğunu verir 

(Yano, 1984). 

3.1.8. Tanım  

( , , , ),M g    (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold üzerinde tanımlanan bir 

( , , , )g   hemen hemen kontak metrik yapısı verilsin. Bu durumda her , ( )Y Z M   için  

                                                         ( , ) ( , ) Y Z g Y Z                                                (3.5)  

olacak şekilde tanımlı   dönüşümüne ( , , , )g    nin temel  2 -formu  denir. O halde her 

, ( )Z Y M  için   

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )Y Z g Y Z g Y Z g Z Y Z Y           

dir. Yani temel 2-form  , anti-simetriktir (Yano, 1979). 
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3.1.9. Tanım  

( , , , )M g   hemen hemen kontak metrik manifold olmak üzere ( , , , )M g    üzerinde 

(1,1)-tipinde bir tensör alanı   olsun. Her , ( )Y Z M için   

       2( , ) , , , ,          N Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z  

şeklinde tanımlı (1,2)-tipindeki N  tensör alanına ( , , , )M g   hemen hemen kontak 

metrik manifoldunun Nijenhuis tensörü denir.  

3.1.10. Tanım  

( , , , ),M g    (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Eğer  

                                                           2 0N d                                                      (3.6) 

 ise ( , , , )M g   ye normaldir denir. Burada d  dış türevi her , ( )Y Z M  için  

                                            2 ( , ) ( ) ( ) ( , )     d Y Z Y Z Z Y Y Z   

 ile tanımlıdır (Yano, 1984). 

3.1.11. Tanım  

( , , , ),M g    hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu M  verilsin. Bu 

durumda ( , , , )M g   deki g  Riemann metriği M üzerine indirgenmiş olur. Böylece 

( , )M g  de bir Riemann manifoldu olur. Her ( )X M  ve  ( )V M   

                                                            X TX NX                                                       (3.7)  

ve  

                                                             V tV nV                                                         (3.8)  

şeklinde yazılır. Eş. 3.7 de  TX  ve NX  sırasıyla X  in teğet ve normal parçalarını, tV   

ve nV de sırasıyla V nin teğet ve normal parçalarını göstermektedir. Böylece altmanifold 

üzerine indirgenen bu tensörler  
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                                 : ( ) ( ), : ( ) ( )T M M N M M       

ve 

                                : ( ) ( ), : ( ) ( )t M M n M M        

şeklinde tanımlanan lineer dönüşümlerdir. Burada 0N    ise M ’ye  invaryant, 0T    ise 

M ’ ye ( , , , )M g    nin anti-invaryant altmanifoldu denir (Pandey, 2008).  

 

Şimdi  her ( )X M  için Eş. 3.7 ye    uygulanırsa  

2 ( ) ( )X X TX NX       

yazılır. Burada Eş. 3.1 kullanılırsa   , M  teğet olduğundan  

                                        2( )      X X T X NTX tNX nNX                                      (3.9) 

olduğu görülür. Eş. 3.9 un teğet bileşenlerinden  

                                                        2 ( )T X tNX X X       

yazılır. O halde  

                                                              2T I tN                                              (3.10)  

dir. Şimdi Eş. 3.9 un normal bileşenlerinden,  

0NTX nNX   

yazılır. Burada  

                                                                0NT nN                                                     (3.11)  

elde edilir.  

Aynı şekilde ( )V M  için 

                                                            2 ( )V V V       
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yazılır. Burada Eş. 3.8 ve ( ) 0V    olduğu kullanılırsa  

                                                   ( ) ( ) ( )      V V tV nV     

Buradan  

                                                        2    V TtV NtV tnV n V                                        (3.12)  

elde edilir. Böylece Eş. 3.12 nin teğet bileşenlerinden  

                                                                     0TtV tnV    

dir. O halde  

                                                                         0Tt tn                                                (3.13)  

yazılır. Şimdi Eş. 3.12 nin normal bileşenlerinden  

                                                                 2NtV n V V     

dir. Buradan da  

                                                                    2Nt n I                                                  (3.14)  

bulunur.  Ayrıca, her , ( )X Y M   için Eş. 3.4 ten  

                                                           ( , ) ( , )g X Y g X Y     

yazılabilir. Böylece Eş. 3.7 kullanılırsa  

( , ) ( , )   g TX NX Y g X TY NY  

Buradan         

                                                         ( , ) ( , ) g TX Y g X TY                                       (3.15)  

dir. Aynı şekilde her  , ( )V W M  için Eş. 3.4 ten  

                                                         ( , ) ( , )g X V g X V    

yazılır. Böylece Eş. 3.8 kullanılırsa  
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( , ) ( , )   g tV nV W g V tW nW  

  olur. Buradan          

                                                              ( , ) ( , ) g V nW g nV W                                            (3.16)  

dir. Aynı biçimde her ( )X M  ve ( )V M  için Eş. 3.4 ten  

                                                    ( , ) ( , )g V W g V W     

yazılır. Böylece Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 kullanılırsa  

( , ) ( , )   g TX NX V g X tV nV  

olur. Buradan                   

                                                     ( , ) ( , ) g NX V g X tV                                           (3.17)  

eşitlikleri vardır.  

Ayrıca, ( , , , )M g    hemen hemen kontak metrik manifoldu üzerinde   Levi-Civita 

konneksiyonunu göstermek üzere her , ( )X Y M  için   tensörünün kovaryant türevi  

                                                          ( )X X XY Y Y                                           (3.18)  

şeklinde tanımlanır. Burada altmanifolda indirgenen tensörlerin kovaryant türevleri de her 

, ( )X Y M  ve  ( )V M  için  

                ( )X X XT Y TY T Y            ve         ( )X X XN Y NY N Y                  (3.19)  

ve  

             ( )X X xt V tV t V             ve           ( )X X Xn V nV n V                      (3.20)  

şeklinde tanımlanır (Pandey, 2008). 
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3.2. Kosimplektik Manifoldun Altmanifoldları 

Bu kısımda, kosimplektik manifold tanımlanarak bir kosimplektik manifoldun 

altmanifoldu üzerine indirgenen tensörler ile ilgili bazı temel bağıntı ve sonuçlara yer 

verilmiştir.  

3.1.1. Tanım 

Hemen hemen kontak metrik manifold üzerinde tanımlanan ,  temel 2-form ve   1-form 

kapalıysa yani 0 d  ve 0 d  hemen hemen kontak metrik manifolda hemen hemen 

kosimplektik manifold adı verilir. Hemen hemen kosimplektik manifold normalse bu 

durumda kosimplektik manifold adını alır (Goldberg ve Yano, 1969). 

3.2.2. Tanım  

( , , , ),M g    (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu

M olsun. Eğer ( , , , )M g    üzerinde   Levi-Civita konneksiyonunu göstermek üzere 

her , ( )X Y M  için 

                                                              ( ) 0X Y                                                        (3.21)  

şartı sağlanıyorsa ( , , , ) 'M g   ye kosimplektik manifold adı verilir. Böylece Eş. 3.25 te 

Y   alınırsa  

                                                                    0X                                                        (3.22)  

olduğu görülür ( Goldberg ve Yano,1969). 

3.2.3. Sonuç  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M olmak üzere her ( )X M   

ve ( )M   için  

                                            0X          ve        ( , ) 0X                                         (3.23) 

dir. 
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İspat    

Her , ( )X Y M  için Eş. 2.14 te, Y   alındığında  

                                                       ( , )X X X                                                   (3.24)  

olur. Burada Eş. 3.24 de, Eş. 3.22 kullanılırsa  

                                                  ( , ) 0X X X                                                   (3.25)  

yazılır. Böylece  

                                                           ( , ) 0X X                                                   (3.26)  

dir. O halde Eş. 3.26 nın teğet ve normal bileşenleri karşılaştırılırsa  

                                                    0X      ve    ( , ) 0X     

sonucuna varılır.  

3.2.4. Sonuç   

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M  olmak üzere her 

( )V M  ve ( )M   için  

                                                  0VA        ve     ( ) 0VA X                                        (3.27)  

dir. 

İspat  

Her , ( )X Y M  ve  ( )V M için Eş. 2.23 te, X    alındığında  

                                                   ( , ) ( ( , ), )Vg A Y g Y V     

olur. Böylece Eş. 3.23 kullanılırsa  

                                                           ( , ) 0Vg A Y    

bulunur. Her ( )Y M  için doğru olduğundan 0VA    dir. 
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 Aynı şekilde her , ( )X Y M  ve  ( )V M  için Eş. 2.23 te, Y  alındığında  

                                                            ( , ) 0Vg A X     

olur. Burada Eş. 3.23 kullanılırsa ( , ) ( ) 0V Vg A X A X    sonucuna varılır.  

3.2.5. Sonuç  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olsun. Her , ( )Y X M için 

                                                    ( ) ( , )Y NXT X A Y t Y X                                          (3.28)  

ve  

                                                ( ) ( , ) ( , )Y N X n Y X TX Y                                        (3.29)  

dir.  

İspat  

Her , ( )Y X M için Eş. 3.18 den  

                                                     ( )Y Y YX X X        

dir. Burada Eş. 2.14, Eş. 3.21 ve Eş. 3.7 kullanılırsa  

                                       ( ( , )) 0Y Y YTX NX X Y X                                        (3.30)  

yazılır. Böylece Eş. 3.30 da; Eş. 2.14, Eş. 2.20, Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 yardımıyla  

  ( , ) ( , ) ( , ) 0            Y NX Y Y YTX Y TX A Y NX T X N X t Y X n Y X       (3.31)                              

olduğu görülür. O halde Eş. 3.31 de, Eş. 3.19 kullanılırsa  

              ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0         Y NX YT X t Y X A Y N X Y TX n Y X                (3.32)                         

 olur. Böylece Eş. 3.32 nin teğet ve normal parçaları sırasıyla  

                                                ( ) ( , )Y NXT X A Y t Y X    

ve  
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                                              ( ) ( , ) ( , )Y N X n Y X TX Y     

şeklinde yazılabilir.  

3.2.6. Sonuç  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olmak üzere her ( )X M   

ve  ( )V M  için  

                                                     ( )X nV Vt V A X TA X                                               (3.33)  

ve 

                                                ( ) ( , )X Vn V tV X NA X                                            (3.34)  

dir.  

İspat  

Her ( )X M  ve  ( )V M için Eş. 3.18 den  

                                                   ( )X X XV V V        

dir. Burada Eş. 2.20, Eş. 3.21 ve Eş. 3.8 kullanılırsa  

                                        0X X V XtV nV A X V          

yazılır. Böylece Eş. 2.14, Eş. 2.20, Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 den 

     ( , ) 0X nV X V V X XtV X tV A X nV TA X NA X t V n V                                (3.35)  

olduğu görülür. O halde Eş. 3.35 te Eş. 3.20 kullanılırsa  

                     ( ) ( ) ( , ) 0X nV V X Vt V A X TA X n V X tV NA X                               (3.36)   

şeklinde yazılır. Böylece Eş. 3.36 nın teğet ve normal bileşenleri sırasıyla  

( )X nV Vt V A X TA X    

ve  
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                                                    ( ) ( , )X Vn V tV X NA X     

dir.  

3.2.7. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M  olsun. Her , , ( )X Y Z M  

için  

                                                  T   paraleldir  NY NZA Z A Y                                     (3.37)  

dir.  

İspat 

Her , ( )X Y M için Eş. 3.28 in her iki yanı ( )Z M ile çarpılırsa  

                                                ( ( , ), ) 0 NYg A X t X Y Z   

dir. Burada Eş. 2.23 kullanılırsa  

                                 ( ( , ), ) ( ( , ), ) 0  g X Z NY g t X Y Z                                            (3.38) 

olur.  Burada Eş. 3.17 kullanılırsa 

( ( , ), ) ( ( , ), ) 0g X Z NY g X Y NZ    

olduğu görülür. Bu durumda Eş. 2.23 ten  

                                                   ( , ) ( , ) 0 NY NZg A Z X g A Y X   

olur. Böylece  

                                                                 0NY NZA Z A Y                                             (3.39) 

olur. 

Tersine  

           0NY NZA Z A Y   
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olsun. Buradan ( )X M  için  

                                                      ( , ) 0NY NZg A Z A Y X                                              (3.40) 

yazılır. Eş. 3.40 ta Eş. 2.23 kullanılırsa  

( ( , ), ) ( ( , ), ) 0g Z X NY g Y X NZ    

Eş. 3.17  den  

( , ) ( ( , ), ) 0NYg A X Z g t Y X Z   

         ( ( , ), ) 0NYg A X t Y X Z   

Eş. 3. 28 den 

(( ) , ) 0Xg T Y Z   

dir. Böylece ( )Z M  olduğundan  T paralel olduğu görülür. 

3.2.8. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olsun. O zaman her 

, ( )X Y M  ve  ( )V M  için  

                                           N  paraleldir V nVA TY A Y    

dir. 

İspat  

Her , ( )X Y M için N  paralelse  

                                                                    ( ) 0X N Y    

yazılır. Bu durumda Eş. 3.29 dan 

                                                           ( , ) ( , ) 0n X Y X TY                                        (3.41)  

dir. Her  ( )V M için Eş. 3.41 den  
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                                                      ( ( , ), ) ( ( , ), )g X TY V g n X Y V                              (3.42)  

olur. Bu durumda Eş. 3.42 de Eş. 2.23 ve Eş. 3.16 kullanılırsa  

                                       ( , ) ( ( , ), ) ( , )V nVg A TY X g X Y nV g A Y X      

dir. Burada ilk ve son terimlerden  

V nVA TY A Y   

olduğu görülür.  

Tersine V nVA TY A Y  olsun. O halde her ( )X M  için  

                                                             ( , ) 0V nVg A TY A Y X    

yazılabilir. Burada Eş. 2.23 ve Eş. 3.16 dan  

                                        

0 ( , ) ( , )

( ( , ), ) ( ( , ), )

( ( , ), ) ( ( , ), )

 

 

 

 

 

V nVg A TY X g A Y X

g X TY V g X Y nV

g X TY V g n X Y V

  

her  ( )V M  için bu eşitlik daima doğru olduğundan  

                                                               ( , ) ( , )X TY n X Y    

dir. Bu eşitlik Eş. 3.29 da yerine yazılır 

                                                                    ( ) 0X N Y    

olduğu görülür. Bu da 'N nin  paralel olduğunu gösterir. 

3.2.9. Teorem 

( , , , ),M g    Kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M  olsun. Her , ( )Y X M  için                 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )         X nV VN Y X NTY Y NTX A Y A TY g TY tV Y TtV              (3.43)                             

dir. 

İspat  
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Her , ( )X Y M için Eş. 3.29,  her  ( )V M  ile çarpılırsa  

                    (( ) , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )Xg N Y V g n X Y V g X TY V      

olur. Burada Eş. 3.16 ve Eş. 3.17 kullanılırsa  

                   (( ) , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )Xg N Y V g X Y nV g h X TY V                                           (3.44)  

 yazılır. Bu durumda Eş. 3.44 te, Eş. 2.23 kullanılırsa  

                      (( ) , ) ( , ) ( , )X nV Vg N Y V g A Y X g A TY X      

dir. Böylece  

                                (( ) , ) ( , )X nV Vg N Y V g A Y A TY X                                               (3.45) 

elde edilir. Diğer taraftan hipotezi kullanarak her ( )V M  için  

                            

(( ) , ) ( ( ) ( ) , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ( , ) , ) ( ) ( , )

 

 

 

 

  

 

  

  

Xg N Y V g X NTY Y NTX V

X g NTY V Y g NTX V

X g TY tV Y g TX tV

g g TY tV X Y g TtV X

  

burada  

                                (( ) , ) ( ( , ) ( ) , )    Xg N Y V g g TY tV Y TtV X                           (3.46)  

dir. O halde Eş. 3.45 ve Eş. 3.46 denklemlerinin ikinci tarafları eşitlenirse  

                                 ( , ) ( )   nV VA Y A TY g TY tV Y TtV   

olduğu görülür. 

3.2.10. Tanım  

( , , , ),M g   bir kosimplektik manifold olsun. Böylece ( , , , )p M g   deki pT M  

tanjant uzayında   ile lineer bağımlı olmayan bir X  vektörü için X  ile X   vektörlerinin 

gerdiği düzleme  -kesiti denir. ( , , , )M g    üzerinde bir vektör alanı ve her bir nokta 

için  -kesiti sabit ise manifolda sabit kesit eğriliğine sahiptir denir. c -sabit kesit 
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eğriliğine sahip bir ( , , , )M g   kosimplektik manifolduna Kosimplektik uzay form denir 

ve bu ( )M c  ile gösterilir. ( )M c  kosimplektik uzay formunun R  eğrilik tensörü de  

        





( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
4

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) 2 ( , )

c
R Y X Z g X Z Y g Y Z X Y Z X

X Z Y X g Y Z Y g X Z

g X Z Y g Y Z X g Y X Z

 

     

     

  

  

  

                                 (3.47)  

biçiminde verilir. 

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldu ve bunun bir altmanifoldu M olsun. Eş. 3.47 de Z  

yerine ( )V M   alınırsa  

               ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )
4

c
R Y X V g Y V X g X V Y g Y X V                                (3.48)  

yazılır. Bu denklem ile ( )U M çarpılırsa  

                




( ( , ) , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

2 ( , ) ( , )

c
g R Y X V U g Y V g X U g X V g Y U

g Y X g V U

   

 

 



  

olur. Burada Eş. 2.30 kullanılırsa  

                


  

( ( , ) , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

2 ( , ) ( , ) ( , , )V U

c
g R Y X V U g NX V g NY U g NY V g NX U

g Y TX g nV U g A A Y X

  

 

                 (3.49)  

olduğu görülür. Ayrıca Eş. 2.24 ve Eş. 3.47 kullanılırsa (2n+1)-boyutlu ( )M c  

kosimplektik uzay formunun bir M  altmanifoldunun Riemann eğrilik tensörü R  olmak 

üzere  

   



 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) 2 ( , )

( )( , ) ( )( , )

 

   

     

   

 

   

  

   

   

X Z Y Z

X Y

c
R Y X Z g X Z Y g Y Z X Y Z X X Z Y

X g Y Z Y g X Z g Y Z X

g X Z Y g Y X Z A Y A X

Y Z X Z

                         (3.50)  

biçiminde ifade edilebilir. Böylece Eş. 3.50 nin teğet ve normal bileşenleri sırasıyla 
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 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) 2 ( , )  

   

   

   

  

   X Z Y Z

c
R Y X Z g X Z Y g Y Z X Y Z X X Z Y

X g Y Z Y g X Z g Y TZ TX

g TX Z TY g Y TX TZ A Y A X

                         (3.51)  

ve  

  



( , ) ( )( , ) ( )( , ) ( , ) ( , )
4

2 ( , )

 

     



Y X

c
R Y X Z X Z Y Z g Y TZ NX g TX Z NY

g Y TX NZ

            (3.52) 

olduğu görülür. 
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4. KONTAK PSEUDO-SLANT ALTMANİFOLDLAR  

 

Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda, problemimizin detaylarının daha iyi 

anlaşılması için öncelikle hemen hemen kontak metrik manifoldların kontak pseudo-slant 

altmanifoldları tanımlandı. Kontak pseudo-slant altmanifoldlarla ilgili teorem ve sonuçlara 

yer verildi. İkinci kısımda kosimplektik manifoldların kontak pseudo-slant 

altmanifoldlarının tanımından ortaya çıkan distribüsyonların integrallenebilirliği için 

gerekli ve yeterli şartlar araştırıldı. Ayrıca, D -geodezik, D -geodezik ve mixed-

geodeziklik kavramları tanımlanarak bazı sonuçlar verildi. ( , , , ),M g    kosimplektik 

manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu  M  nin kontak pseudo-slant 

çarpım olduğu gösterildi. Son kısımda, kosimplektik uzay formlarının kontak pseudo-slant 

altmanifoldu M  nin Ricci tensörü hesaplandı ve her kosimplektik uzay formun kontak 

pseudo-slant altmanifoldunun  -Einstein olduğu gösterildi. Kosimplektik uzay formunda 

kontak pseudo-slant altmanifoldun skaler eğriliği hesaplandı. Çalışmamız 9 da 5-boyutlu 

proper kontak pseudo-slant altmanifold örneği ile desteklendi. 

4.1. Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldların Kontak Pseudo-Slant 

Altmanifoldları  

Bu kısımda, bir hemen hemen kontak metrik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu 

tanımlanarak kontak pseudo-slant altmanifoldları karakterize eden tanım, teorem ve 

sonuçlar  verildi. 

4.1.1. Tanım  

Bir hemen hemen kontak metrik manifold ( , , , )M g   nin bir altmanifoldu M olmak 

üzere, M  nin her bir p  noktasındaki 
pT M  tanjant uzayını r-boyutlu 

pD  alt vektör 

uzayına götüren dönüşüm D  olsun. ( )M   olmak üzere her p M  ve her 
p pX D   

vektörü için 
pX  ve 

pD  alt vektör uzayı arasındaki ( )D p  açısı sabit yani, p M ve 

p pX D  nin seçiminden bağımsız ise M  üzerinde D   distribüsyonuna slant distribüsyon 

denir. D   sabit açısına da D   distribüsyonun slant açısı denir. Buradan sonraki kısımda 

slant distribüsyonu D   ile göstereceğiz.  
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4.1.2. Teorem  

( , , , ),M g    hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu M  ve D  ta 

M  üzerinde   ye ortogonal distribüsyon olsun. Bu durumda D  ın slant olması için gerek 

ve  yeter şart her X D  için  

                                                           2T X X    

eşitliğini sağlayan bir  0,1  sabit sayısının var olmasıdır. Ayrıca  2cos D
   dir 

(Cabrerizo, 1999). 

4.1.3. Tanım  

( , , , ),M g    hemen hemen kontak metrik manifoldun bir altmanifoldu M  ve p M  

için 
p  ile lineer bağımlı olmayan sıfırdan farklı bir vektör X  olsun. TX  ile X  

arasındaki açıya slant açısı denir. Bu açıyı ( )p  ile gösterelim. p M   noktası ve her 

 ( ) pX M    için 
( )p  slant açısı sabit ise M  ye ( , , , )M g   nin slant altmanifoldu 

denir. Ayrıca ( ) 0,
2

p



 

 
 

 dir (Cabrerizo, 1999). 

Buna göre bir hemen hemen kontak metrik manifoldunun  

i) Anti-invaryant altmanifoldları özel olarak 
2


    slant açılı slant altmanifoldlardır.  

ii) İnvaryant altmanifoldları ise 0  ,  slant açılı slant altmanifoldlardır.  

Bir slant altmanifold invaryant ve anti- invaryant değilse, proper-slant altmanifold olarak 

adlandırılır.  

4.1.4. Teorem  

Bir hemen hemen kontak metrik manifold ( , , , )M g    nin    ye teğet altmanifoldu M  

olsun. Bu durumda M  nin slant altmanifold olması için gerek ve yeter şart  

                                                   2 ( )T I                                                        (4.1)  
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olacak şekilde bir  0,1  sabiti olmasıdır. Ayrıca M   nin slant açısı    ise 2cos    

dir (Cabrerizo, 2000).  

İspat   

,M  slant altmanifold olsun. Bu durumda her ( )X M   için TX  ile X   arasındaki slant 

açısı    olmak üzere cos
TX

X



  dir. Ayrıca 

                             
2( , ) ( , ) ( , )

cos
g TX X g TX X g T X X

TX X TX X TX X

 


  
       

yazılabilir. Böylece ilk ve son terimlerden  

                                           2( , ) cos .g T X X TX X     

olur. Burada cosTX X   olduğu kullanılırsa 

22 2 2 2( , ) cos cos . cos ( , ) cos ( , )           g T X X X g X X g X X  

dir. Buradan da Eş. 3.1 den  

                                                      2 2cos ( ( ) )T X X X                                           (4.2)  

yazılır. Böylece  2 ( )T I       elde edilir.  

 

Tersine her ( )X M  için  

                                                          2 ( ( ) )T X X X       

olacak  şekilde  0,1  sabiti olsun. M  nin slant altmanifold olduğunu gösterelim.  

2

2

( , ) ( , ) ( , )
cos

( ( ) , ) ( , ) ( , )




  

     
 

  

   


   

g TX X g TX TX g T X X

TX X TX X TX X

g X X X g X X g X X

TX X TX X TX X

 



 43 
 

 
 

Böylece  

                                                  
1

cos
cos

X

TX


  


    

olur. Dolayısıyla  

2cos   

elde edilir. O halde    sabit olduğundan ,M     açılı  slant altmanifold olur.  

4.1.5. Sonuç  

Bir hemen hemen kontak metrik manifold ( , , , )M g    nin   slant açılı bir slant 

altmanifoldu M  olsun. O zaman her , ( )X Z M  için  

                                     2( , ) cos ( , ) ( ) ( )   g TX TZ g X Z X Z                                  (4.3)  

ve  

                                    2( , ) sin ( , ) ( ) ( )   g NX NZ g X Z X Z                                  (4.4)  

dir (Cabrerizo ve diğerleri, 2000a).  

İspat   

Eş. 3.15 te X  yerine TX  alınır ve Eş. 4.1 kullanılırsa  

                                         

 

2

2

2

( , ) ( , )

(cos ( ( ) , )

cos ( , ) ( ) ( )

  

  

 

 

 

g TX TZ g T X Z

g X X Z

g X Z X Z

  

bulunur. Böylece Eş. 4.3 ispatlanmış olur. Şimdi Eş. 4.4 ün ispatı için Eş. 3.3 ve Eş. 3.7  

kullanılırsa  

                        
( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

   

 

 

  

g X Z g X Z X Z

g TX TZ g NX NZ g X Z X Z
  

burada, Eş. 4.3 kullanılırsa 
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2

2

( , ) ( , ) ( ) ( ) cos ( , ) ( ) ( )

sin ( , ) ( ) ( )

    

  

   

 

g NX NZ g X Z X Z g X Z X Z

g X Z X Z
  

böylece, Eş. 4.4 elde edilir.  

4.1.6. Tanım  

Bir hemen hemen kontak metrik manifoldunun ( , , , )  M g nin altmanifoldu M  olsun. 

Bu durumda 

i) TM D D

   , D         

ii) D  distribüsyonu, anti-invaryant(total-reel) distribüsyon yani, ( )D T M   .                           

iii) M  -üzerinde ,D  -slant açılı slant distribüsyon olmak üzere D  ile D   

arasındaki slant açı 
2


    dir.  

yukarıdaki şartları sağlayan iki ortogonal distribüsyon ,D D   varsa M  ye ( , , , )M g    

nin  kontak  pseudo-slant altmanifoldu adı verilir (Khan ve Khan, 2007).  

Bu tanımda eğer, 0    ise kontak pseudo-slant altmanifold semi-invaryant altmanifold 

adını alır. Böylece kontak pseudo-slant altmanifold semi-invaryant altmanifoldların bir 

genellemesidir. Diğer taraftan eğer, 
1( )boy D d   ve 2( )boy D d   ile gösterirsek 

aşağıdaki koşulları elde ederiz. 

i) Eğer 2 0d    ise ,M  bir anti- invaryant altmanifolddur.  

ii) Eğer 1 0d    ve 0    ise ,M  bir invaryant altmanifolddur. 

iii) Eğer 1 0d   ve 0   ise ,M   slant açılı proper-slant altmanifolddur.  

iv)  Eğer 1 2. 0d d   ve (0, )
2


   ise ,M  proper kontak pseudo-slant altmanifolddur. 

v) Eğer 1 2. 0d d   ve 0   ise ,M  semi-invaryant altmanifolddur. 

vi) Eğer 1 0d   ve (0, )
2


   ise ,M  proper-slant altmanifolddur. 

Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu ( , , , )M g   nin kontak pseudo-slant 

altmanifoldu M  olsun.  
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1 : ( ) ,M D                       2 : ( )M D     

ortogonal projeksiyonları göstersinler. Her ( )X M   için  

                                              1 2 ( )     X X X X                                                  (4.5)  

şeklinde yazılabilir. O halde  
1X D   ve 2 X D    dir.  

Şimdi  Eş. 4.5 e    uygulanırsa  

                                                     1 2X X X      

yazılır. Burada  Eş. 3.7 kullanılırsa  

                                      2 1 2TX NX T X N X N X        

olduğu görülür.  
1X D   olduğundan  1 0T X    dir.  

                                     2 1 2TX NX T X N X N X                                                (4.6)  

olur. Böylece Eş. 4.6 nın sırasıyla teğet ve normal bileşenleri  

                                                        2TX T X   

ve 

                                                1 2NX N X N X     

olduğu  görülür. Burada  

1 1 ,X N X       1 0T X   

 ve     

2 2 2 ,X T X N X       2T X D   

dir.  
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D  ve ,D   M   üzerinde ortogonal distribüsyonlar olduğundan her X D  ve Z D  

için  

                                                    X TX NX                                                              (4.7)  

ve  

                             ( ),Z TZ NZ NZ N D          0TZ                                          (4.8)  

dir. Şimdi Eş. 3.3 ten  

( , ) ( , ) ( ) ( )g X Z g X Z Z X      

yazılır. O halde Eş. 4.7 ve Eş. 4.8 kullanılırsa  

              ( , ) 0g NX NZ  

olduğu görülür. Burada ( )NX N D  ve ( )NZ N D  olduğundan, ( )N D ve ( )N D  

distribüsyonlarının birbirlerine ortogonal olduğunu gösterir. Böylece T M -normal 

uzayını ,  ( ) 'TM  nin T M deki ortogonal tümleyeni olmak üzere 

                                            ( ) ( )T M N D N D                                                   (4.9)  

şeklinde ifade edebiliriz. Burada, ( ) ( )N D N D

   dir. 

4.2. Kosimplektik Manifoldların Kontak Pseudo-Slant Altmanifoldları  

Bu kısımda, kosimplektik manifoldların kontak pseudo-slant altmanifoldlarının tanımından 

ortaya çıkan distribüsyonların integrallenebilirliği için gerekli ve yeterli şartlar araştırıldı. 

Ayrıca D -geodezik, D -geodezik ve mixed-geodeziklik kavramları verilerek 

kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant çarpımı incelenip, bazı sonuçlar elde edildi. 

Daha sonra problemimizi destekleyen hemen hemen kontak metrik yapısıyla 9  da 5  -

boyutlu proper kontak pseudo-slant altmanifold örneği kurularak D -distribüsyonunun 

integrallenebilir olduğu ve M  nin D -geodezik olmadığı fakat D  -geodezik ve mixed 

geodezik altmanifold olduğu görüldü.  
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Her ,Z W D  ve ( )X M  için Eş. 2.14, Eş. 2.20, Eş. 3.18 ve Eş. 2.23 kullanılarak                    

            

( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( ( ) , )

( ( ) , )

( , ) ( , )

( , ).

 

 

 

 

 

 

  

   

   

  

   

   

  

NZ NW

X X

X X

X X

X X

X X

NZ NW

g A W A Z X g W X NZ g Z X NW

g W Z g Z W

g Z W g Z W

g Z Z W

g W W Z

g Z W g W Z

g A W A Z X

  

elde ederiz. Buradan da  gerekli işlemler yapılırsa                                                             

                                                           NZ NWA W A Z                                                     (4.10) 

elde edilir. 

4.2.1. Teorem   

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun bir kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. O 

halde 

i) Herhangi bir X D  için 2 ( ( ) ),T X X X                 

ii) D   ya ortogonal ( ) X M  için 0TX    

şartları sağlanır. Burada  2cos   dır. 

İspat 

Teorem 4.1.4’ ten TM D D

   olduğundan D TM   dir. Ayrıca X D   ise 

( )X M  dir. Buradan da teoremin  ifadesi  açıktır. 

)ii  Tanım 4.2.8 ve Teorem 4.1.4’ ten TM D D

   olduğundan X D   için D  ya 

ortogonal olan X D   dir. Böylece  X NX  yazılabilir. Buradan 0TX  olduğu 

açıktır. 
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4.2.2. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M   olsun. O 

zaman  ,X Y D D

   için  ( , ) 0Y X   dır.  

İspat 

Her ,X Y D D

  için  

                                            ( , , ) ( , )Y Xg Y X g X Y                                           (4.11)  

yazılabilir. Burada Eş. 4.11 de  Eş. 2.14  ve Eş. 3.27  kullanılırsa  

                       ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0           Y X Y Xg Y X g X Y g X g Y   

olur. Buradan Eş. 3.2 den  

                                                ( , , ) ( , ) 0g Y X Y X     

olduğu görülür.  

4.2.3. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. O 

zaman anti-invaryant distribüsyon D  in integrallenebilir olması için gerek ve yeter 

şartlardan biri her ,X Y D   için  

                                                              NX NYA Y A X                                                   (4.12) 

olmasıdır.  

İspat   

Her  ,X Y D  için Eş. 3.18 den  

                                                    ( )X X XY Y Y        

dir. Böylece Eş. 2.14, Eş. 3.21 ve Eş. 3.7 den  
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                                                   0 ( ( , ))X XNY Y X Y                                      (4.13)  

yazılabilir. Burada Eş. 4.13 te Eş. 2.20, Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 kullanılırsa  

               ( , ) ( , ) 0NY X X XA X NY T Y N Y t X Y n X Y                                  (4.14)  

dir. O halde Eş. 4.14 ün teğet bileşenleri alınırsa  

                                                     ( , ) 0NY XA X T Y t X Y                                      (4.15)  

olur. Böylece Eş. 4.15 te X  ve Y  nin rolleri değiştirilirse  

                                                       ( , ) 0NX YA Y T X t X Y                                    (4.16)  

dır. Burada Eş. 4.15 ile Eş. 4.16 taraf tarafa çıkarılırsa  

                                                 0NY NX X YA X A Y T Y T X                                    (4.17)  

olur. Burada gerekli düzenlemelerle  

                                                             , NY NXT Y X A X A Y                                     (4.18)  

yazılabilir. O halde Eş. 4.18 de her ,X Y D  için  ,Y X D  olması için gerek ve yeter 

şart  

NY NXA X A Y  

olmasıdır.  

4.2.4. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. O 

zaman anti-invaryant distribüsyon D  in integrallenebilir olması için gerek ve yeter 

şartlardan biri her ,Z W D  için  

                                                         ( ) ( )Z WT W T Z                                                  (4.19) 

olmasıdır.  
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İspat  

Her  ,Z W D  için Eş. 3.21 den  

                                                           ( ) 0Z W    

dir. Burada Eş. 3.18 den  

                                                          0Z ZW W                                                  (4.20)  

yazılır. Böylece Eş. 4.20 de;  Eş. 2.14, Eş. 2.20 ve Eş. 3.7 kullanılırsa  

                                               ( ( , )) 0Z ZNW W W Z                                         (4.21)  

olur. Bu durumda Eş. 4.21 de Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 kullanılırsa  

                 ( , ) ( , ) 0NW Z Z ZA Z NW T W N W t W Z n X Y                            (4.22)  

elde edilir. Burada Eş. 4.22 nin teğet bileşenleri alınırsa  

                                                   ( , ) 0NW ZA Z T W t W Z                                       (4.23)  

dır. Böylece Eş. 4.23 te gerekli düzenlemeler yapılırsa  

                                   ( , ) 0NW Z W WA Z T W T Z T Z t W Z                               (4.24)  

yazılabilir. Bu durumda Eş. 4.24 te de gerekli düzenlemelerle  

                                               , ( , )NW WT W Z A Z T Z t W Z     

olduğu görülür.  ,Z W D   için  ,Z W D olduğundan [ , ] 0T W Z   dır. 

                                                  ( , ) 0NW WA Z T Z t W Z                                          (4.25) 

dır. Benzer olarak  

                                                    ( , ) 0NZ ZA W T W t W Z                                       (4.26)  

yazılabilir. Burada Eş. 4.24  ve Eş. 4.25 taraf tarafa çıkarılırsa  

                                              0NW NZ W ZA Z A W T Z T W                                     (4.27)  
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dir. Böylece Eş. 3.19 ve Eş. 4.12 kullanılırsa  

                                                                 ( ) ( )Z WT W T Z     

elde edilir. Tersine  

                                                                  ( ) ( )Z WT W T Z    

olsun. Böylece  

                                                   Z Z W WTW T W TZ T Z        

yazılır. Burada her  ,Z W D  için 0,TW   0TZ   olduğundan  

                                                        , 0W ZT Z T W T W Z       

dır. Dolayısıyla D   integtallenebilirdir. 

4.2.5. Teorem 

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. O 

zaman slant distribüsyonu D  ın integrallenebilir olması için gerek ve yeter şartlardan biri 

her  W D  ve X D   için  

                                                            0 NW NWTA X A TX   

olmasıdır. 

İspat 

Her W D   ve ,X Y D   için  

                           ( , , ) ( , ) ( , ) ( , )      X Y Y Xg X Y W g Y X W g W X g W Y   

dir. Burada Eş. 3.3 ve Eş. 3.21 kullanılırsa  

                                    ( , , ) ( , ) ( , )      Y Xg X Y W g W X g W Y       

olur. Daha sonra gerekli düzenlemelerle 
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                                 ( , , ) ( , ) ( , )      Y Xg X Y W g W X g W Y                            (4.28)  

yazılabilir. Bu durumda Eş. 4.28 de, Eş. 3.7 kullanılır ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa  

                                      ( , , ) ( , ) ( , )    Y Xg X Y W g NW X g NW Y                     (4.29)  

dir. Böylece Eş. 4.29 da, Eş. 3.7 kullanılırsa  

                                      
 ( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

   

   

Y Y

X X

g X Y W g NW TX g NW NX

g NW TY g NW NY
                 (4.30)  

yazılabilir.  

Diğer taraftan Eş. 3.18 den 

                                                 ( )     X X XW W W   

dir. Buradan Eş. 3.21, Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 den  

                ( , ) ( , ) 0        X X XNW T W N W t X W n X W                              (4.31)  

yazılır. Bu durumda Eş. 4.31 de, Eş. 2.20 kullanılırsa 

                         ( , ) ( , )        NW X X XA X NW T W N W t X W n X W           (4.32)  

olur. Burada Eş. 4.32  nin teğet ve normal bileşenleri sırasıyla  

                                           ( , )   NU XA X T W t X W                                             (4.33)  

ve 

                                                ( ) ( , ) X N W n X W                                                   (4.34)  

dir. Böylece Eş. 4.30 dan  

  , , ( , ) ( , ) ( , ) ( , )      NW NW Y Xg X Y W g A X TY g A Y TX g NW NX g NW NY  

yazılabilir. Burada Eş. 3.19 dan 
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  , , ( , ) ( , )

(( ) , )

(( ) , )

  

   

   

NW NW

Y Y

X X

g X Y W g TA X Y g A TX Y

g N W N W NX

g N W N W NY

 

yazılır. Bu durumda Eş. 4.34 kullanılırsa  

                                 

  , , ( , ) ( , )

( ( , ), ) ( , )

( ( , ), ) ( , )





  

  

  

NW NW

Y

X

g X Y W g TA X Y g A TX Y

g n Y W NX g N W NX

g n X W NY g N W NY

 

olduğu görülür. Böylece gerekli sadeleştirmelerle  

                              
  , , ( , ) ( , )

( , ) ( , )

  

   

NW NW

Y X

g X Y W g TA X Y g A TX Y

g N W NX g N W NY
                       (4.35)  

olur.  Eş. 4.35 te, Eş. 4.4 kullanılırsa  

                            

  

 

 

2

2

, , ( , ) ( , )

sin ( , ) ( , )

( , ) ( , )

sin ( , ) ( , )





  

   

  

   

NW NW

Y X

NW NW

X Y

g X Y W g TA X Y g A TX Y

g W X g W Y

g TA X Y g A TX Y

g Y W g X W

 

yazılabilir. O halde 

     2, , ( , ) ( , ) sin , ,   NW NWg X Y W g TA X Y g A TX Y g X Y W  

olur. Buradan da gerekli düzenlemelerle  

      2cos , , , ,   NW NWg X Y W g TA X Y g A TX Y  

dir. Bu son eşitlikten her ,X Y D  için  [ , ]X Y D  olduğundan  

( , ) ( , ) 0 NW NWg TA X Y g A TX Y  

dır. Bu ise  

0 NW NWTA X A TX  

ifadesine denktir.  
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4.2.6. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. Bu 

durumda slant distribüsyon D  ın integrallenebilir olması için gerek ve yeter şartlardan biri 

her ,X Y D için 

                                          1 ( , ) 0X Y NYTY T X A X t X Y         

şartını sağlamasıdır. 

 İspat  

D  ve D  - distribüsyonları üzerine tanımlanan  projeksiyonlar  

                                
1 : ( ) ,M D         2 : ( )M D     

olsun.  Her ,X Y D  için Eş. 2.14, Eş. 3.7  ve Eş. 3.18 den  

( ) ( ( , )) 0             X X X X X XY Y Y TY NY Y X Y                         (4.36)  

olur. Burada Eş. 4.35 te Eş. 2.14, Eş. 2.20, Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 kullanılırsa  

  ( , ) ( , ) ( , ) 0            X NY X X XTY X TY A X NY T Y N Y t X Y n X Y    (4.37)                        

şekline dönüşür. Buradan da Eş. 4.36 da gerekli düzenlemeler yapılır ve Eş. 3.19 

denklemi kullanılırsa  

             ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0X NY XT Y t X Y A X N Y X TY n X Y                           (4.38)  

olduğu görülür. Böylece Eş. 4.37 nin teğet bileşenleri alınırsa 

                                          ( , ) 0X X NYTY T Y A X t X Y                                      (4.39)  

yazılır. Bu ifade tekrar düzenlenirse 

                               ( , ) 0X X Y Y NYTY T Y T X T X A X t X Y           

olduğu görülür. Böylece  



 55 
 

 
 

                                       [ , ] ( , )X Y NYT X Y TY T X A X t X Y                             (4.40)  

yazılabilir. O halde Eş. 4.40 denklemine 
1   projeksiyonu uygulanırsa  

                                    1 1, ( , )X Y NYT X Y TY T X A X t X Y          

olur. Dolayısıyla ,X Y D  için [ , ]X Y D  olduğundan   1 , 0T X Y   dır. Yani 

                                       1 ( , ) 0X Y NYTY T X A X t X Y        

dır.  

4.2.7. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. Bu 

durumda slant distribüsyonu D  ın integrallenebilir olması için gerek ve yeter şartlardan 

biri her ,Z W D  için  

                                ( , ) ( , ) ( )Z WNW NZ Z TW W TZ N D           

olmasıdır. 

İspat  

Her ,Z W D  ve Y D  için Eş. 3.3 eşitliğinden  

                       

 ( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

   

   

   

   

   

Z W

Z Z

W W

g Z W Y g W Y g Z Y

g W Y W Y

g Z Y Z Y

          

Buradan                            

                         ( , , ) ( , ) ( , )      Z Wg Z W Y g W Y g Z Y                                                   (4.41) 

olur. Böylece Eş. 4.41 de, Eş. 3.18 kullanılırsa  

                                  ( , , ) ( , ) ( , )      Z Wg Z W Y g W Y g Z Y                             (4.42)  

yazılabilir. Bu durumda Eş. 4.42 de, Eş. 3.21 ve Eş. 3.7 kullanılırsa  
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 ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )          Z Z W Wg Z W Y g TW Y g NW Y g TZ Y g NZ Y  

olduğu görülür. Burada Eş. 2.14 ve Eş. 2.20 kullanılırsa  

 ( , , ) ( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , )

( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , )

    

    





     

     

Z NW Z

W NZ W

g Z W Y g TW Y g Z TW Y g A Z Y g NW Y

g TZ Y g W TZ Y g A W Y g NZ Y
   (4.43)  

dir. 

Burada  Y D  için ( )    Y D T M  olduğundan  Eş. 4.43 

           ( , , ) ( ( , ) ( , ), )       Z Wg Z W Y g NW NZ W TZ Z TW Y   

formuna indirgenir. ,Z W D  için [ , ]Z W D  olduğundan  

                        ( , ) ( , ) ( )        Z WNW NZ Z TW W TZ N D  

dır. 

4.2.8. Tanım  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. 

i) Her  , X Z D   için ( , ) 0X Z   ise 'M ye D  -total geodezik, 

ii) Her  , X Z D   için ( , ) 0X Z    ise 'M ye D  -total geodezik,   

iii) Her X D  ve Z D  için ( , ) 0X Z   ise 'M ye mixed-total geodezik 

altmanifold denir. 

4.2.9. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M  

olsun. Bu durumda M ya mixed-total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur.  
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İspat 

Her ,X D Z D  ve ( )V M   için Eş. 3.8 ve Eş. 3.21 kullanılırsa   

( , ) ( , ) ( , )

( ) (( ) , )

( , )

( ( , ), ) ( , )

    

 

    

     

   

   

V X X

X X X

X X

X

g A X Z g Z V g V Z

g Z g V V Z

g tV nV NZ

g X nV NZ g nV NZ

 

elde edilir. Buradan Eş. 3.17, Eş. 3.20  kullanılırsa 

( , ) ( ( , ), ) (( ) , )

( ( , ), ) ( ( , ) , )

( , ) ( , ).



 

     

    

  

V X X

V

V V

g A X Z g X tV NZ g n V n V NZ

g X tV NZ g X tV NA X NZ

g NA X NZ g tNA X Z

 

dir. Buradan Eş. 3.10 kullanılırsa 

2

2

( , ) ( ( ) , )

( , ) ( , ),

     

 

V V V V

V V

g A X Z g A X A X T A X Z

g A X Z g T A X Z
 

Böylece 

2 2cos ( ( ) , ) cos ( , ) 0       V V Vg A X A X Z g A X Z  

dır. Buradan son ifade yorumlanırsa 2cos 0,  böylece
2


   veya Eş. 2.23 ten 

( ( , ), ) 0 g X Z V  dır. Bu durumda sırasıyla, M  ya anti-invaryant ya da mixed total 

geodezik altmanifolddur. 

4.2.10. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M  

olsun. Bu durumda ,M  ya D -total geodezik ya  da anti-invaryant altmanifolddur. 

İspat  

Her , ( )Z X D  ve ( )V T M  için Eş. 3.17, Eş. 3.10,  Eş. 3.27 ve Eş. 4.1 

denklemleri kullanılırsa 
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2

2

( ( , ), ) ( ( , ), ) (( ) , )

( ( , ), ) ( ( , ) , )

( , ) ( , )

( ( ) , )

( , ) ( , )

 

 

 

   

   

  

    

 

W

V

V V

V V V

V V

g Z X V g X tV NZ g n V NZ

g X tV NZ g tV X NA X NZ

g NA X NZ g tNA X Z

g A X A X T A X Z

g A X Z g T A X Z

 

veya 

  2 2cos ( ( ) , ) cos ( , ) 0.       V V Vg A X A X Z g A X Z  

dır. Buradan son ifade yorumlanırsa 2cos 0,  böylece
2


   ya da  ( ( , ), ) 0 g X Z V  

dır. Bu durumda sırasıyla, M  ya anti-invaryant ya da D - total geodezik altmanifolddur. 

4.2.11. Tanım 

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M  

olsun. Eğer D  ve D  distribüsyonları M  de total geodezik ise 'M ye kontak pseudo-

slant çarpım denir. 

Her , ( )X Y D  ve ( )W D  için Eş. 3.4, Eş. 3.7, Eş. 3.17, Eş. 3.21  ve  Eş. 4.3 

kullanılırsa 

                               

2

( , ) ( , ) ( ( ) , )

( ( , ), ) ( , )

( ( , ), ) (( ) , )

( ( , ), ) ( ( , ), )

( ( , ), ) ( , )

( , ) ( , )

( ( ) , ),

X X X X

X

X X

X

X X

X X X

g Y W g Y W g Y Y W

g X TY NW g NY NW

g X TY NW g N Y N Y NW

g X TY NW g nh X Y NW

g X TY NW g N Y NW

g N Y NW g tN Y W

g Y Y T Y W

    









 



      

  

    

 

  

    

      

  

buradan gerekli düzenlemeler yapılır ve Eş. 4.1 kullanılırsa 

                              2 2( , ) cos ( , ) 0    X Xg T Y W g Y W                                           (4.44) 

denklemine sahibiz. 
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Diğer taraftan her , ( )Z W D  ve ( )X D  için Eş. 2.14, Eş. 2.20, Eş. 3.7, Eş. 3.10, 

Eş. 3.21 ve Eş. 3.29  kullanılırsa 

2

( , ) ( , ) ( , )

(( ) , ) ( , )

( ( , ), ) ( , )

( ( , ), ) (( ) , )

( ( , ), ) ( ( , ), )

( ( , ), ) ( , ) ( , )

( ( )

Z Z Z

Z Z

Z

Z Z

Z Z

Z Z Z

g W X g X W g X W

g X W g X W

g TX Z NW g NX NW

g TX Z NW g N X N X NW

g TX Z NW g n X Z NW

g Z TX NW g N X NW g tN X W

g X X T X

 

   





 



 



      

   

   

     

  

    

     

2

, )

( , ) ( , ),Z Z

W

g W X g T X W   

 

yazılır. Son ifade de Eş. 4.1 den 

                   2 2cos ( ( ) , ) cos ( , ) 0         Z Z Zg X X W g W X                           (4.45) 

olur. Böylece Eş. 4.44 ve Eş. 4.45 in bir sonucu olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

4.2.12. Teorem   

Her ( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu ,M  

kontak pseudo-slant çarpımdır. 

4.2.13. Teorem  

( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant bir altmanifoldu M  olsun. 

Eğer N  tensörü, D -slant distribüsyon üzerinde paralel ise ,M  ya D -geodeziktir ya da 

,  D   üzerinde 2cos   karakteristik değeri ile 2n  nin bir karakteristik vektörüne 

sahiptir.  

İspat   

,N  D   slant distribüsyon üzerinde paralel ise her , ( )X Y D  için Eş.3.29 kullanılırsa 

                                              ( , ) ( , ) 0  n X Y X TY                                                (4.46)  

dir. Burada Eş. 4.46 da Y yerine ( ) ( )Y Y D    alınırsa  
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( , ( ) ) ( , ) 0     n X Y Y X TY  

olur. Buradan 

                                                   ( , ( ) ) ( , )    n X Y Y X TY                                   (4.47) 

yazılır. Şimdi Eş. 4.46  da n  uygulanırsa  

                                                2 ( , ( ) ) ( , )    n X Y Y n X TY                                   (4.48)  

dir. O halde Eş. 4.47 de Y yerine TY alınırsa  

                                                      2( , ) ( , ) n X TY X T Y                                          (4.49)  

denklemine dönüşür. Böylece Eş. 4.48 ve Eş. 4.49 dan  

              2 2 2( , ( ) ) ( , ) ( , ) cos ( , ( ) )            n X Y Y n X TY X T Y X Y Y  

olduğu görülür. Burada ya 0   dır; bu M  nin  D -geodezik olduğunu söyler ya da  ,

2cos   karakteristik değerli  2n  nin bir karakteristik vektörüdür. 

4.3. Kosimplektik Uzay Formların Kontak Pseudo-Slant Altmanifoldları 

Bu kısımda,  kosimplektik uzay formların kontak pseudo-slant altmanifoldları çalışıldı. 

Çalışılan bazı teoremlerde (Dirik ve Atçeken, 2016a) adlı çalışmadan da yararlanılmıştır.  

Kosimplektik uzay formların Ricci tensörü verilerek skaler eğriliği hesaplandı ve aynı 

zamanda kosimplektik uzay formların total umbilik kontak pseudo-slant altmanifoldunun 

 -Einstein olduğu gösterildi. 

4.3.1. Teorem 

Kosimplektik uzay form ( )M c nin kontak pseudo-slant eğrilik invaryant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M anti invaryant altmanifold ya da ( )M c  flat uzay formdur. 

İspat  

Eğer M  kontak pseudo-slant eğrilik invaryant altmanifold ise Eş. 3.52 den her 

, , ( )X Y Z M  için 

 ( , ) ( , ) 2 ( , ) 0
4

c
g Y TZ NX g TX Z NY g Y TX NZ    

Buradan Z  yerine Y yazılırsa 
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 ( , ) ( , ) 2 ( , ) 0
4

c
g Y TY NX g TX Y NY g Y TX NY    

Böylece    

                              
3

( , ) 0
4

c
g Y TX NY   

olur. Bu son denklemde X  yerine TY alırsak 

                               
3

( , ) 0
4

c
g TY TY NY   

dir. Buradan da  

                              2 23
cos ( , ) ( ) 0

4

c
g Y Y Y NY    

Son ifade yorumlanırsa ya 0c   ya da 
2


    olur. 

4.3.2. Teorem  

Kosimplektik uzay form ( )M c nin bir proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. 

O zaman M  nin S  Ricci tensörü her , ( )X W M  için 

 2

2 1

1

( , ) 2 1 3cos ( ( , ) ( ) ( ))
4

(2 1) ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ))

  

  
 



    

    
p q

l l

l

c
S X W p q g W X X W

p q g X W H g X e e W

                       (4.50) 

şeklinde verilir . 

İspat 

 Her , , ( )X Y Z M  için Eş. 3.47 eşitliğinin her iki tarafı ( )W M ile çarpılırsa 





( ( , ) , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
4

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 ( , ) ( , ) ( ( , ), ( , ))

( ( , ), ( , )).

 

     

   

   

 

  

  

 

 



c
g R X Y Z W g Z Y g W X g Z X g Y W X Z g W Y

Y Z g X W Y W g X Z X W g Y Z

g X Z g Y W g Y Z g X W

g X Y g Z W g X W Y Z

g Y W X Z

     (4.51)  

yazılır. ( ) 2 1,boy D p    ( )boy D q   olmak üzere ( ) 2 1boy TM p q     dir. Böylece 

TM D D

    nin bazını



 62 
 

 
 

 1 2 , 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 3 2 1, ,..., sec , sec ,..., sec , , , ,...,            p p p p p p p p p qe e e e Te e Te e Te e e e e

şeklinde seçersek, 1 ,i p   1 ,j p   , 2 2 2 1p k p q      olmak üzere 

  

  

2

1 1

2 1

2 2

2

( , ) ( ( , ) , ) ( ( ,sec )sec , )

( ( , ) , ) ( ( , ) , )

(2 ) ( , ) (2 1) ( ) ( )
4 4

3cos ( , ) ( ) ( ) ( , )

(2 1) ( ( , ), ) ( ( , ), ( ,

 

 

 

  

  

  

 

 

 

 

    

  

   

 



pP

i i j j

i j p

p q

k k

k p

i i

S X W g R X e e W g R X Te Te W

g R X W g R X e e W

c c
p q g W X p q W X

g W X W X g W X

p q g X W H g e W X e
1

2

1

2 1

2 2

))

( (sec , ), ( ,sec )) ( ( , ), ( , ))

( ( , ), ( , )).

       

 



 

 

 

 









p

i

p

j j

j p

p q

k k

k p

g Te W X Te g X W

g X e e W

 

yazılır. Burada  

 

2 1

1 1

2

1

2 1

2 2

( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))

( (sec , ), ( ,sec ))

( ( , ), ( , ))

   

   

 

 

 

 

 

 







 





p q p

l l i i

l i

p

j j

j p

p q

k k

k p

g X e e W g X e e W

g Te W X Te

g X e e W

 

dir. Böylece bu son ifade yukarıda yerine yazılırsa  

 2

2 1

1

( , ) 2 1 3cos ( ( , ) ( ) ( ))
4

(2 1) ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ))

  

  
 



    

    
p q

l l

l

c
S X W p q g W X W X

p q g X W H g X e e W

 

olduğu görülür. 

4.3.3. Teorem 

Kosimplektik uzay form ( )M c nin bir kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. O 

zaman M nin skaler eğriliği    
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2 22 22 1 3cos (2 ) (2 1) .

4

c
p q p q p q H                     (4.52) 

şeklinde verilir . 

İspat 

Eş. 4.50 de   lX W e  yazılırsa 

       

  2

2 1

1

( , ) 2 1 3cos ( , ) ( ) ( )
4

(2 1) ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ))

l l l l l l

p q

l l l l l l

l

c
S e e p q g e e e e

p q g e e H g e e e e

  

  
 



    

    
 

olduğu görülür. Böylece ( , ) 0    olduğu göz önünde bulundurulursa 

 
2 1

2 22 2

1

( , ) 2 1 3cos (2 ) (2 1) .
4

  
 



         
p q

l l

l

c
S e e p q p q p q H  

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

4.3.4. Teorem 

( )M c  kosimplektik uzay formunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. Bu 

durumda ( )M c nın 0c   olacak şekilde total umbilik proper kontak pseudo-slant 

altmanifoldu ,M  ya semi-invaryant altmanifold  ya da  anti-invaryant altmanifolddur. 

İspat  

( )M c  kosimplektik uzay formun total umbilik altmanifoldu ( . ) ( , )h X Y g X Y H  

eşitliğinde X   alınırsa 0H    olduğu görülür. Bu durumda Eş. 3.47 kullanılırsa  

                       ( ( , ) , ) { ( , ) ( , )} 0.
2

   
c

g R X Y Z Z g X Y g NZ NZ                              (4.52) 

yazılır. Eş. 4.52 de Y TX  alınarak, 

( , ) ( , ) 0. g X TX g NZ NZ  

dır. Böylece 
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( , ) ( , ) 0.g TX TX g NZ NZ   

olur. Burada Eş. 4.3 ve Eş. 4.4 kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 

2 2 2sin cos { ( , ) ( )} ( , ) 0g X X X g Z Z     

diğer bir ifadeyle 

2 2sin 2 { ( , ) ( )} ( , ) 0  g X X X g Z Z   

elde edilir. Buradan sin 2 0   dır. Yani 0   veya 
2


   olur. Böylece M  ya bir semi-

invaryant ya anti-invaryant altmanifold olduğu görülür. 

4.3.5. Teorem  

( ),M c kosimplektik uzay formunun total umbilik kontak pseudo-slant altmanifoldu M

olsun. O zaman M  nin S  Ricci tensörü her , ( )X W M  için 

                 2( , ) 2 1 3cos ( ( , ) ( ) ( )).
4

c
S X W p q g W X W X                                 (4.53) 

dir.  

İspat 

Eş. 2.18 ve Eş. 4.50 yi kullanarak  

 2

2 1

1

( , ) 2 1 3cos ( ( , ) ( ) ( ))
4

(2 1) ( ( , ) , ) ( ( , ) , ( , ) )

  

 



    

    
p q

l l

l

c
S X W p q g W X W X

p q g g W X H H g g e W H g X e H

 

Buradan da 

         

 2

2 1
2 2

1

( , ) 2 1 3cos ( ( , ) ( ) ( ))
4

(2 1) ( , ) ( ( , ), ( , ))

  

 



    

    
p q

l l

l

c
S X W p q g W X W X

p q g W X H g g X e g e W H
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elde edilir. Böylece ( )M c  kosimplektik uzay formun total umbilik altmanifoldu 

( . ) ( , )h X Y g X Y H  eşitliğinde X   alınırsa 0H   olduğu görülür. yukarıdaki eşitlikten  

Eş. 4.53 yazılır. Teorem 4.3.5 ten aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

4.3.6. Sonuç 

Bir kosimplektik uzay form ( )M c  nin her total umbilik pseudo-slant altmanifoldu ,M  bir 

  -Einstein altmanifolddur. 

Örnek   

,M  9  da           

( , , , , ) ( sinh , cosh , 2 sinh , cosh , cosh ,cosh , sinh , sinh , )       u v s t z u v u v s t t s t t z  

şeklinde tanımlanan bir altmanifoldu olsun. M  nin tanjant demeti   

              
1

1 2

sinh 2sinh ,e
x x

 
 

 
 

  
2

1 2

cosh cosh ,e
y y

 
 

  
 

 
5 .e

z



 


 

             
3

3 4

cosh sinh ,e t t
x x

 
 

 
 

4

3 3 4 4

sinh sinh cosh coshe s t t s t t
x y x y

   
   

   
                  

 dir. Şimdi 9  un   hemen hemen kontak metrik yapısı için koordinat sistemleri 

1 1 2 2 3 3 4 4( , , , , , , , , )x y x y x y x y z  seçilirse, 9  un hemen hemen kontak yapısını 

                             ( ) ,
i ix y


 


 

       ( ) ,
j jy x


 

 
 

              1 , 4i j    

                              ( ) 0,
z







     ,
z







     .dz    

şeklinde tanımlayabiliriz. Bu durumda 9( )i j

i j

U v T
x y z

 
  

   
  

 olmak üzere    

                                 ( ) ( ) ( ) ,i j i j

i j j i

U v v
x y z y x

    
    

    
    

  

                     2 2( , ) ,i jg U U v      2 2 2( , ) ,i jg U U v     ( ) ( , )U g U     
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 olur. Böylece 

                                                 2( , ) ( , ) ( )g U U g U U U     

                           2 ( )i j

i j

U v U U
x y z z

     
   

       
   

  

şartları sağlanmış olur. ( , , , ),g    9  un hemen hemen kontak metrik yapısıdır. 

Yukarıdaki baz vekörlerine   uygulanırsa 

  
1 2

1 2 1 2

sinh sinh , cosh cosh     
   

   
   

e e
y y x x

                          

3 4

3 4 3 3 4 4

cosh sinh , sinh sinh cosh cosh . 
     

     
     

e t t e s t t s t t
y y y x y x

 

elde edilir. Buradan 1 2

1 2

( , ) 3 10
cos

10

g e e

e e





    ve  1 3 10

cos ( )
10

   dir. Bu durumda 

1 2{ , } D sp e e  nin slant açısına sahip bir slant distribüsyon olduğu görülür. Diğer taraftan 

3e  ve 4e ,M  ye ortogonal olduğundan 
3 4{ , } D sp e e  bir anti-invaryant 

distribüsyondur. Böylece  M   hemen hemen kontak  metrik yapısıyla 9  un 5-boyutlu 

proper kontak  pseudo-slant altmanifoldu olur. 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER  

1) ( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. Bu 

durumda 

a) Anti-invaryant distribüsyon D  in integrallenebilir olması için gerek ve yeter 

şartlardan biri her ,X Y D   için  

                                                              NX NYA Y A X                                                    

        olmasıdır.  

b) Anti-invaryant distribüsyon D  in integrallenebilir olması için gerek ve yeter 

şartlardan biri her ,Z W D  için  

                                                         ( ) ( )Z WT W T Z                                                   

      olmasıdır.  

c) Slant distribüsyonu D  ın integrallenebilir olması için gerek ve yeter şartlardan biri 

her W D  ve X D   için  

                                                            0 NW NWTA X A TX   

      olmasıdır. 

d) Slant distribüsyon D  nın integrallenebilir olması için gerek ve yeter şartlardan biri 

her ,X Y D için 

                                          1 ( , ) 0      X Y NYTY T X A X t X Y   

      şartını sağlamasıdır. 

e) Slant distribüsyonu D  ın integrallenebilir olması için gerek ve yeter şartlardan biri 

her ,Z W D  için  

                                ( , ) ( , ) ( )Z WNW NZ Z TW W TZ N D           
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      olmasıdır. 

f)   ,M  ya D -total geodezik  ya da anti-invaryant altmanifolddur. 

g) ,M ya mixed-total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur.  

h-) Her ( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu

,M  kontak pseudo-slant çarpımdır. 

2-) ( , , , ),M g    kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant bir altmanifoldu M  olsun. 

Eğer N  tensörü, D -slant distribüsyon üzerinde paralel ise ,M ya D -geodeziktir ya da 

,  D   üzerinde 2cos   karakteristik değeri ile 2n  nin bir karakteristik vektörüne 

sahiptir.  

3-) ( )M c  kosimplektik uzay formunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M  olsun. 

Bu durumda ( )M c nın 0c   olacak şekilde total umbilik proper kontak pseudo-slant 

altmanifoldu ,M  ya semi invaryant altmanifold  ya da anti invaryant altmanifolddur. 

4-) ( )M c  kosimplektik uzay formların Ricci tensörü verilerek skaler eğriliği hesaplandı ve 

aynı zamanda kosimplektik uzay formların total umbilik kontak pseudo-slant 

altmanifoldunun  -Einstein olduğu görüldü. 

Bu çalışma ışığında bu konuyu çalışacak bilim insanlarının faydalanacağı kanısındayız.  

Çalışılan kontak pseudo-slant problemi başka manifoldlar için de denenebilir ve farklı 

sonuçlar bulunabilir. 
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