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1. GIRIS
Zaman skalas1 kurami ilk olarak Stefan Hilger’in 1988’deki doktora tezindeki strekli ve
ayrik ortamlardaki olaylarin analizini birlestirmek i¢in ortaya atilmistir. Bu yeni teori

uygulamali bilimlerde bircok alanda kendini gostermektedir. Bu alanlardan birisi zaman

skalasinda dinamik denklemlerdir.

Fark denklemleri teorisi yaklasik sekiz asirlik c¢alismalar sonunda sistematik bir hale
gelmisken, diferansiyel denklemler teorisi dort asirdir calisilmaktadir. Diferansiyel
denklemler teorisinin daha kisa siiredir ¢alisilmasinin sebebi, doga olaylariin kesiksiz

oldugunun var sayilmasidir.

Diferansiyel denklemler teorisi; fizik, kimya, biyoloji, astronomi, ekonomi ve diger
bilimlere ait matematiksel ifade yontemi olarak kullanilir. Ancak zaman siirekli olarak
ilerlese de, olaylarinin kendi i¢inde siireklilik ve siireksizlik hallerinin ayn1 anda varligi bir
gercektir. Dolayisiyla, her matematiksel olayr diferansiyel denklemlerle ve fark

denklemlerle ifade etmek miimkiin degildir.

Yukarida deginildigi gibi, dogada meydana gelen olaylarin her zaman siirekli veya kesikli
oldugunu soOyleyemeyiz. Dolayisiyla, zaman skalasi bize olaylarin denklemlerini
olusturmamizda biiyiik bir kolaylik saglamaktadir. Zaman skalasi teorisi sayesinde, strekli

olan veya siirekli olmayan doga olaylarinin formiilize edilebilmesi saglanmaktadir.

Zaman skalasi iizerinde tanimlanan bu denklemlere dinamik denklemler denir. Zaman
skalasinin  6zel durumlarinda dinamik denklemler, fark denklemi ya da diferansiyel
denklem haline donustr. Boylece fark denklemleri ve diferansiyel denklemler igin farkli
sonuclar vermek yerine, ikisini de birlestiren bir denklem yazilabilir. Zaman skalasini

Ozetlemek istersek, ayrik analiz ve siirekli analizi  birlestirir [1].
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Zaman Skalasi

Zaman skalasi reel sayilarin bos olmayan keyfi bir alt kiimesidir. Boylece

R, Z, N, N,
yani reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve pozitif dogal sayilar zaman skalasina
ornektir.

[0,1] U [2,3], [0,1]] UN ve Cantor kiimesi

yine birer zaman skalasina 6rnek iken

Q, R\Q, C, (0,1)
yani rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar, karmasik sayilar ve (0,1) agik araligi bir zaman
skalas1 degildir. Bu tezimizde zaman skalasinm1 T semboliiyle belirtecegiz ve T zaman
skalasinin standart topoloji olarak reel sayilardan devraldigi topolojiye sahip oldugunu
varsayacagiz. Zaman skalas1 ayrik ve siirekli analizi birlestiren bir teori olusturmak i¢in
Stefan Hilger tarafindan doktora tezinde baslatilmistir [2].
Bu kisimda zaman skalasi1 ve onlarin diferensiyellenebilir fonksiyonlarini tanitacagiz ve T
=R ve T =Z durumlarini sunacagiz. Yine de genel teori bir cok T zaman skalasi igin
uygulanir. Bunlardan bazilar1 6rnek olarak verilecektir. Simdi ise zaman skalas1 lizerinde
hesap yaparken kullanacagimiz ileri ve geri sigrama operatorlerini tanimlayarak

baslayalim.

2.1. Tanim
T bir zaman skalasi olsun. t € T ic¢in ileri Sigrama operatorti,
0:T->T, o(t):==inf{s € T:s >t}
iken, geri Sigrama operatorti,
p: T-> T, p(t) :=sup{s€T:s <t}
seklindedir.
Bu tanimla ilgili baz1 6zelliklerimiz var.
(i) Eger T bir t maksimumuna sahipse o(t) =t oldugunda inf@ = sup T olur.
(ii) Eger T bir t minimumuna sahipse p(t) =t oldugunda sup® = inf T olur.
(iii) Eger o(t) > t ise bu durumda t noktasi sag saciliml,

(iv) Eger p(t) < t ise bu durumda t noktasi da sol sag¢ilimli deriz.
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(v) Eger zaman skalasinin bir noktast hem sag sa¢ilimli hemde sol sagilimli ise izole nokta

olarak adlandirilir.

(vi)Eger t< sup T ve o(t) =t iset'ye sag yogun denir.

(vii) Eger t> inf T ve p(t) =t iset'ye sol yogun denir.

(viii) Eger zaman skalasinin bir noktasi hem sag yogun hem sol yogun ise yogun olarak

adlandirilir [2].

2.1. Cizelge Noktalarin Siniflandirilmasi

a sag sa¢ilimli o(a) >a
a sag yogun o(a)=a
a sol sagilimh pla) <a
a sol yogun pla) =a
a izole pla) <a<oa(a)
a yogun p(a) =a=oad(a)

2.1. Sekil Noktalarin Sematik Siniflandirilmasi

Py t; sagdan yogun ve soldan yogun
t
Py ® t2 soldan yogun ve sagdan sagilimli
t
o ® < <
t3 sagdan yogun ve soldan sagilimli
t3
® ® ® t4 sagdan ve soldan sacilimli(izole)
ty

Son olarak, u: T — [0, ) araliginda p(t) := o(t) —t ile tammlanan u(t) fonksiyonu
granil (tanecik) fonksiyonu olarak adlandirilir. Siniflandirmak i¢in gizelge 2.1 'e ve T ' nin
noktalarinin sematik siniflandirilmasi igin sekil 2.1’¢ bakimiz. t € T iken yukaridaki
tanimda o(t) ve p(t) 'nin her ikisininde T 'de olduguna dikkat edelim. Bunun nedeni T
'nin R'nin kapali bir alt kiimesi oldugunu varsaymamizdandir. Asagida T" kiimesini

tanimlayalim ve hangi durumlarda T zaman skalasini sagladigina bakalim. T sol sa¢ilimli
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bir m maksimum noktasina sahipse 0 zaman T = T -{m} dir. Aksi halde Tx =T

olur [2].
Ozetle:

T\ (p(sup T),sup T] ,eger sup T< o
T =
T ,eger sup T = oo

Sonolarak, eger f: T — R bir fonksiyonise f°: T— R ve her t e T igin

fo(t) = f(o(t)) fonksiyonu tanimlayacagiz.

Ornek
T=R ve T =7 orneklerini kisaca inceleyelim.
(i) T =R ise herhangi bira € R igin
o(a) = inf{s € R:s > a} =inf(a,©) =a
ve benzer sekilde
p(a) =supf{s € R:s < a}=sup(—wx,a) =a

olur. Dolayisiyla her a € R i¢in yogundur.

Granll fonksiyonu u ise herw € R icin p(w) = o(w) —w=w—w =0 bulunur.

(i) T =2Z iseherhangibita € Z igin

o(a) =inf{fe Z:f>a}=inf(a+1,a+2,a—3,..)=a+1
ve benzer sekilde

p(a) =sup{fe Z:f<a}=sup(..,a—3,a—2,a—1)=a-1
olur.

Dolayisiyla her a € Z i¢in izole noktadir.

Granil fonksiyonu p ise her a€ Z igin p(a) =oc(a) —a=a+1—a=1 bulunur.

Granill fonksiyonu olan p, bu durumda her a € Z icin p(a) =1 olacaktir. Her iki

durumda da grandil fonksiyonu sabit fonksiyondur.

Asagida goriilecegi tizere granll fonksiyonu zaman skalasindaki analizlerde merkezi bir rol

oynamaktadir. Genel durum igin bir ¢ok formiilin p(a) faktérini iceren bir terimi

olacaktir. Bu terim T =Z 'de p(a) =1 olur. Bununla birlikte T=R olmasi durumunda bu

terim p(a) =0 oldugundan kaybolmaktadir. Cesitli durumlarda bu gergek siirekli ve ayrik
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durumlar arasindaki farkin sebebidir.

Cizelge 2.2 de zaman skalasina 6rnekler verilmistir. Burada farkli zaman skalasi alindiginda,
buna karsilik p(t) granil fonksiyonu, o(t) ileri fark operatorii ve p(t) geri fark operatorii
hesaplanmigstir. Cizelge 2.2 de zaman skalasin1 farkli kiimeler aldigimizda ileri fark, geri

fark ve graniil fonksiyonlarinin nasil degistigini daha iyi anlayabiliriz.

2.2. Cizelge Zaman skalasina 6rnekler

T u(t) o(t) p(t)

R 0 t t

z 1 t+1 t-1

hz h t+h t-h

q* (@-1)t qt vq

2N T 2t t2

NG 2t +1 WEFT) WT=1)
Ornek

T= {a~':a € N} U {0} kiimesi icin

1 1
=i : -1 — =
o(a)=inflceT:c>a '} 1nf{a_ L7 ,1} 7

p(@) =sup{s€ T:s<a '}=sup{0,...,@a+2) L@+ D }=(>G@+1)!

ve granul fonksiyon

p@ =a(a—1)t—-a=

elde edilir.

Ornek
T= {%:a € NO} kiimesi i¢in

o(t) =inf{s€'ﬁ‘:s>%}

__f{a+1a+2 }_a+1(1_t)_t+1
—1n2,2,...—2 =t)=t+3




(t) =su {SET'S<E}_SU {0 3—13—1}—3_1<l—t>—t—1
PRV =5tp ] Al S A ) AR

dir. Granil fonksiyon,

1
t)=t+=
n(t) +3

bulunur.

Ornek

T = {¥n:n € Ny} kiimesi icin,

o® =inflseT:s>vn}=infvn+ L,vn+2,..}=vn+1(vn=t) =2 + 1
p(t) = sup{s € T : s <+v/n} = sup{..,vn—2,Vn—1} = vn — 1(vn=t)=Vt? = 1

ve graniil fonksiyon

pn) =Jt2+1-—t

bulunur.

Ornek
b € T olmak tizere o(p(b)) = b, p(c(b)) = b durumlarma 6rnekler verelim.
Q) T = {2":n € Z } U {0} 6rnegi i¢in,
o(t) =2tvep(t) = %
ise
p(c(0)) = p(0) =0, o(p(0))=p(0)=0

bulunur.

@i T= {3 n:n € Z} U {0} 6rnegi igin,

o) = YB3+ Lvept) = V3 -1

(p(o®) = p (V& +1) = t0(p)) = o (Vi 1) =t

bulunur.

(iii) T =1[0,2] U {3,4,5} Ornegi i¢in,
a) p(c(®)) =p(@) =4, o(p(3))=0(2)=3



b) p(c(2)) =p(3) =2, o(p(2)) =0(2) =3
buradan eger, nokta soldan ve sagdan ayni karekterli ise o(p(t)) = p(c(t))

soldan ve sagdan farkli karekterli ise G(p(t)) = p(c(t)) bulunur.

Ornek

T = {t4, t3, ..., t,} olsun.

S
S
S

=t —t)H(tz =)+ + (G — )+ (G — ) =4 —

2.1. Teorem (Tiimevarim ilkesi )

to € T olsun ve kabul edelim Ki

{S@®):t € [tow)}
ailesi asagidaki maddeleri saglayan ifadelerin bir ailesi olsun,

() S(ty) ifedesi dogrudur.

(i) ¢te [to,oo) noktasi sag-sagilimli ve S(t) ifadesi dogru ise S(o(t)) ifadesi de

dogrudur.

@) te [to,oo) noktasi sag-yogun ve S(t) ifadesi dogru ise, o zaman t noktasinin bir
U komsulugu vardir ki ,Vs € U N (t, ) i¢in S(s) ifadesi dogrudur.

(iv) te [to,oo) noktasi sol-yogun ve Vs € [t, t) i¢in S(s) ifadesi dogru ise, S(t)

ifadesi de dogrudur.

(v)  Budurumda S(t) ifadesi t € [ty ) icin dogrudur.

16
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3. DELTA TUREV VE TUREVLENEBILIRLIK

3.1. Turevlenebilirlik

3.1. Tanum

f: T - R fonksiyon verilsin ve t€T" olsun. Verilen bir >0 sayisi i¢in t'nin bir U

komsulugu (yani baz1 6>0 i¢cin U=(t-6,t+8)N T) olacak sekilde) komsulugu var ve her
s €U ic¢in;

|[f(a(®)-f(s)]- f * (D [o(D)-s]|<ela(t)-s|
esitsizligini saglayan f2(t)’ye f’nin t’deki delta (veya Hilger) tiirevi olarak adlandiririz.

Ornek

Eger f: T — R fonksiyonu her € T icin f(t)=a ise fA(t)=0 olur. Burada a€R sabittir.

Gergekten her e>0ve s€ T igin,

|f(a(6))-f(s)-0.(a(D)-s)[<e|o(t)-s]|
olmasi sebebiyle dogrudur. Yani sabitin tiirevi O dir.

Ornek
Eger f: T — R fonksiyonu her t€ T icin f(t)=t ise f2(t)=1 olur. Gercekten her € >0
ve her s€ TX icin;

f(a(D))-f(s)-1.(a(D)-s)|=|0(D)-s-(o(t)-s)[=0=<¢e|a(D)-s]
olmasi sebebiyle dogrudur.
Ornek
f: T- R, f(t)= t? olarak tanimlanan fonksiyonun Vt€T icin delta tiirevini bulalim.
VE>O0, VE(t- g,t+ £), o(t)#0 icin
|f(a(©)-f(s)- F4(1).[(0(D)-5)]| = |(c?(t)-s*)- FA(D).(a(t)-5)|< & |o(t)-s|
=lo(t)-s|-|(a(t)-s)- fA(D)I< e |o(D)-s|
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=|(0(®)-9)- FA(OI< e

dir. & keyfi pozitif bir say1 oldugundan mutlak deger 6zelliginden f2(t)=c(t)+t olarak

bulunur.

3.1. Teorem
Kabul edelim ki; f: T — R bir fonksiyon ve t € T*olsun. O zaman asagidakiler gecerlidir:
(i) ffonksiyonu bir t noktasinda tiirevi var ise f fonksiyonu t noktasinda siireklidir.
(if) f fonksiyonu bir t noktasinda siirekli ve t noktasi sag sagilimi ise f fonksiyonu t
noktasinda tiirevlenebilirdir ve
A f(o(t)) — £(t)
fot) = ———
(o)

saglanir.

(iii) t sag yogun olmak tizere f fonksiyonunun t noktasinda tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul

. f(y) — f(2)
lim—
Zoy y—1%
limitinin var olmasidir. Bu durumda
f(t) — f
fA(t) = hmw
s—t t—s

dir.

(iv) Eger f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise
f(o(t)) = f(t) + p(OFA(D)

elde edilir.

fspat

(i) f fonksiyonu t noktasindan tiirevlenebilir ve €€ (0,1) olsun.

e =¢g[1+ ||+ Zu(t)]_1 ,£%€ (0.1)

olarak tanimlansin.

[f(c(®) — f(s) — FA(®)[a(t) —s]| < *|o(t) —s|

olacak sekilde t noktasinin bir U komsulugu vardir. Boylecehers e UN (t—¢",t+¢" )

icin



{f(o(®) — £(s) = FA®O[o(t) — s} —
{f(o(®) — f(©) — n(OFA O} + (= s)FAD)
< e*|o(t) —s| + e u(t) + |t — s|fA(b)

(D) — f(s)] =

< &) + It — sl + p© +IfFA@|
< &1+ |F()] + 2u()]
=

elde edilir . Bu f fonksiyonun t noktasinda siirekli oldugu sonucunu verir.

(if) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t noktasinda sagdan sagilimli olsun. Streklilik

tanimindan

. f(o(® —f(s) f(o(®)—f®) f(o(®)— (D)

lim = =

s»t  o(t)—s o(t) —t u(t)
yazilir . € > 0 i¢in t nin Oyle bir U komsulugu bulunabilir, 0yle ki

floe(®) —f(s) _ _flo®) —f(® e
o(t) —s uo .
olur. Her s € U icin
o) = (9]~ o [o(6) 51| < elo(®)

elde edilir. Boylece;

f(o(t)) — f(t)

A =
FO="—10

elde edilir.

(iii) f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ve t noktasinda sagdan yogun olsun.
Bu taktirde € > 0 i¢cin icin t nin 6yle bir U komsulugu bulunabilir,dyle ki her s €
U igin,
|[f(c(®) — £(s)] — £(s) — FA(O)[o(t) — s]| < elo(t) — |
yazilabilir. 6(t) = t oldugundan,

[[f() — f(s)] —FA(O[t—s]| <elt—s|, VseU

f(t) — f(s)

—fA)] <
P— Mf<e

19



elde edilir. BOylece aranan s € U, s # ticin

f(t) — f(s)
s

f2(t) = lim
s—t t—

olur.
(iv) Eger o(t) = tise bu takdirde p(t) = 0 ve

f(o(t) = f(t) + p(OFA(D)
yazilir.

Diger taraftan eger o(t) > t ise ; (ii) nin yardimiyla

f(o(t)) — £()

— A
(0 = f(t) + n(OF(®

f(o(©) = f(©) + n(v)

elde edilir [2].

Ornek

T = R ve T= Z durumlarini inceleyelim.

(i) Eger T = R ise teorem 3.2 (iii) den dolay1 f: R — R delta tiirevlenebilir ve

s—t t—s
limiti sonlu olmak lGizere mevcut ise
f t - f S 12
fA>t) = hmM =f (t)
s—t t—s

olur.

(if) Eger T = Z ise teorem 3.2 (iii) den dolay1 f: Z — R delta tiirevlenebilir ve

f(o(t)) — f(t) _fe+ 1) - ()

PO =" 1

=f(t+ 1) — f(t) = Af

elde edilir.

Ornek

h> 0ve T = hZ = {hk: keZ} olsun.

Bu durumda teT olmak lizere o(t) = inf{ seT : s > t } veinf {t + nh : neN } = t + holur.
Benzer bicimde p(t) = t — h seklindedir. Her teT noktasi izole noktadir ve her teT icin
u(t) = o(t) —t =t+ h —t = h dir. Béylece p sabit olur.



f: T — R fonksiyonu ve her teT igin

f(o(t)) — £(©) _fe+h) —f(1)

PO="710 h

dir. Buradan

f2(a(t)) — fA(Y)
()

fAA(Y) =

_fAt+h) — A
B h

f(t + 2h) — f(t + h) — f(t + h) + f(t)

h

h

B f(t + 2h) — f(t + h) — f(t + h) + f(t)

hZ

_ f(t+2h) — 2f(t+ h) + (D)
= -

elde edilir. f2" (t) tiirevi benzer sekilde elde edilir.
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Benzer sekilde; her neNj icin 6" (t) = t + nh ve p"(t) = t — nh olur. Simdi A, = %(0 -0

Operatorii tanimlansin. Burada I, birim operatoriidiir.

Ay, operatérinun n-inci kuvvetini elde etmek igin, binom teoreminin operatdr versiyonu

kullanilirsa

n 1 n 1 \ n! k n—k
M= D" =5 ), g D
k=0

elde edilir. Elde edilen operatore uygulanirsa

n . - n! e
£A" (t) = h kzom(_l) k(e + kh)

elde edilir [2].
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3.2. Teorem

Kabul edelim ki;

f.g: T — R fonksiyonlari t € TX noktasinda tiireve sahip olsunlar. O zaman, asagidakiler
gecerlidir:

(i) f+g: T— R toplam t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

F+g) 2 ®=F @+ (O
dir.

(if) vO sabiti icin ©f: T — R fonksiyonu t de tlrevlenebilir ve
(©DA (V)= 0.1 (1
dir.

(i) f.g: T — R garpimi t noktasinda tiirevlenebilir ve

()" (1) = fA(Dg(t) + f(a(t))g* (V)
dir.

(iv) Eger f(t). f (o(t)) #£0 ise, f/g de tlrevlenebilir ve

[t D80 — f().g4(1)
G ©- 2(®).g(co(®)
dir [3].

fspat

f ve g fonksiyonlarmin t € T* noktasinda delta tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim.

(i) € > 0 olsun. Boylece burda t noktasimin U;ve U, komsuluklari icin,

If(o(©) — £(r) — FA®) (o() — 1| < %IG(t) i, rel

8(0(®) —8() ~ g2 OO ~r| < lo®@ =1 rel,

yazilabilir. U= U; N U, olsun. Vr € U igin



|(f+ 2 (o(®) — (F+ ) () = [A(D) + g* (D] (o (®) — 1)
=[(f(o(®) — f(r) = A (o(®) — 1) + g(0(V) — g(1) — g*(O (o (V) — 1)

< |(f(o(®) = f(@) = £A4(D). (o (®) — | + [g(a(®) — g(r) — g* (O (o (V) — 1)

€ &€
< — — — —
<3 lo(t) —r| + 3 lo(t) —r|
= glo(t) — |
elde edilir.

€€ (0,1)olsun.

& = £[1+ 0] + |3(o(®)] +g*®)1]

tanimlansin. Bdylece €* € (0,1) ve burada t noktasinin U;ve U, komsuluklari i¢in

|f(0(t) —f(r) — f2(®) (o(t) — r| < ¢&*lo(t) —r|, rey;

|g(c(®) — () —g* M (c® — D[ <elo® 1], reU,

yazilabilir. Teorem 3.1 (i) den dolay1 Vr € Us icin |f(t) — f(r)| < &*

seklindedir. U=U; N U, N Uz olsun. r € U i¢in

|(f2)(o(®) — (D () — [f*(De(c(®) + f(D®](a(®) — 1)
|[f(o(®) — f(r) = £ (0(t) = D]g(o(®))+[g(o(®) — g(®) — g* () (a(® — D]f(t)

+[g(o(®) — g(r) — g* (O (a(t) — D) — f{(O]+o () — DA B[f(r) — f(D)]
< ¢*lo(t) — r||g(0(t))| + €*|o(t) — s||f(t)| + €**|o(t) — r| + €*|o(t) — r||gA(t)|

=¢*|o(t) — rl[lg(a(®)] + If(D)] + & + |g2(®)]]
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=e*|o(t) — rl[1+ |(FO)] + |g(e®)] + g2 ®)]

=¢g|lo(t) —r|.
dir.

& o=( 0

_ l A A
= f(t)(g) O +f

1
g(o(V)
g2(t)
g(g(o(®)

_ P 0g® — g ®
g(g(o(v)

= —f()) = + £4(

V)

elde edilir ve ispat tamamlanr.

3.3. Teorem

@ bir sabit ve k € N olsun.

(i) f= (-0

seklinde taniml bir fonksiyon icin,

k-1
fA(t) = Z(O‘(t) —-0)V(t— @)k—l—v
v=0

(i) &0 =or

seklinde taniml bir fonksiyon icin,

k—1
1

#0 =) CH o

(c()—0)(t—0)#0

esitlikleri dogrudur.
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3.2. Tanim

f: T — R fonksiyonu verilsin. Eger f2 fonksiyonu T%* = (TX" kiimesindede tirevlenebilir
ise f fonksiyonunun ikinci tiirevi £22 = (£2)2: T%* - R seklinde tanimlanir. Benzer sekilde
n. mertebeden tiirev f2" : TX* > R biciminde tanimlanir. Gosterim olarak, o2 (t) =
(o(v) ve p?(t) = p(p(t)) yazilabilir. Sonug olarak ¥ n € Ny igin 6™ (t) = t + nh ve
p"(t) = t — nh olur. Ayrica p°(t) = o° (t)=t dir [2].

Ornek
Genel olarak f ve g fonksiyonu iki kez tirevlenebilir fakat fg fonksiyonu iki kere

tirevlenemez.
(fe)" = fig +fog"

yazilabilir. Ikinci tiirev alinirsa

((fg)A)A:(ng + fch)A .l fAAg + f4° gA + chgA + fof gAA
— fAAg + (fAc + ch)gA + fcogAA

elde edilir. Burada f2° = fA° geklindedir.

3.4. Teorem (Leibnitz Formulu)

SlEn) k tane o ve n-k tane A igeren, n uzunlugunaki miimkiin olan tiim dizilerden olusan bir

kiime olsun. Eger her A € S igin f* mevcut ise, Vn € N icin,

n k
@™ =) | > g
k=0 AE}((n)

esitligine Leibnitz formali denir [3].
Asagida 3.1 cizelgesinde zaman skalasina ait degisik ornekler verilmistir. Zaman skalasini
farkli aldigimizda, bu zaman skalasina karsilik gelen graniil fonksiyon, ileri ve geri sicrama

operatorleri hesaplanmistir.



3.1. Cizelge

ILERI SICRAMA
GERI SICRAMA
GRANUL
TUREV

o(0)
p(©)
o)
fA(©)

f(©)
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O0+1
0-1

Af(@)
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4. DELTA INTEGRAL

4.1 rd-Sureklilik ve Ozellikleri

4.1. Tanim

Bir f: T = R fonksiyonunun sag yogun noktalarindaki sagdan limiti var (sonlu) ve sol

yogun noktalarindaki soldan limiti var (sonlu) ise f fonksiyonuna duzenlidir denir [2].

4.2. Tanim

Bir f : T - R fonksiyonu sag yogun noktalarinda siirekli ve sol yogun noktalarindaki
soldan limiti var ise f fonksiyonuna rd-surekli denir.

f: T —» R seklindeki rd-sirekli fonksiyonlarin kiimesi C.4 (T, R) ile gosterilir [2].

4.3. Tanim

Bir f :T — R fonksiyonu, bir D ¢ TX bélgesi icin, her t €D noktalarinda tiirevlenebilir ve
THX\D bolgesi sag sagilimli nokta icermeyen sayilabilir bir kiime ise f fonksiyonuna D

bolgesinde on-tirevlenebilir denir [2].

4.1. Teorem

f: T — R olsun. Bu durumda

(i) fsarekliise rd-streklidir.

(it) frd-surekli ise dizenlidir.

(iii) o operatord rd-streklidir.

(iv) frd-slrekli veya dlzenli ise f° da Oyledir.

(v) fsurekliolsun. g: T — R fonksiyonu rd-strekli veya ise fog da dyledir[3].
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4.2. Teorem

Kapal1 aralikta her diizenli fonksiyon simirlidir [2].
fspat

Kabul edelim ki f:[a,b] > R fonksiyonu smirsiz olsun. Yani her nen igin t, €

[a.b] ve |f(tn)| > nolsun. {t,:n € n} c [a.b] oldugundan {tnk}kEn yakinsak bir alt dizi
vardir. Yani en az bir ty € [a.b] vardir ki,
D o = o

dir. {tnk:k € n} c T ve T kapali oldugundan t, € t dir. Bu durumda t, noktasi izole

olamaz. t; noktasina yukaridan yada asagidan yaklasan bir alt dizi vardir. Her iki durumda

da diizgiinliikten dolay1, t — tq iken f(t) nin limiti sonlu olmalidir ki bu bir ¢eligkidir [2].

4.3. Teorem (Ortalama deger teoremi )

f ve g fonksiyonlar1 T tiizerinde tamimli reel degerli fonksiyon olsun. Her iki
fonksiyon D turevlenebilir bdlgesinde ©On tirevlenebilir olsun. O zaman
her teD igin

fr@] <g*®

ise, r<s olmak Uzere V r,se T igin

|f(s) — f(r)] < g(s) — g(r)
saglanir [2].
fspat
r,s € tver < solsun.[r,s)\D = {t,:n € n} ile gosterelim ve € > 0 olsun.

Simdi tiimevarimi kullanarak, V t € [r, s]icin,

S():1(E) — F(O)| < g(t) — g(r) + e[Xe. < 27]

oldugunu gosterecegiz. Bunu gostererek ortalama deger teoremini ispatlamis oluruz.
Simdi 2.1. Teorem ile verilen tiimevarim prensibininin dort kosulunu kontrol edelim
(i) Asikar olarak S(r) ifadesi dogrudur.

(ii) t sag sa¢iliml1 olsun ve S(t) dogru olsun. Bu durumda



[f(0(9) — £()] = | + n(OFA® — ()]
< p(O[FAO[ + 1) — £
< pu®Og*®) + ) —g() +eft—r+ Xy, < 27"
=g(o(V) —g) +eft—r+ X, <oy 27"]
<g(o®) —g) +et—r+ 3 <o)27"]

olup S(o(t)) dogrudur [2].

(i) t=s sag yogun noktada S(t) dogru olsun (c(t) = t). Iki durum da g6z 6niine alalim.
Yani te D ve t¢D igin.

[k 6nce t € D olsun. Bu durumda fve g, t de diferensiyellenebilirdirler. Bundan dolay1

bir U komsulugu vardir, dyle ki; her r € U icin,

If() — £(r) — A (D) (t — 1)| < ;It .

ve

l8® — g —g* ()| < [t =
dir . Boylece,

160 — £)] < [[fC0) + 2] 1e =
ve

€
g —g®) —g*OC - = —ft—r|
dir. Bu durumda her r € U N (t, o) igin

|f(r) — £ < [f(r) — f©)] + |f(D) — f()]

< [fA(t) +§] [t —r] + |f(t) — f(r)| < [gA(t) +§] [t —r| + g(t) —g(r)e lt— r Z 2“‘

th <t

= 2O -0 +§(r—t) +a(0) — g(0) + e(t—1) +sz 2-n

th<t

€ €
<g() —g®+5 I —t+5 (=0 +g® g +gt—r) +e ) 27

th <t

29
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=g)—gr)+e|t—r+ Z 2 "
th <t
olup S(t) ifadesi her r € U N (t, ) i¢in dogrudur.
Simdi ikinci durum olarak t¢D olsun. Bu durumda bazi me n i¢in t = t,, olur.
fve g 6n — diferensiyellenebilir olduklarindan bir U komsulugu vardir,

oyleki;VreUicin,

I(r) — £(0)| < gz—m
ve

) — g <527
dir. Bundan dolayi,

g(r) —g(H)= — 27"

olur. Bunlar kullanarak,

|f(r) — f@)] < [f(r) — fO)] + [f(D) — f()]

3
SEZ‘“+g(t)—g(r)+s t—r+22‘n
ty <t
3 £
SEZ‘“+g(r)+§2‘“—g(r)+s r—r+22‘“

th <t

=e2™+g(r)—glr) +¢ r—r+22‘n

th <t

=gr)—gr)+e¢ r—r+22‘n

ty <t
elde edilir ki S(r), herr € U n (t, ) i¢in dogrudur.

(i) t sol yogun olsun ve her r < t i¢in S(r) dogru olsun. Bu durumda

lirrt]If(r) —f(r)| < lirrfl g) —g(r) +ejr—r+ Z 27"
r— r—

th<r
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Slirrfl g(r) —g(r) +¢ r—r+z:2_‘rl
r—
th<r

olup S(t) dogrudur [2].

4.4, Teorem

f diizenli olsun. Bu takdirde her t € D icin D turevlenebilir bolgesiyle dn-turevlenebilir ve

FA (t) = f (t) olacak bigimde bir F fonksiyonu vardir [2].

4.4, Tanim

f . T - R fonksiyonu dizenli olsun. O zaman, Teorem 4.2. deki gibi olan her F
fonksiyonuna f nin on-antitirevi denir. Bu durumda, ¢ keyfi bir sabit ve F; f nin 6n-

antitirevi olmak Uzere,
j F()An = F() + ¢

seklinde tanimlanan ifadeye diizenli f fonksiyonunun belirsiz integrali denir. Cauchy

integrali ise,
[ fm=F) - Fe) wyseT
y

ile tanimhidir [2].

Ornek

T = Z ve b sabit olmak Uizere b= 1 olsun.
bt A bt bt+l — pt
b—-1 b—-1 b—1

fbtAt— b’ +
“p-1'°

oldugundan
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elde edilir. Burada c keyfi bir sabittir.

4.5. Teorem

Her rd-stirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir. Ozel olarak, bir to € T ve herb € T igin

b
F(b) = jf(r)Ar

ile taniml1 F(b) fonksiyonu, f(b) fonksiyonunun anti-tlrevidir [2].

fspat
f rd-strekli olsun teorem 4.1. (ii) den dolay1 f diizenlidir. 4.4 teoreminden dolay1 6n-
antitiirevi vardir. F(ty) # t, olsun ve her t € D igin FA(t)f(t) olsun. Yani F fonksiyonu D
de 6n-diferensiyellenebilir olsun. Her t € T icin FA(t)=f(t) oldugunu gosterelim. (T\D <
T dir.)
Bu durumda t sag-yogundur. Ciinki TX\D de sag sagilimli nokta yoktur. F rd-siirekli
oldugundan, t de stireklidir. € > 0 olsun ve bu durumda bir U komsulugu vardir dyle ki,
her s € U icin,
If(s) — f(t)| < ¢
olur. Simdi tet icin
h(t) = F(1) — f(t) (T - to)
tanimlayalim. Bu durumda h; D de on-diferenseyellebilirdir. Bu durumda, teD igin
h2(t) = FA(1) — f(t) = f(1) — f(v)
olup, hers € D n U igin,
[h2(s)| = If(s) — f(D)| < ¢
olur. Bu ylizden
SupseDnU|hA(S)| <e€
olur. Her r € U igin,
|F(t) — F(r) — f(O(t - )|
= [h(®) + (O (t — to) — [h(r) — f(O(r — to)] — f(O(t — 1)
= |[h(t) = h(r)|
= {SupseDnU |hA(S)|}|t — 1|
<eglt—r|

olup F; t de diferensiyellenebilirdir ve F2(t) = f(t) dir [2].



4.6. Teorem

feCq ve te T ise;

o(t)
f f(v)At = p(o)f(t)

elde edilir [3].

fspat

4.5. Teoreminden dolay1 f nin bir F antitiirevi vardir ve,
o(t)
j f0at = F(o(0) - F(O
t

= R(HFA()
= nOf(®
olur [2].

4.7. Teorem

Eger f2(t) > 0 ise, f fonksiyonu azalan degildir.

4.8. Teorem
a,b,c €T, a€eR ve f,ge C,q olsun.

Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
b b b
(i) f (f(t) + g(t)HAt = f f(H) At + f g(t)At
b b
(ii) f a.f(t)At = a. f f(t)At
b a
f(HAt=—| f(t)A
(iii) L (HAt fb (HAt
b e b
(iv) f f(H)At = f f(t)At + f f(t)At
) f af(t)At= 0

b
(vi) f(t) = Oisej f()At = 0 dir.
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i) [ f(o(0)g® = (ED @ — () - [ 2 (Dg(DAL [3]
4.9. Teorem

a, beT ve feC,4 olsun.
(i) Eger T= R ise

b b
f f(H)At = f f(t)dt
a a
dir. Burada sagdaki integral Riemann integralidir.

(if) Eger [a, b] sadece izole noktalar1 i¢eriyorsa, bu taktirde

( f(t) i

p %ztemu(o ® j<p

f f(t)At=< 0 i=p

| DIRICICRES:
telp,))

(if) Eger T = hZ = {hk:ke Z } ,h > 0 ise, boylece

D7 fadh  a<b
b sz
j f(H)At=< 0 a=>b
a a
—Zh f(kh)h a>b
\ k=a/h

(iv) Eger T = Z ise boylece

. (Z:f(t) a<b
f f(H)At =<0 a=b

k_ zb__lf(t) a<b

elde edilir [2].
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4.5, Tanim

f fonksiyonu |a, o0) araliginda rd siirekli ve a€T, supT = oo ise genellestirilmis integrali
) b
f f(t)At :== lim f f(t)At
a n=e0 a

ile tamimlanir. Eger limit varsa genellestirilmis integral yakinsaktir. Limit yoksa

genellestirilmis integral 1raksaktir [3].

4.10. Teorem (Zincir kuralr)
g:R - Rslreklive g: T — R, T da diferensiyellenebilir foksiyon olsun. Ayrica f: R - R

surekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(fog)* (V) = f'(9(c))-8*(®

olacak sekilde [t, o(t)] reel araliginda bir ¢ noktasi vardir [4].

4.11. Teorem ( Ara deger teoremi ).
f: T — R fonksiyonu surekli, t,s € T ve t > s olmak Uzere,
f(s)f(t) < 0
saglantyorsa, bir © € [s,t) i¢in f(©) = 0 veya f(0)f(c(0)) < 0 olur [4].

Asagida 4.1 cizelgesinde zaman skalasina ait degisik ornekler verilmistir. Zaman skalasini

farkli aldigimizda, bu zaman skalasina karsilik gelen integral durumlari &zetlenmistir.

4.1 Cizelge

T R Y/

o
Juy

b b
integral f f(HAt f f(t)dt f(t)

-t
1l
)




5. BIRINCI MERTEBEDEN LINEER DINAMiIK DENKLEMLER
5.1. Ustel Fonksiyon

5.1.Tanim
h > 0 olsun. Buna gore Hilger karmasik sayilarini, Hilger eksenini, Hilger yedek

eksenini ve Hilger sanal cemberini sirali bir sekilde asagidaki gibi tanimlayabiliriz,
ch={zEc: zi—%}

1
rhz{zEch: Z€Er, Z>_H}
1
Ah={zEch: ZET, Z<_E}
1 1
Ih—{zEch- |Z+H|_H}'
Buradah = 0olursa ¢y =¢, ry =1, [j =ir, ag = @ ile tanimhdir. Ayn1 zamanda

h > 0 ve z € ¢, oldugunda,

’ s : zh+1]|-1
z’ nin Hilger reel kismi; Rey, (z) = | . ! :

) . . Arg (zh+1
z’ nin Hilger sanal kismi; Imy, (z) = %)

ile tanimlayabiliriz.

5.2. Tanim
p: T — R bir fonksiyon olsun. Her t € T®igin 1 + p(t)p(t) # 0
saglaniyorsa p fonksiyonuna regresiftir denir. Biitiin regresif ve rd —siirekli

fonksiyonlarailesi R, R(T) veya R(T, R)ile gosterilir.

5.3. Tanim

Biitiin regresif ve rd-siirekli fonksiyonlar ailesi ‘R, her t € T" ve p, q € R i¢in;

(P& (® = p(®) + q() + n(Op(Dq(t)

36

ile tanimlanan toplama @ islemi “circle plus” olarak adlandirilir, ve bu islem altinda

regresif ve rd-stirekli fonksiyonlar ailesi ‘R, Abelyen gruptur ve bu gruba regresif grup



denir [3].

5.4. Tanim

Yukaridaki tanimda @ islemi altinda p € ‘R’ nin toplamsal tersi;

p(t)

O P = T Op®

ile tanimlanir ve R’ nin elemanidir ve ayrica her t € T icin ve p, q € R i¢in;

(p© O = (PO(O 9)(V)
ile tanimlanan "circle minus" ¢ikarma © islemi de R’ dedir.

5.5. Tanim

Zaman skalasinda p € R olmak lizere her t, s € T icin;

ep(t,5) = exp I | & enar

ile tanimlanan fonksiyona tistel fonksiyon denir.

5.1. Lemma
Eger p € Rise herm,n,t € T icin
e, (t, m)e,(m,n) = e, (t,n)

yari1 grup 0zelligi saglanir [3].

Ispat

p € Rve her m,n,t € T olsun. 5.4. Tanim’ dan

e, (t, m)e, (1) = exp I | & @anexp [ | &oaman

= exp l]gu(t)(p(n))An‘-l_ j gu(t)(p(rl))Arl.
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= exp If ﬁu(t)(p(n))ArL

= ep(t,n)

olarak buluruz.

5.1. Teorem: m,n € R olsun,

() eots)=ey () =1

(i) em(a(®),s) = (1 +p®Om®)ey (ts)

(iii) ey (t,s) = =eom(st)

1
en (s,t)
(iv) eyn(t,s)en(s,r) =en(tr)

(V) en(ts)e,(ts) =engn(ts)

. em (t,s)
(vi) en (t,s) - em@n(t, )

‘s 1 A m (t)
vii) [ = — 2

em (+$)

esitlikler saglanir .

5.6. Tanim

p € Rise y2 = p(t)y birinci mertebeden lineer dinamik denklemi regresiftir denir.

5.2. Teorem

38

y2 = p(t)y birinci mertebeden lineer dinamik denklemi regresif ve t, € T olsun. O

zaman e, (., ty), zaman skalasindaki

y2 =pQ®)y,

baslangi¢ deger probleminin bir ¢éziimiidiir.
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5.3. Teorem

pERve ty ET olmak iizere y2 = p(t)y regresif denklemi icin, y, € R olsun. Bu

durumda y(t) = e, (t,to)y ile verilen fonksiyon,

y4=p®y, y(to) = yo €Y)

baslangi¢c deger probleminin tek ¢6ziimtdiir. Buradaki e,(t,ty) fonksiyonu lstel

fonksiyondur. 5.2. tanim’ 1na iligkin baslangi¢ deger problemi ise;
y®=p®y, y(t) =1 2
dir. Bu (2) denkleminin adjointi;

x4 = —p®)x°, x(t)) =1 3)
dir.

5.4. Teorem

p, regresif ve rd-stirekli ise (2) denkleminin ¢6ziimii tektir.
5.5. Teorem

p, regresif ve rd-siirekli ise e, (., ty) ve eg, (., to) sirasiyla (2) ve (3) denklemlerinin

tek goziimleridir. Agikea, p, regresif ve rd-stirekli ise 5.3. teorem’ den xpegy, (-, to)

x4 = —p(D)x°, x(to) = Xo (4)

baslangi¢ deger probleminin tek ¢éziimiidiir. Buna ek olarak, f rd-siirekli olmak iizere

(4) denklemini integral ¢arpani olan e (t, ty) yardimiyla;

A
[Xep ( ) tO)] = XAep ( ) tO) + pep ( ’ tO)XG = ep ( , tO) [XA + pXG] = ep ( ) tO)
denklemini ¢6zebiliriz. Her iki tarafin t, — t integrali alarak x i¢in bir formiile ulasiriz.

f(o(t) = f(t) + p(OFA(D)

esitligini kullanarak;



yA®) =p®y+f(t),  y(to) =yo

baslangi¢c deger problemini ¢6zebiliriz.

5.6. Teorem
p ve f rd-siirekli ve ayn1 zamanda p regresif olsun.

Xoeop (t to) + f eop (6 DIDA®

to

ve

Yoeop (b to) + j e, (t, S(O)FDAD

fonksiyonlari, sirasiyla (4) ve (5)’ i ¢ozer.

5.7. Teorem
Egerp,q € Rise

ep (., to)

ehoq(to) = (p—q) o7 (t0)
ql

olur.

5.8. Teorem

Egerp € Rvea,b,c € T ise

[ep(c, . ]A = —p[ep (. ]G
ve
b

j p(De, (c, c(t))At =ep(c,a) —ey(c,b)

a

dir.

)

40
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6. ZAMAN SKALASINDA KARARLILIK VE KARARSIZLIK

Rus matematik¢i A. M. Lyapunov (1857-1918) yillarinda yasamis fizik ve matematikle
ugrasmustir. A. M. Lyapunov adi diferansiyel denklem sisteminin kararligini ve kararsizlig
sorununun tiirevin varhi@i ya da yok olusu ile iliskilendirilmesinde Oncli olmustur.
Lyapunov diferansiyel denklemeler ile caligmaya basaladiktan sonra matematikgiler

kararlilik teorisinin somut problemlere uygulanabileceginin fark etmislerdir [4].

Bu c¢alismada birinci basamaktan dinamik denklem sistemlerinin x=0 denge ¢6zUmunin
kararliligini ve karasizligini inceliyoruz .

x2=f(x.t) ,t>t, x€D c R" (1)
Burada teT zaman skalasi olarak tanimlandiginda t, € T ve D kompakt bir kiimedir.
Metodumuz pozitif definet bir V:R" - R Liapunov fonksiyonu varligini igermektedir.
Boylece onun delta tiirevi V2 ve belirli integrali definet ve yar1 definet isaret dzelliklerini

saglayacak.

Varsayalim ki Vte T, t>t, , f(x,ty) € D olsun. Buradan x=0 denklem (1)’in bir
¢6zUmuUddr. Buna ek olarak f fonksiyonunun siirekli oldugunu ve (1) denkleminin
X(tg)=x, baslangi¢ kosuluyla birlikte varligi ve tek c¢oziiminiin garanti edildigini
varsayalim. Kolaylik icin t, € T, x, := x(ty) € D baslangic degerleri ile ¢oziim icin

X(t, Xg, to) ile gosterecegiz.

6.1. Tanim
@ : [0,r] - [0, oo] fonksiyonunu eger iyi taniml ( tek degerli ), siirekli ve [0, r] araliginda

kesin artan ise @ fonksiyonuna K sinifindadir denir.

6.2.Tanim
Eger Vt € Tve t =ty icin |x(t, X ,ty)| < P(x, ) sartin1 saglayan bir ® € K varsa (1)

denkleminin x = 0 denge ¢6ziimii kararlidir denir.

6.3. Tanim
(1) denkleminin denge ¢6ziimii kararli ve |Xy| < y igin

lim,_,q X (t,x0,tg) =0
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olacak sekilde bir y >

0 reel sayisi varsa (1) deki denge ¢oziimii asimptotik kararlidir denir.

6.4. Tamim
P:R" — R sdrekli bir fonksiyon ve P(0)=0 olmak lzere, eger x € D igin
®(|x]) < P(x) sartim1  saglayan & € Kvarsa bu fonksiyon pozitif definet olarak

adlandirilir.

6.5. Tanim
P(0)=0 olan sirekli bir P : R® - R fonksiyonunu herx € Dicin P (x) = 0 esitsizlgini

sagliyorsa bu fonksiyona D tizerinde yar1 pozitif definet bir fonksiyon denir.

6.6. Tanim

Q: [tg, 0] Xx R™ — R surekli bir fonksiyonu Q(t,0)=0 olmak tizere eger

d(x]) <Q(t,x) (VtET,t >tyvex €D)

olacak sekilde bir @ € K fonksiyonu varsa ® fonksiyonu [ty,00) XD (zerinde pozitif

definet bir fonksiyondur denir.

6.7. Tanim
Q:[ty, ) X R™ - R siirekli bir fonksiyonu Q(t,0) = 0 olmak tizere
vt € Ticint > t, ve x € D oldugunda Q(t,x) = 0ise Q'ya [ty, o) XD

tizerinde yar1 pozitif definet bir fonksiyon denir.

6.1. Teorem
Eger ki sifirm komsulugunda siirekli tiirevlenebilen pozitif definet V fonksiyonu igin V(t,x)

yar1 negatif tanimli ise (1) denkleminin x=0 denge ¢6zlimii kararlidir [4].

Ispat
V siirekli oldugundan dolay1 n € R yeterince kii¢ik ve |x| = ricin
V(X) <maxV(y)
lyl<r
V(X) > minV (y)

ri < |yl <r
dir.
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Burada r; r, ERve0< r; < r, dir. Monoton olan r fonksiyonuna K smifinin

fonksiyonlari ile yaklasilabilir. Yani @ (|x]) < V(x) < 0,(|x|) olacak sekilde @, 9, €
K vardir. V yari negatif tanimli oldugundan V(x), t’nin artmayan bir fonksiyonudur.t € T,
t>t, icin
V(x) <V(xo)
olur. Bu nedenle
B1(IxD) <V (x) = (x0) < D2(I%0])

yani @; € K oldugunda

x| < @3(Ix]) := 01" (@2 (X0))
dir. Buradan t > t; igin

Ix(t, %0, to) | < D3(I%01)

kararlilik saglar [4].

6.2. Teorem

Eger sifirin bir komsulugunda siirekli tiirevlenebilir pozitif definet bir V fonksiyonu varsa
€ € C.q([tg,);[0,0))ve @ € Kve t - o icin ftto €(s)As — oo, olmak lzere

V(t,X)< —e(D)@(|x]) esitsizligi saglanir. Bu durumda (1) denkleminin x=0 denge ¢zimii

asimptotik karalidir [4].

Ispat
Teo 6.1.in kosullar1 sagladig1 i¢in (1) denkleminin denge ¢6ziimii en azindan kararlidir.
Olmayana ergi yontemiyle,

R ER,, R > 0 ve |x| < Rigin tli_)rglolx(t)l #0

olacak sekilde bir x ¢ozlimiiniin var oldugunu kabul edelim. Ayrica
A< |x(t)| < R,Vt € Tvet > tyolacak sekilde var oldugunu kabul edelim. Bu durumda
a € Rvea > 0 vardir.

Simdi zaman skalasinin temel teoremlerinden,
ftto V(t, s)As = ftto [V(s)]2As = V(t) — V(t,).
Buradan
VOV (to) + [ [V(s)]*As < V(to) — f; e(s)B(IsDAs < V(to) — B(ItoD) J;, e()As

olur. Bu ylizden @ pozitif artan bir fonksiyon oldugunda ve a < |x| < R oldugundan bu

esitsizlikte t— oo iken V(X) = oo anlamina gelir. Buda V’nin pozitif olmasiyla gelisir [4].
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6.3. Teorem
Eger pozitif definet strekli tiirevlenebilen bir V fonksiyonu, bir € € C.([tg, ©);[0, o)) ve
bir @ € Kvarsa oyleki t —» oo iken ftto g(s)As — oo olmak lizere V(t,x) < e()0(|x])

saglaniyor ise (1) denkleminin denge ¢6ziimii kararsizdir [4].

Ispat
Olmayana ergi yontemiyle, denge ¢6ziimiiniin kararli oldugunu kabul edelim.
Budurumda t >ty ve Vt € Ticin [x(t)| < @(|x¢|) oldugundan bir @ € K fonksiyonu

vardir. Teo 6.2. de oldugu gibi
V(X)=V(x0) + [} [VEI* As < V(o) + B(Ix0) [ e()As

dir ve V’nin keyfi olarak biiyiik olabilecegini bununda bir celigki oldugunu goériiyoruz [4].

Sonug
Eger ki sifirn komsulugunda siirekli tiirevlenebilen pozitif definet V fonksiyonu i¢in V(t)

negatif definet ise (1) denkleminin denge ¢6ziimii asimptotik kararlidir.

fspat

Bu teorem 6.2°nin € = 1 icin 6zel ¢oziimiidiir. Ispat aynisidr.

Sonug
Eger ki sifira yakin bir komsulugunda bir pozitif definet surekli turevlenebilir bir V

fonksiyonu icin V(t,x) pozitif kesin definet ise (1) denkleminin denge ¢oziimii kararsizdir.

Ispat

Teorem 6.3.”Un € = 1 in 6zel durumudur. ispat aynisidir.
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7. ZAMAN SKALASINDA DEGiISMEZLIK PRENSIBI

Bu boélimde (1) denklemi icin Lyapunov fonksiyonu kullanarak degismezlik prensibi ilkesi
gelistirecegiz. a,b€ET, —0<a <0< b Ko ve E, R" de agik bir kiime olmak iizere
®: (a,b) — E olsun. Uygunluk ag¢isindan (1) denkleminin ¢dziimlerinin E’de tek oldugunu

varsayacagiz.

7.1. Tanim
I birim doniisiim olmak iizere, eger
I+(t,.)n(t)
doniistimii tersinir ise f donlisimii t’ye gore regresifdir denir. Her t€ T, t=t, icin
u(t) < 1oldugu siirece f fonksiyonu |f(t,x;) — f(t,x,| < L|x; — x|, esitsizligini

sagliyorsa regresif oldugu gosterilebilir.

7.2. Tanim
t, = b (t, = a) ve limd(t,) = p olacak sekilde bir dizisi varsa p noktasina @ nin bir
pozitif (negatif) limit noktas1 denir. @ nin bir pozitif (negatif )limit noktasi kiimesi 2(®), @
nin pozitif limit kiimesi olarak adlandirilir.
Her te T icin T(t) : R® — R" olmak uzere
X(t,x0)=T(t) x¢ ,
X(0,x)=T(0) xo, T(0)=I
olsun. Zaman skalasinin dinamik denklemlerinin temel teoreminden asagidaki 6zellikleri
soyleyebiliriz.
)] X(0)=x, kosulunu saglayan herbir X(t,x) ¢6zimi her x, € E icin
1(x0)= (a(xg), b(x()) maksimal tanim araligina sahiptir.
i) s,te T ve se I(xg), t€ I(X(s,xq)) olsun. Buradan o(t,s) € I(x, ) ve T(o(s +
t)) xo=T(o(s)) T(t)xy oldugu gosterilebilir.
iii) TXE kimesinde X rd-strekli ise her sonlu noktada X(t, x(t,,Xq))— x(t,y)

oldugu gosterilebilir.
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7.3. Tanim

Eger xo € ENG iken her t € [a,b(x())(t € (a(xp), 0] i¢in T(t)xo € G oluyorsa Ge R"
kiimesine pozitif (negatif) invaryant denir. G kiimesi hem negatif hem pozitif invaryant ise

buna zayif invaryant denir. Ek olarak eger her x5 € E NG ise G kiimesi invaryant denir.

7.4. Tanim
Bir X(t,x0)=T(t) ¢oziimii siirli ve her t € [a,b(x))(t € (a(xp),0] icin E nin smirida
higbir limit noktasina sahip degilse, bu ¢oziime E’ gore pozitif (negatif) 0n-kompaktir

denir.

7.5. Tanim
Kapal1 bir invaryant kiime, eger iki ayrik, kapali, bostan farkli invaryant kiimenin birlesimi

olarak yazilamriyorsa bu kiimeye baglantili invaryant kiime denir.

7.1. Teorem

Her Q(x() pozitif limit kiimesi, tiim limit noktalarini i¢erdiginden kapalidir [4].

fspat

Q(x9)'in pozitif invaryant oldugunu goéstermek icin y € Q(xo) NE ve te I(y) olsun.
Q(xg) N E bos olmadigindan b(xq) = oo dir. Bundan dolay1 n— oo igin t, = oo ve X(
t,, Xo)— y Ozelliklerini saglayan bir t, € I(xy) dizisi vardir. Yeterince biiyiik n igin
I(y)N I(x(t,,Xo)) bostan farklhidir ve x(t,x(t,,%q)) = x(t + t, Xo)— x(t,y) olur. Boylece

X(t,Y)E Q(xq) ve Q(xq) kimesi pozitif invaryant kiimesi olur [4].

7.2. Teorem
X(t, x¢) pozitif 6n-kompakt olsun. Bu durumda Q(xg) kiimesi E* dedir, bostan farklidir,
kompakttir, invaryanttir ve baglantili invaryanttir. Ayrica Q(xy) kumesi t, — oo igin

X(t, Xq) 1 yakinsadigi en kiigiik kapali kiimedir [4].

fspat
X(t, x¢) = T(t) X pozitif 6n-kompakt oldugundan sinirlidir. Bu da Q(x,), E* bostan farkli
ve sinmirhdir demektir. Q(xq) ayrica kapali oldugundan kompakttir. Dahasi, pozitif

invaryant oldugundan invaryanttir. T(t) x, 0n-kompakt oldugundan Xx(t,x,) = T(t) Xy =
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Q(xy) oldugunu gostermeliyiz. Hem T(t) x, hemde Q(xy) smirli oldugundan

d(T(t)x, (X)) ile gosterilen aralarindaki mesafe sinirlidir. Bundan dolayr T(t)xy, Q(xq)’
a yakisiyorsa t, —» o ve (t,xq) = T(t) xo olmak Uzere yakinsak bir t, € I(xq) dizisi
vardir. Fakat t, — o icin d(T(t)xg, Q(Xg)) uzakhigi 0’ a yakinsamaz. X(t,,Xq)'in limiti
Q(x() da olacagi igin bu durum miimkiin olmaz. Bundan dolay1 t, = o iken X(t,, x¢) =
Q(xq) a gider. Eger T(t,) xo = H ve H kapali bir kiimeyse bu durumda Q(xy)c H dir.
Bundan dolay1 Q(xg), T(t,) xo 1n yakinsadigi en kiigiik kapali bir kiimedir.

Q(X() 1n baglantili invaryant oldugunu gostermek i¢in Q(xq) mn bostan farkli, ayrik, kapali
ve invaryant Q; ve (, kiimelerinin birlesimi oldugunu varsayip olmayan ergi yontemini

kullanalim.

Q(xy) kompakt oldugundan Q; ve Q, de dyledir. Bu durumda Q; € U; ve Q, € U, olacak
sekilde ayrik agik U;ve U, kiimeleri vardir. T(t), Q; de siirekli oldugundan diizgiin
sureklidir ve Q; c V; ve T(t)(V;) € U; olacak sekilde bir V; agik kiimesi vardir. (X)),
T(t) Xo 1n yakinsadigi en kii¢iik kapali kiime oldugundan, n — oo iken t, — oo olan dyle
bir t, € I(xq) dizisi vardir ki T(ty, xo) hem V; hemde U,’ yi keyfi defa keser. Bunun
anlami sudur ki T(t, )x, ne V; de nede U, dedir. Boylece bu bir geliskidir, bdylece Q(x)

baglantili invaryanttir [4].

Denklem (1) e gore lyapunov fonksiyonuna (V) bagli olarak asagidaki notasyon yazilir.
(iv)HZ{X: Vx)=0,x€EnNn E}.
(V) M, H deki degismez en biiyiik kiimedir.
(vi)M*, H deki en biiylik zayif kiimedir.
(vii) M™, H deki en biiyiik pozitif degismez kiimedir.
(viii) Eger M* kompakt ise M=MX ek olarak Mc M* c M,
(ix)v1(c) ={x e ENE:V(x) = c}.

7.3. Teorem( Invarians prensibi)
V, E’de (1) denkleminin bir lyapunov fonksiyonu ve Xx(t,xq), her te [O,b(xo)] icin (1)
denkleminin E’de kalan bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda bazi ¢’ ler i¢in Q(xy) N E € M* N

V~1(c) dir [4].
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fspat

Farz edelim ki y € Q(xo) olsun. Burada b(xy) = o olur ve t, € I(x,) dizisi var dyle ki
X(ty xo) = y dir. V(X(t,xq)), t’ye gore artmayan oldugu igin her t€ [0, 00) igin V(X(t,;x¢))=
V(y) dir ve her bir ye Q(x) icin V(X(t,x))— ¢ = V(y) dir. Q(x() zayif pozitif invaryant
oldugundan Q(x() € H dir. Buradan Q(x,) € M* dir. Bundan dolay1 Q(xy) € E € M* n
V=1(c) olur. Eger x(t,x,) On-kompakt olursa Q(x,) invaryanttir ve Q(x,) € Ec Mn
V~1(c) dir. Ayrica t— oo iken X(t,x) = Q(xo) olup t— o igin x(t,xo) = M nV~1(c) dir
[4].



49
8. SONUC ve ONERILER

Bu tezde oncelikli olarak temel bilgilere dayanak olacak zaman skalasi tanimi yapilmstir.
Calismamiz boyunca zaman skalasi iizerinde tek degiskenli fonksiyonlarin analizini
inceledik. Baglantili kiimeler igin kullanmakta oldugumuz tanim ve teoremlerin keyfi
kapali kiimelere de uygulanabilirligi agisindan zaman skalasinin son derece kullanish
oldugu gorulmustiir. Zaman skalasinda tek degiskenli fonksiyonlar1 inceledigimizde ise
cok iyi tanidigimiz genel metrik uzay teorisinde gegerli olan agik yuvar, nokta komsulugu,
acik kiimeler, kapali kiimeler, kompakt kiimeler gibi temel genel kavramlarin, zaman
skalasinda da gecerli oldugunu gordiik. Fonksiyonlarin siireksizlik noktalarinda sigcrama
operatorl kullanilarak karsilasilan sorunlar ¢oziilmiis ve islemlerimiz daha genis bir tanim
kiimesine sahip olmustur. Turev almada gerekli olan sdreklilik kosulu; pargali
fonksiyonlarin tiirevini almamiza engel teskil ederken ileri sigrama ve geri sigrama
operatorleriyle bu sorun asilmis ve artik delta tirevin varligiyla her fonksiyon
tirevlenebilir hale gelmistir.  Aymi durum integral igin de s6z konusudur. Tanecik
operatorii yardimiyla elde ettigimiz integraller toplami elimizdeki fonksiyonun integraline
esit olmaktadir. Zaman skalasinda da tlirevin uygulamalarini kullanmakta tipki reel

sayilarda oldugu gibi tiirevin limitsel tanimini kullanmak oldukga islevsel olmustur.

Zaman skalsinda adi tiirevin de yine delta tiirev yardimiyla hesaplanabilecegini gosterdik.
Bu islem tekrar edildiginde yliksek mertebeden adi tiirevin hesaplanmasinda da herhangi
bir sorunla karsilasilmadigini géstermis olduk. Bu ¢alismada bir zaman skalasi {izerinde
delta tiirev, delta integral ve bunlarin temel 6zellikleri ispatli olarak detayli bir sekilde

caligilmistir.

A..M. Lyapunov adi diferansiyel denklem sisteminin kararligi ve kararsizligi sorununun
tirevin varligr ya da yok olusu ile iligkilendirilmesinde oOncii olmustur. Lyapunov
diferansiyel denklemeler ile calismaya basladiktan sonra matematik¢iler kararlilik

teorisinin somut problemlere uygulanabileceginin fark etmislerdir.

Bu ¢alismada birinci basamaktan dinamik denklem sistemlerinin x=0 denge ¢6zimundn
kararlilig1 ve karasizlig1 incelenmistir .

x2=f(x,t) ,t>t, x€D c R" (1)
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Burada teT zaman skalasi olarak tanimlandiginda t, € T ve D kompakt bir kiimedir.

Metodumuz pozitif definet bir V:R® - R Liapunov fonksiyonu varligin1 igermektedir.
Boylece onun delta tirevi V2 ve belirli integrali definet ve yar1 definet isaret 6zelliklerini

saglamistir.

Gosterilmistir ki sifirin komsulugunda siirekli tlirevlenebilen pozitif definet V fonksiyonu
icin VA(t) negatif definet ise (1) denkleminin denge ¢dziimii asimptotik kararlidir. Eger ki
sifirin bir komsulugunda bir pozitif definet siirekli tiirevlenebilir bir V fonksiyonu igin
VA(t,x) pozitif kesin definet ise (1) denkleminin denge ¢oziimii kararsizdir diyecegiz. Son
olarak (1) denklemi icin Lyapunov fonksiyonu kullanarak degismezlik prensibi ilkesi

gelistirilmistir.
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