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ÖZET 
 

Bu tezde, birim dairede holomorf ve sınırlı olan fonksiyonların farklı sınıflar için sınır davranışı 
incelenmiş olup, bu farklı sınıf için Schwarz lemması verilmiştir. Ayrıca sınırda bu sınıf için 
Schwarz lemmasının farklı versiyonları ele alınmıştır. Elde edilen sonuçlarda, birim diskin 
sınırında açısal limitin var olduğu kabul edilerek birim diskin sınır noktasında fonksiyonun açısal 
türevi incelenmiştir. 
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1. GİRİŞ 

Yüzyıllardır matematiğin en can alıcı konularından biri haline gelen Schwarz lemması 

klasik kompleks analizin de en önemli sonuçlarından biridir. Bu sonuçlar geometrik 

fonksiyonlar teorisi, harmonik analiz, kompleks dinamik sistemler ve diferansiyel geometri 

gibi birçok alana rahatlıkla uygulanabilir. Özellikle son zamanlarda pozitif reel 

fonksiyonlar için ayrı bir uygulama alanı oluşturmuştur. Şöyle ki bu fonksiyonlar 

elektronik mühendisliğinde empedans fonksiyonuna karşılık gelmektedir. Bu sonuçlar 

bilim adamlarını devre teorisi ve devre analizi çalışmalarına götürmüştür (Richards, 1947, 

Örnek ve Düzenli, 2018, Örnek ve Düzenli, 2019, Reza, 1962,). Schwarz Lemması basit 

olarak şu şekilde verilir: 

 

Schwarz Lemması. C  kompleks düzlem ve  : 1U z z   birim disk olsun. : f U U  

analitik fonksiyon ve  0 0f  olsun. Bu durumda  z U  için   f z z  ve  0 1 f  

olur. Bu eşitsizliklerde (herhangi bir 0z  noktası için) eşitlik durumu yalnızca 1   

olmak üzere,   f z z ,    olduğunda mümkündür (Dineen, 1989, Ahlfors, 1979, 

Ahlfors, 1938, Markushevich, 1965, Dubinin, 2007, Dubinin, 2000, Dubinin, 2002, 

Dubinin, 2005, Dubinin ve Olesov, 2004, Mercer, 1997). 

 

Schwarz Lemması’nın önemli uygulamalarından birisi de Liouville Teoremidir. Ayrıca, 

pozitif reel fonksiyonlar için Schwarz lemması önemli bir yer teşkil etmektedir. Şöyleki 

pozitif reel fonksiyonlar için elde edilen empedans fonksiyonları bir devreye karşılık 

gelmektedir. Bu devreleri L ve LC şeklinde gösterebiliriz. Örneğin, 

   2
1 2( ) (1) 1 1 ...Z s Z c s c s       pozitif reel fonksiyonu için, Schwarz lemmadan  

 (1) 1Z  eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin eşitlik hali ( )Z s s  fonksiyonu ile 

sağlanır. Bu pozitif reel fonksiyon elektronikte bobine karşılık gelmektedir (Örnek ve 

Düzenli, 2018, Örnek ve Düzenli, 2019, Reza, 1962, Richards, 1947). 
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Şekil1.1. Pozitif reel ( )Z s s  fonksiyonu için devre modeli 

Schwarz Lemması’nın daha genel hali Schwarz-Pick Lemması’dır. Bu lemmanın Schwarz 

lemmandan farkı,  0 0f  koşulunun kaldırılmış halidir (Dineen, 1989). 

Schwarz Lemması’nın önemli bir sonucu da sınırda Schwarz lemmasıdır. Son zamanlarda 

bu konuyla alakalı çalışmaların önemi oldukça artmıştır. Özellikle bu çalışmalar birim 

dairenin sınırındaki bazı noktalarda fonksiyonun türeviyle ilgilidir. Burada sınır noktasında 

fonksiyonun modülü 1 olarak alınmıştır (Mateljević, 2015, Mateljević, 2016, Mateljević, 

2016, Azeroğlu ve Örnek, 2013, Osserman, 2000, Boas, 2010, Burns ve Krantz, 1994, 

Dubinin, 2004, Krantz, 2011).  

Schwarz lemmasının bir sonucu olarak sınırda Schwarz Lemma’sını aşağıdaki şekilde 

verebiliriz:                                                                                                                                         

:f U U  analitik ve  0 0f  olsun. Ayrıca farz edelim ki, f  fonksiyonu bir 

 : 1b U z z    noktasına sürekli devam ediliyor,   1f b  ve   f b  mevcuttur. Bu 

takdirde, 

  1 f b                                                                                                                          (1.1) 

eşitsizliği elde edilir. (1.1)’de eşitlik hali sadece ( ) ,  if z ze R  olduğunda 

mümkündür. Osserman bu eşitsizliği aynı hipotezler altında ( )f z  fonksiyonunun Taylor 

açılımındaki katsayılardan 1 (0)c f   katsayısını ekleyerek aşağıdaki şekilde 

güçlendirmiştir: 

   
2

1 0
bf

f



                                                                                                          (1.2) 

(1.2) eşitsizliği kesindir. Öyle ki, 1 (0)c f  ’nin mümkün olan her bir değeri için eşitlik 

sağlanır (Osserman, 2000). 
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V. N. Dubinin f  fonksiyonunun sıfırdan farklı sıfırlarını da hesaba katarak Ossermanın 

sonucunu daha da kuvvetlendirmiştir (Dubinin, 2004).  

Sınırda Schwarz lemmasının önemli bir uygulamasıda pozitif reel fonksiyon için ortaya 

çıkmaktadır. Örnek ve Düzenli tarafından yapılan çalışmada Schwarz Lemması’nın sınırda 

analizi incelenmiş ve bu analizde elde edilen empedans fonksiyonlarına karşılık gelen 

devreler araştırılmıştır. Çalışmada sunulan teoremde, (0) 0Z   koşulu dikkate alınarak 

empedans fonksiyonunun türevinin modülünün aşağıdan sınır analizi yapılmıştır ve kesin 

sonuç elde edilmiştir. Elde edilen eşitsizliğin eşitlik hali için ( )Z s  fonksiyonu verilmiştir. 

Sınırda Schwarz Lemması’nın bir uygulaması olarak verilen bu eşitsizlik şu şekildedir: 
2

1 2( ) (1) ( 1) ( 1) ....Z s Z c s c s        ve ( )Z s  fonksiyonu (0) 0Z   ve sanal eksenin 

0s    noktasında analitik olsun. Bu taktirde 

 
   

2

1

2 2 2
1 2 1 1

2 (1)
(0) (1) 1

(1) 2 (1)

Z c
Z Z

Z c c c Z c

              

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte, eşitlik hali 

2

2( ) (1)
1

sZ s Z
s




 

fonksiyonu ile sağlanır. Bu fonksiyon aşağıda verilen şekildeki gibi bir devreye karşılık 

gelmektedir (Örnek ve Düzenli, 2018, Örnek ve Düzenli, 2019, Örnek ve Düzenli, 2019). 

 
Şekil 1.2. ( )Z s  empedans fonksiyonu için eşdeğer devre modeli 

 

Önceki sonuçlardan farklı olarak, f  fonksiyonunun sınır noktasında açısal limite sahip 

olduğu kabul edilmiştir. Açısal limitin tanımı ve onunla ilgili teoremler literatürde önemli 

bir yer almaktadır (Pommerenke, 1992). 
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Ossermanın (1.2) eşitsizliği daha genel sınıflar için elde edilir. Çalışmamızda farklı bir 

sınıf tanımlayarak Ossermanın çalışmasına benzer eşitsizlikler elde edilmiştir. 

Teoremlerimizde açısal limit kavramı kullanılmıştır. Açısal limit kavramı için aşağıdaki 

lemmayı vermemiz gerekir. 

Julia-Wolff Lemma. f  fonksiyonu b U  noktasında ( )f b U  açısal limitine sahip ve 

 0 0f   ve 1z   için ( ) 1f z   olsun. Bu taktirde  f b  açısal türevi mevcuttur ve 

1 ( )f b   olur (Pommerenke, 1992). 

Sonuç. f  analitik fonksiyonunun sonlu bir  f b  açısal türevinin olması için gerek ve 

yeter koşul ( )f b U  noktasında sonlu  f b  açısal limitinin olmasıdır (Pommerenke, 

1992). 

Ayrıca bizim ana sonuçlarımızı göstermek için gerekli olan lemmayı aşağıdaki şekilde 

ifade edebiliriz (Jack, 1971). 

Lemma (Jack's Lemma). ( )f z  analitik, sabit olmayan bir fonksiyon ve (0) 0f  olsun. 

Eğer ( )f z , 0z  noktasında, z r  dairesi üzerinde maksimum değer alıyorsa, o zaman 

0 0

0

( )
( )

z f z k
f z


  

eşitliği sağlanır. Burada 1k   bir reel sayıdır. 
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2. BİRİM DİSKİN SINIRINDA   SINIFI İÇİN SONUÇLAR 

 

Bu bölümde   sınıfına ait olan analitik fonksiyonlar için birim diskte Schwarz lemması 

verilecektir. Ayrıca ( )f z  fonksiyonunun açısal türevi aşağıdan değerlendirilecektir.  

 , U  birim diskte   2 3
2 3 ...   f z z c z c z  formundaki analitik olan fonksiyonların 

sınıfı olsun. Ayrıca  , tüm  f z   fonksiyonlarını içeren  ’nın alt sınıfı olsun.          

   
 

3
2

  
   

f z zf z
zf z

                                                                                                    (2.1)                            

koşulu sağlansın. 

  2 3
2 3 ...   f z z c z c z  birim diskte analitik fonksiyon olsun. Aşağıdaki fonksiyonu 

düşünelim.  

   
 

-1
 

1
 


p z

z
p z

.                                                                                                              (2.2) 

Burada    
 

 



zf z

p z
f z

  dir.  z  birim diskte analitik ve  0 0   dır. Gösterelim ki  

 z U  için ( ) 1z   dir. Farz edelim ki 0 z U  var öyle ki 
0

max
z z

   0 1z z     olsun. 

Jack Lemmasından ,   0
iz e     ve    

 
0 0

0






z z

k
z

  olduğunu biliyoruz. Böylece, 

(2.2)  den , 

   
 

 
  
 
  

 

0 0 0 0 0
2

0 0 0

0
2

0

2

2
1

1

2
1

1

21
1

i

i

f z z f z z z
z f z z

k z

z

ke

e













              
 
  
  
 
  
  

 





 

elde ederiz. 

     2 2 -

1 1
2 2cos1 2 21

i i

i i i ii

e e
e e e ee

 

    
  

   
 , 

olduğu için,  
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0 0 0

0 0

2 31
2(1 cos ) 2

  
      

f z z f z k
z f z

   

elde edilir. 

Bu sonuç (2.1) eşitsizliği ile çelişir. Bu da demektir ki birim diskte 0z  noktası yoktur öyle 

ki tüm zU  lar için 0  | ( ) 1|z   dir. Böylece zU  için   1 z  elde ederiz. 

Dolayısıyla  z  fonksiyonu Schwarz Lemmanın koşullarını sağlar. Eğer  z  

fonksiyonuna Schwarz Lemmayı uygularsak,  

   
 

 
 
  
 

2 2
2 3 2

2 2
2 3 2

2 2
2 3 2

2
2 3 2

2 2
2

2 2
2 3 2

3 2

1 2 - ...-1

1 2 - ..

2 -

. 1

2 - ...

2

2 2 - )

2 - ...

c z c c z
z

c z c c z

c z c c z

c z

z c c c z

c c c z

c c z

z



 

  


   

 


  


  

                                                                              

    
 

2
2 3 2

2 2
2 3 2

2 -

2 2 - )

c c c zz
z c c cz z

  


  
 

elde edilir. Üstteki ifadede her iki tarafın  0z    limitine geçersek, 

  20
2

 
c  

olur. Dolayısıyla, 2 1
2


c
 ve 2 2c  olarak bulunur.  

 
 21-


zf z
z

  fonksiyonu ile sonuç kesindir. Böylece aşağıdaki lemma elde edilir.  

 

Lemma 2.1.  Eğer  f z   ise, 

2 2c                                                                                                                               (2.3) 

olur. (2.3) eşitsizliği  
 21-


zf z
z

  fonksiyonu ile sonuç kesindir. 
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2.1. Temel Sonuçlar 

 

Bu bölümde, U ’da analitik fonksiyonların belirli sınıfında ( )f z  için bazı sonuçlar 

vereceğiz.  f z  olmak üzere, U  birim diskinde tanımlı   2 3
2 3 ...   f z z c z c z  

fonksiyonu için sınırda b  noktası ve   0f b   için ( )f z    fonksiyonunun açısal türevi 

incelenmiştir. Bu incelemede  f z  fonksiyonunun Taylor açılımındaki katsayıları dikkate 

alınarak elde edilen eşitsizlikler birbirlerine göre kıyaslanmıştır. Bu eşitsizliklerin eşitlik 

hali ayrıca ispatlanmıştır. 

 

Teorem 2.1.  f z  olsun. Kabul edelim ki, b U  sınırında  f b  açısal limite sahip 

ve   0f b   olsun. O halde, 

( )
( )

2
f b

f b                                                                                                                  (2.4) 

eşitsizliği vardır. (2.4) eşitsizliği  
 21-


zf z
z

  fonksiyonu ile kesindir. 

İspat.    
 

-1
 

1
 


p z

z
p z

 fonksiyonunu düşünelim. Burada    
 



zf z

p z
f z

 dir.  z  

fonksiyonu birim diskte analitik ve  0 0   dır. Jack lemmasından ve  f z 

olduğundan, 1z  için   1z   eşitsizliği sağlanır. Ayrıca, b U  için   1b   dir.

 z ’in tanımından 

   
  2

2

1



 



p z
z

p z
 

olduğu açıktır. Böylece, (1.1) den, 

   
 

 2

2
1 2

1



   



p b
b p b

p b
 

ve                                                 

  1
2

 p b  

elde edilir. Ayrıca    
 



zf z

p z
f z

 fonksiyonun türevini alırsak,  
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2

2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f z zf z f z f z z
p z

f z

   
   

olur.   0f b   koşulundan 

   
 

2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

f b bf b f b f b b bf bp b
f bf b

    
    

ve böylece 

( )
( )

2
f b

f b   

elde edilir. 

Şimdi (2.4) eşitsizliğinin kesinliğini gösterelim. 

 
 21-


zf z
z

                                                                                                                 (2.5) 

fonksiyonunu ele alalım. (2.5) eşitliğinin logaritmasını alıp sonra türeve geçersek, 

 
 2ln ln ,
1-

zf z
z

  

 
 

1 2
1-


 

f z
f z z z

 

ve 

   
 

21
1-


  

zf z zp z
f z z

 

elde edilir. Bu yüzden,    

 
 2

2
1-

 p z
z

 

ve 

     
 

 
 

1 1 1 1-1
1 1 2

f f
p

f f
   

   
 

 

 

olur. 

 f z  fonksiyonunun Taylor açılımında 2c  katsayısını hesaba katarak, (2.4)  eşitsizliğini 

aşağıdaki teoremde daha da kuvvetlendirmiş oluruz. 



9 
 

   
 

Teorem 2.2.  f z   olsun. Kabul edelim ki, b U  noktasında f  fonksiyonu  f b

açısal limite sahip ve   0f b   olsun. O halde, 

2

2 ( )
( )

2
f b

f b
c

 


                                                                                                               (2.6) 

eşitsizliği sağlanır. (2.6) ilişkisinde eşitlik hali 

 
 21-


zf z
z

 

fonksiyonu ile sağlanır. 

İspat.  z ’i yukarıdaki gibi alalım ve  (1.4) den, 

     
 

 2

22 2
1 0 1





   

 

p b
b p b

p b
 

elde edilir. 

 

   
 

 
 
 
 

 
 

2 2
2 3 2

2 2
2 3 2

-1
-1

1 1

2 - ...

2 2 - ...

zf z
p z f z

z
zf zp z
f z

c z c c z

c z c c z





 




 


  

                                                      

ve 

  20
2

 
c

 

olduğu için 

 
2

2 2
1

2




p b
c

 

ve 

 
  2

2
2



 
    z b

zf z
f z c

 

elde edilir. 

Şimdi (2.6)’nın eşitlik halini gösterelim. Aşağıdaki fonksiyonu ele alalım. 

 
 21-


zf z
z

                                                                                                                 (2.7) 
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(2.7) eşitliğinin logaritmasını alıp sonra türeve geçersek, 

 
 2ln ln ,
1-

zf z
z

  

 
 

1 2
1-


 

f z
f z z z

 

ve 

   
 

21
1-


  

zf z zp z
f z z

 

elde edilir. Bu yüzden,    

 
 2

2
1-

 p z
z

 

ve 

     
 

 
 

1 1 1 1-1
1 1 2

f f
p

f f
   

   
 

 

elde edilir. Diğer yandan,  

 
2 3

2 3 2...
1-

zz c z c z
z

    , 

 
2

2 3 2
1... 1

1-
c z c z

z
     

ve  buradan 2 2c   elde edilir. Böylece,  

2

2 2 1
2 2 2 2c

 
 

 

 

elde edilir. 

 

 f z  fonksiyonunun Taylor açılımında 2c  ve 3c  katsayısını hesaba katarak, (2.6)  

eşitsizliği aşağıdaki teoremde daha da kuvvetlendirilmiş olunur. 

 

Teorem 2.3.  f z   olsun. Kabul edelim ki, b U  noktasında f  fonksiyonu  f b

açısal limite sahip ve   0f b   olsun. O halde, 
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   2
2

2 2
2 3 2

2 2 -( )
1

2 4 - 4 -3

cf b
f b

c c c

 
   
  

                                                                          (2.8) 

ifadesi sağlanır. 

(2.8)  ilişkisinde eşitlik hali   21-


zf z
z

  fonksiyonu için sağlanır. 

İspat.  z  yukarıdaki gibi verilsin.  B z z  ve    
 
z

g z
B z


  fonksiyonunu düşünelim. 

 g z  fonksiyonu U  da analitik olur. Maximum prensibinden her z U  için 

  ( )z B z   olur. Basit hesaplamalar ile  

  20 1
2

 
c

g                                                                                                                  (2.9) 

ve                                                         

 
2

3 24 - 3
0

4
 

c c
h  

eşitlikleri elde edilir. Ayrıca,                                       

 
       

 




 

   
b b bB b

b B b
b B b

 

 olduğu görülebilir. 

     
   

- 0
1- 0


g z g

t z
g g z

 

fonksiyonunu düşünelim. Bu fonksiyon U  birim diskin de analitik, 1z   için ( ) 1t z  , 

(0) 0t   ve b U  için ( ) 1t b   olur. (1.4) eşitsizliğine ( )t z  fonksiyonunu uygularsak,  

 
 

    

2

2

1- (0)2 ( )
1 0 1- (0) ( )

1 (0)
-

1- (0)

g
t b g b

t g g b

g
b B b

g


  



 

 

sonucu elde edilir. 

 
    

2

2

1- (0)
( )

1- 0
 

g
t z g z

g g z
 

olduğundan, 
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2
3 2

2
3 2

2 2 2
22

4 -3
4 - 3(0) 40 ,
4 -1- 0

1-
2


   

 
 
 

c c
c cg

t
cg c

 

  
2

2
23 2

2
2

12 2 2 -1
4 - 3 1-1 24 -






c

p b
cc c

c

 

olarak alırız. Böylece 

 
  

2
2 2

2 2
22 3 2

2 4 - 2
2 -1

2 -4 - 4 -3





c c
p b

cc c c
 

   
2

2
2 2

2 3 2

2 2 -
2 -1

4 - 4 -3




c
p b

c c c
 

   
2

2
2 2

2 3 2

2 2 -
1 2

4 - 4 -3
 



c
p b

c c c
 

 

   2
2

2 2
2 3 2

2 2 -1 1
2 4 - 4 - 3

 
   
  

c
p b

c c c
 

olur. 

 

Şimdi (2.6)’nın eşitlik durumunu gösterelim. 

  21-


zf z
z

                                                                                                                  (2.10) 

fonksiyonunu alalım. (2.10) eşitliğinin logaritmasını alıp sonra türeve geçersek, 

   2ln ln - ln 1-f z z z , 

 
   

2

2 2

1 2 1
1- 1-

 
  

f z z z
f z z z z z

 

ve 

   
 

2

2
1
1-

 
 

zf z zp z
f z z

 

olarak elde edilir. Bu nedenle, 
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2 2

2 22 2

2 1- - 2 1 4 ,
1- 1-


  

z z z z zp z
z z

 

 
 22

4

1-
  

ip i i
i

 

ve 

  1 p i  

olur. 2 0c  ve 3 1c  olduğundan, 

 2
2

2 2
2 3 2

2 2 -1 1 1
2 4 - 4 - 3

 
  
  

c

c c c
 

olur. Teorem 2.3 de,   f z z nin 0z   dan farklı sıfırı yoksa (2.8) eşitsizliği daha da  

güçlenmiş olur. Bu da aşağıdaki teoremi vermemizi sağlar. 

 

Teorem 2.4.  f z  olmak üzere, U  da  f z z  nin 0z   dışında sıfırı olmasın ve 

2 0c   olsun. Kabul edelim ki, b U  noktasında f  fonksiyonu  f b açısal limite sahip 

ve   0f b   olsun. O halde,               

 
2 2

2

22
2 3 2

4 ln( ) 21-
2 4 ln - 4 -3

2

ccf b
f b

cc c c

  
     

  
    

                                                                   (2.11) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. 2 0c   olsun ve Teorem 2.3 deki  g z  fonksiyonunu düşünelim. (2.9) eşitliğini 

hesaba katalım ve logaritmik formun analitik dal tanımından  ln g z için  

  2 2 2ln 0 ln ln arg 0,
2 2 2

         
   

c c cg i  2 0c  

olarak yazılabilir. Buradan, 2ln 0
2

   
 

c  dır. 

     
   

ln - ln 0
ln ln 0




g z g
r z

g z g
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yardımcı fonksiyonunu alalım. Bu fonksiyon U  birim disk de analitik, z U  için, ( ) 1r z   

ve (0) 0r  , b U  için ( ) 1r b   olur. Bu yüzden, (1.4) eşitsizliğini  r z fonksiyonuna 

uygulayabiliriz. 

   
 

      22ln 0
ln ln 0

g z
r z g

g z g z g


 


 

ve 

   
 

      22ln 0
ln ln 0

g b
r b g

g b g b g


 


 

olduğundan, 

 
 

 

   
 
 2

2 ln 02 ,
1 0 ln ln 0

g g b
r b

g br g b g


 

 
 

 
   

 
 

   
 22 2

-2ln 0
-

ln 0 arg
g b b B b

g g b B b B b

  



 

 
   

   
 

 
 2 2 2

-2ln 0
-

ln 0 arg
g b b b bB b

g g b b b B b
 



 



                 

 
   

    2 2

-2ln 0
-

ln 0 arg
g

b B b
g g b

 


 

 
 

  2

-2ln 0
2 -1

ln 0
g

p b
g

  

olarak elde edilir. 

 
 

   
0

0
2 0 ln 0

g
r

g g


   

olduğundan ve bu yüzden, 

 

2
3 2

2
3 2

2 2 2
2

4 -3
4 - 340

-2 ln -4 ln
2 2 2

c c
c c

r
c c cc

  
            

 

olur. 

  2
23 2

2
2

2 -2 2 -1
4 - 3 ln1- 2

4 ln
2

p b
cc c

cc
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2 2
2

22
2 3 2

4 ln
21- 2

4 ln - 4 -3
2

cc
p b

cc c c

     
    

 

olur ve 

 
2 2

2

22
2 3 2

4 ln
1 21-
2 4 ln - 4 -3

2

  
     

  
    

cc
p b

cc c c
 

olarak elde edilir. 

 

Teorem 2.5.  f z   olsun. Kabul edelim ki, b U  noktasında f  fonksiyonu  f b

açısal limite sahip ve   0f b   olsun. 1 2, ,..., nz z z , U  da  f z z nin sıfırdan farklı 

sıfırları olsun. O halde, 

 

2

2 2
1

2 22
1 2 2

2 3 2 2
11 1

2 2 -
( ) 1-

1
2 - 1-

4 - 4 - 3 2

n

kn
k k

n n nk k k
k k

kk k k

z c
f b z

f b
b z z

z c z c c c
z





 

 
  
       

  
      




 
          (2.12) 

                                                                                                              

eşitsizliği elde edilir.  

 

İspat. ( )z  yukarıdaki gibi verilsin ve 1 2, ,..., nz z z  U  da  f z z nin sıfırdan farklı 

sıfırları olsun.  

1
1

-( )
1-

 
n

k

k k

z zB z z
z z

 

fonksiyonu U  da analitik ve z U  için 1( ) 1B z   dir. Maksimum prensibinden, her  

z U  için 1( ) ( )z B z   olur.  

1

( )( )
( )
zm z

B z


  

fonksiyonunu düşünelim. Bu fonksiyon, U  da analitik ve  z U için ( ) 1m z  dir. 

Özellikle, 
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2

1

(0)
2






n

k
k

c
m

z
 

ve 
2

2
3 2 2

1

1

1-
4 - 3 2

(0)
4







 




n
k

k k

n

k
k

z
c c c

z
m

z
 

olur. 

 

Ayrıca, kolaylıkla  

1
1

1

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

 


   
bB bb b b B b

b B b
 

 

ve 
2

1
1

1-
( ) 1

-

  
n

k

k k

z
B b

b z
 

ifadeleri elde edilir. 

 

( ) - (0)( )
1- (0) ( )

 
m z mz

m m z
 

bileşke fonksiyonunu alalım. Bu fonksiyon U  da analitik ve  z U  için ( ) 1z  dir. 

b U için (0) 0   ve ( ) 1b   olur. (1.4) ten, 

 
2

12

1- (0) 1 (0)2 ( ) ( ) ( ) - ( )
1 (0) 1- (0)1- (0) ( )

m m
b m b b B b

mm m b
 




     


 

          






2
n

2k n
kk=1

k=12 k
n

k
k=1

c
1+

2 z 1- z
= 2 p (b) - 1+

c b -z1-
2 z
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22
1

1
2

1

2 1-
2 ( ) - 1

-2 -







            






n

k n
kk

n
k k

k
k

z c z
p b

b zz c
 

 

elde edilir. 
2

2
3 2 2

1
2

2
3 2 2

11
2 2 2

1 2
2

2 1

1

1-
4 - 3 2

1-
4 - 3 24(0)

(0)
1- (0)

2 -
1-

4



















   
   
   

  
 
 
 










n
k

k k
nn k

k n k kk
k nk

k
k

n

k
k

z
c c c

z
z

c c cz zm
z

m
z cc

z

                                         

olduğundan, 

22
1

2
12 23 2 2 11

2
1 2

2
1

2 1-2 2 ( ) - 1
-1- 2 -4 -3 2

1
4 -












            


 
 
 









n

k n
kk

nn k kk k
kn k k

k nk
k

k

z c z
p b

b zz z cc c c
z

z
z c

, 

2
2

2
1

2 2
2 2

2 3 2 2
11 1

2 4 -

1-
4 - 4 -3 2



 

  
     

  
         



 

n

k
k

n n n
k

k k
kk k k

z c

z
z c z c c c

z

  

22
1

1
2

1

2 1-
2 ( ) - 1

-2 -







            






n

k n
kk

n
k k

k
k

z c z
p b

b zz c
, 

2

2
1

2 2
2 2

2 3 2 2
11 1

2 2 -

1-
4 - 4 -3 2



 

 
 
 

  
         



 

n

k
k

n n n
k

k k
kk k k

z c

z
z c z c c c

z

2n
k

k=1 k

1- z
2 p (b) - 1+

b- z

 
  

 
 

  

ve 
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2

2 2
1

2 2
1 2 2

2 3 2 2
11 1

2 2 -
1-1 1( ) 1

2 - 2 1-
4 - 4 -3 2





 

 
  
            

                   




 

n

kn
k k

n n nk k k
k k

kk k k

z c
z

p b
b z z

z c z c c c
z

 

olarak elde edilir. 
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3. SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada sınırda Schwarz lemmasının farklı versiyonları incelenmiştir.   sınıfını 

sağlayan analitik ( )f z  fonksiyonu dikkate alınarak ( )f z  fonksiyonunun açısal türevi b  

sınır noktasında aşağıdan değerlendirilmiştir. Bu değerlendirmede 

  2 3
2 3 ...   f z z c z c z  fonksiyonunun Taylor açılımdaki 2c  ve 3c  katsayıları 

kullanılarak yeni eşitsizlikler elde edilmiştir. Ayrıca ( )f z  fonksiyonunun sıfırdan farklı 

sıfırları dikkate alınarak elde edilen eşitsizlikler daha da kuvvetlendirilmişlerdir. 
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