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SIMGELER VE KISALTMALAR

Tez c¢alismasinda kullanmis oldugumuz simgeler yanda aciklamalari verilmek {izere
asagida listelenmistir.

Simgeler Ac¢iklama

C Kompleks diizlem

U Birim disk

oUu Birim diskin sinir1
f(2) Analitik fonksiyon
t(z) Yardimci fonksiyon
o(2) Tasvir fonksiyonu
r(z) Tasvir fonksiyonu
B/(z) Blaschke fonksiyon
Z(s) Empedans fonksiyon
c, Taylor a¢iliminin katsay1si
c3

Taylor agiliminin katsayisi

f'(b) Agisal tiirev



1. GIRIS

Yiizyillardir matematigin en can alict konularindan biri haline gelen Schwarz lemmasi
klasik kompleks analizin de en Onemli sonucglarindan biridir. Bu sonuglar geometrik
fonksiyonlar teorisi, harmonik analiz, kompleks dinamik sistemler ve diferansiyel geometri
gibi birgok alana rahatlikla uygulanabilir. Ozellikle son zamanlarda pozitif reel
fonksiyonlar i¢in ayri bir uygulama alani olusturmustur. Soyle ki bu fonksiyonlar
elektronik miihendisliginde empedans fonksiyonuna karsilik gelmektedir. Bu sonuglar
bilim adamlarin1 devre teorisi ve devre analizi ¢alismalarina gétiirmiistiir (Richards, 1947,
Ornek ve Diizenli, 2018, Ornek ve Diizenli, 2019, Reza, 1962,). Schwarz Lemmas1 basit

olarak su sekilde verilir:

Schwarz Lemmasi. C kompleks diizlem ve U ={z:|z| <1} birim disk olsun. f:U —->U
analitik fonksiyon ve f(0)=0 olsun. Bu durumda VzeU igin ‘f(z)‘ <lz| ve ‘f’(O)‘ <1
olur. Bu esitsizliklerde (herhangi bir z#0 noktast i¢in) esitlik durumu yalnizca |7/| =1

olmak iizere, f(z)=yz, y€R oldugunda miimkiindiir (Dineen, 1989, Ahlfors, 1979,

Ahlfors, 1938, Markushevich, 1965, Dubinin, 2007, Dubinin, 2000, Dubinin, 2002,
Dubinin, 2005, Dubinin ve Olesov, 2004, Mercer, 1997).

Schwarz Lemmasi’nin 6nemli uygulamalarindan birisi de Liouville Teoremidir. Ayrica,
pozitif reel fonksiyonlar i¢in Schwarz lemmas1 énemli bir yer teskil etmektedir. Soyleki
pozitif reel fonksiyonlar icin elde edilen empedans fonksiyonlari1 bir devreye karsilik

gelmektedir. Bu devreleri L ve LC seklinde gosterebiliriz.  Ornegin,
Z(s)=Z(D)+¢,(s—1)+c, (s—1)2+... pozitif reel fonksiyonu icin, Schwarz lemmadan
‘Z '(1)‘S1 esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin esitlik hali Z(s)=s fonksiyonu ile

saglanir. Bu pozitif reel fonksiyon elektronikte bobine karsilik gelmektedir (Ornek ve

Diizenli, 2018, Ornek ve Diizenli, 2019, Reza, 1962, Richards, 1947).



1H

Sekill.l. Pozitif reel Z(s)=s fonksiyonu i¢in devre modeli
Schwarz Lemmasi’nin daha genel hali Schwarz-Pick Lemmasi’dir. Bu lemmanin Schwarz

lemmandan farki, f (0) =0 kosulunun kaldirilmig halidir (Dineen, 1989).

Schwarz Lemmasi’nin 6nemli bir sonucu da sinirda Schwarz lemmasidir. Son zamanlarda
bu konuyla alakali ¢alismalarin énemi oldukg¢a artmustir. Ozellikle bu calismalar birim
dairenin sinirindaki bazi noktalarda fonksiyonun tiireviyle ilgilidir. Burada sinir noktasinda
fonksiyonun modiilii 1 olarak alinmistir (Mateljevi¢, 2015, Mateljevi¢, 2016, Mateljevic,
2016, Azeroglu ve Ornek, 2013, Osserman, 2000, Boas, 2010, Burns ve Krantz, 1994,
Dubinin, 2004, Krantz, 2011).

Schwarz lemmasinin bir sonucu olarak sinirda Schwarz Lemma’sini asagidaki sekilde

verebiliriz:

f:U—>U analitik ve f(0)=0 olsun. Ayrica farz edelim ki, f fonksiyonu bir

beoU = {z : |z| = 1} noktasina siirekli devam ediliyor,

f(b)‘ =1 ve f'(b) mevcuttur. Bu
takdirde,

Lf(b)| 21 (1.1)
esitsizligi elde edilir. (1.1)’de esitlik hali sadece f(z)=ze”,aeR oldugunda
miimkiindiir. Osserman bu esitsizligi ayn1 hipotezler altinda f(z) fonksiyonunun Taylor
acihmindaki  katsayilardan ¢, = f'(0) katsayisim1  ekleyerek asagidaki sekilde

giliclendirmistir:
2

") > —— 1.2
‘f( )‘>1+‘fr(0)‘ ( )

(1.2) esitsizligi kesindir. Oyle ki,

al=1'(0)

‘nin miimkiin olan her bir degeri i¢in esitlik

saglanir (Osserman, 2000).



V. N. Dubinin f fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlarin1 da hesaba katarak Ossermanin

sonucunu daha da kuvvetlendirmistir (Dubinin, 2004).

Smirda Schwarz lemmasinin 6nemli bir uygulamasida pozitif reel fonksiyon i¢in ortaya
¢ikmaktadir. Ornek ve Diizenli tarafindan yapilan ¢alismada Schwarz Lemmasi’nin sinirda
analizi incelenmis ve bu analizde elde edilen empedans fonksiyonlarma karsilik gelen

devreler arastirilmistir. Calismada sunulan teoremde, Z(0)=0 kosulu dikkate alinarak

empedans fonksiyonunun tiirevinin modiiliiniin asagidan sinir analizi yapilmistir ve kesin

sonug elde edilmistir. Elde edilen esitsizligin esitlik hali i¢cin Z(s) fonksiyonu verilmistir.
Sinirda Schwarz Lemmasi’nin bir uygulamasi olarak verilen bu esitsizlik su sekildedir:
Z(s)=Z(D)+c,(s—1D+c,(s— 1)* 4.... ve Z(s) fonksiyonu Z(0)=0 ve sanal eksenin

s = 0 noktasinda analitik olsun. Bu taktirde

2(2@) e, |)
(2(1))2 —‘Cl ‘2 +‘(2c2 +cl)Z(1)—c12

20> z(D)| 1+

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte, esitlik hali

2s

Z(s)=
()52+1

Z(1)

fonksiyonu ile saglanir. Bu fonksiyon asagida verilen sekildeki gibi bir devreye karsilik

gelmektedir (Ornek ve Diizenli, 2018, Ornek ve Diizenli, 2019, Ornek ve Diizenli, 2019).
&

[
|
ba| =
|-11

Sekil 1.2. Z(s) empedans fonksiyonu i¢in esdeger devre modeli

Onceki sonuglardan farkli olarak, f fonksiyonunun sinir noktasinda agisal limite sahip

oldugu kabul edilmistir. Acisal limitin tanim1 ve onunla ilgili teoremler literatiirde 6nemli

bir yer almaktadir (Pommerenke, 1992).



Ossermanin (1.2) esitsizligi daha genel siniflar icin elde edilir. Calismamizda farkli bir
sinif tamimlayarak Ossermanin c¢alismasina benzer esitsizlikler elde edilmistir.
Teoremlerimizde acisal limit kavrami kullanilmistir. Agisal limit kavrami i¢in asagidaki
lemmay1 vermemiz gerekir.

Julia-Wolff Lemma. f fonksiyonu b € 0U noktasinda f(b) e OU agisal limitine sahip ve

£(0)=0 ve |z|<1 igin |f(z)] <] olsun. Bu taktirde f'(b) agisal tirevi mevcuttur ve
1<|f'(b)| < o0 olur (Pommerenke, 1992).
Sonug. f analitik fonksiyonunun sonlu bir f'(b) agisal tiirevinin olmast i¢in gerek ve

yeter kosul f(b)eoU noktasinda sonlu [’ (b) acisal limitinin olmasidir (Pommerenke,

1992).
Ayrica bizim ana sonuglarimizi gostermek igin gerekli olan lemmay1 asagidaki sekilde
ifade edebiliriz (Jack, 1971).

Lemma (Jack's Lemma). f(z) analitik, sabit olmayan bir fonksiyon ve f(0)=0 olsun.
Eger | f(2)

z,/"(2,) —k
I (z)

esitligi saglanir. Burada k& >1 bir reel sayidir.

z| =r dairesi lizerinde maksimum deger aliyorsa, o zaman

, Z, noktasinda,



2. BIRIM DIiSKIN SINIRINDA 17 SINIFI iCiN SONUCLAR

Bu béliimde A7 sinifina ait olan analitik fonksiyonlar i¢in birim diskte Schwarz lemmasi

verilecektir. Ayrica f"(z) fonksiyonunun agisal tiirevi agagidan degerlendirilecektir.

A, U birim diskte f(z)=z+c,z’ +¢;z° +... formundaki analitik olan fonksiyonlarin

smift olsun. Ayrica A7, tim f (z) fonksiyonlarini igeren .4 'min alt simifi olsun.

%(f’(z;(zzf) ”(Z)]<§ @.1)

2
kosulu saglansin.

f(z)=z+c,2" +¢,2° +... birim diskte analitik fonksiyon olsun. Asagidaki fonksiyonu

diistinelim.
p(2)-1
= ) 2.2
o(z) ()51 (2.2)
Burada p(z)= Zj: ((Z)) dir. ¢(z) birim diskte analitik ve ¢(0)=0 dir. Gosterelim ki
Z

zeU igin ‘qp(z)‘<1 dir. Farz edelim ki z, eU var dyle ki max‘ ‘(p(z)‘ < “P(Zo)‘ =1 olsun.

‘Z‘S‘ZO

Jack Lemmasindan , ¢(z,)=¢" ve %(Z;) =k oldugunu biliyoruz. Bdylece,
Pz
(2.2) den,
R(f’(zo)"”zof”(zo)]:% 1+ 2ZO¢)’(ZO)2
z,/"(z,) (1+9(z)
=R|1+ 2kp(z,) -
(1+q0(zo))
i0
=71+ 2ke' 5
(l+e19)
elde ederiz.
ei9 ei@ 1 1

(1+ei9)2 (1+2ei9+ezie) (e'ie+2+eie):2+20039’

oldugu i¢in,



%(f’(zo)+zof"(zo)]:1+ 2k 22
Zof’(zo) 2(14+cos@) 2

elde edilir.

Bu sonug (2.1) esitsizligi ile ¢elisir. Bu da demektir ki birim diskte z, noktasi yoktur dyle
ki tim zeU lar igin |¢(z,)|=1 dir. Boylece zeU igin ‘(p(z)‘ <1 elde ederiz.
Dolayisiyla go(z) fonksiyonu Schwarz Lemmanin kosullarin1 saglar. Eger go(z)

fonksiyonuna Schwarz Lemmay1 uygularsak,

_ 1+czz+(2c3 -cj)z2 +...-1

qo(z - 1+czz+(2c3 -022)22 +..+1

czz+(2c3 -ci)z2 +...

B 2+czz+(2c3 -022)22 +...
z(cz+(2c3 -czz)z+...)

B 2+czz+(2c3 -022)22 +...)

qo(z) ~ (c2 +(2c3 -czz)z+...)
z 2+c22+(2c3 -022)22 +...)

elde edilir. Ustteki ifadede her iki tarafin z — 0 limitine gegersek,

c
olur. Dolayisiyla, % <1 ve |c2| <2 olarak bulunur.

f (z) = fonksiyonu ile sonug kesindir. Boylece asagidaki lemma elde edilir.

2

(1-2)

Lemma 2.1. Eger f(z)e M ise,

e, <2 (2.3)

olur. (2.3) esitsizligi f(z)= 0 z — fonksiyonu ile sonug kesindir.
-z



2.1. Temel Sonuclar

Bu bolimde, U’da analitik fonksiyonlarin belirli sinifinda f"(z) icin bazi sonuglar

verecegiz. f(z)e.M olmak iizere, U birim diskinde tammli f(z)=z+c,2* +¢;2° +...
fonksiyonu i¢in smirda b noktast ve f'(b)=0 i¢in f"(z) fonksiyonunun agisal tiirevi

incelenmistir. Bu incelemede f (z) fonksiyonunun Taylor agilimindaki katsayilar1 dikkate

almarak elde edilen esitsizlikler birbirlerine gore kiyaslanmistir. Bu esitsizliklerin esitlik

hali ayrica ispatlanmistir.

Teorem 2.1. f (z) € /M olsun. Kabul edelim ki, € 0U sinirinda f (b) acisal limite sahip

ve f'(b)=0 olsun. O halde,

£ z@ (2.4)
esitsizligi vardir. (2.4) esitsizligi f(z)= ~ fonksiyonu ile kesindir.
-z
. p(z)-1 . o 1 #f'(z) .
Ispat. ¢(z)= fonksiyonunu diistinelim. Burada p(z)=—>= dir. ¢(z
(-2 @-ZE o)

fonksiyonu birim diskte analitik ve ¢(0)=0 dir. Jack lemmasindan ve f(z)e M

oldugundan,

z|<1 igin ‘go(z)‘<1 esitsizligi saglanir. Ayrica, b€ oU igin ‘go(b)‘zl dir.
¢(z)’in tantmindan

2p'(z)
(p(z)+1)

oldugu aciktir. Boylece, (1.1) den,

¢'(z)=

14%)\:%:2\#@\
p(e)z3

elde edilir. Ayrica p (z) = fonksiyonun tiirevini alirsak,

/(2)



(S'@+7"(2) )= (1'2) =
(f2))

olur. f'(b)=0 kosulundan

p(2)=

(S () +bf"(B)) F(B)—(f ’(b))z b _ bf"(b)
(f(b)) Q)

p'(b)=

ve boylece

v | f®)
LF(®) > =

elde edilir.

Simdi (2.4) esitsizliginin kesinligini gosterelim.

f(z)= i _22)2 (2.5)
fonksiyonunu ele alalim. (2.5) esitliginin logaritmasini alip sonra tiireve gecersek,
z
Inf(z)=In (1_2)2 ,
fz)_1, 2
f (z) z 1-z
ve

=1+

p(e) =Ly, 2

f(z) 1-z
elde edilir. Bu yiizden,
vy 2
p (Z)_(l—z)z
oy | EDSED) D]
‘”'”“% 7 Hf(—l)%i
olur.

f (z) fonksiyonunun Taylor agiliminda ¢, katsayisini hesaba katarak, (2.4) esitsizligini

asagidaki teoremde daha da kuvvetlendirmis oluruz.



Teorem 2.2. f(z)e. M olsun. Kabul edelim ki, » €U noktasinda f* fonksiyonu /()

agisal limite sahip ve f'(5)=0 olsun. O halde,

=2

2+|c2|

esitsizligi saglanir. (2.6) iliskisinde esitlik hali

f(Z): (1—2)2

fonksiyonu ile saglanir.

Ispat. ¢(z)’i yukaridaki gibi alalm ve (1.4) den,

2 eyl 2ol
1+’ (0) sleel= p(b)+1] =2 )
elde edilir.

1 )
_plz)-1 Sz
AR E

f(2)

czz+(2c3 -022)22 +...

- 2 2
2+czz+(2c3 -cz)z +...

veE

o' (0) =%

oldugu i¢in

<2l
1+2
2

veE

[ij((zZ))L =

_2+|cz|

elde edilir.

Simdi (2.6)’nin esitlik halini gosterelim. Asagidaki fonksiyonu ele alalim.

(2.6)

(2.7)



(2.7) esitliginin logaritmasini alip sonra tiireve gegersek,

lnf(z):ln(l_z)z,

f(z) 1, 2

f(z) z 1-z

A, 2

p(z)— f(z) = 1-z
elde edilir. Bu yiizden,

N 2

p(z)_(l_z)z
(<GS ED| D)
Oy A2

elde edilir. Diger yandan,

2
z+e, 2 +0 2+ =

(1-2)
1
(1-2)

ve buradan c, =2 elde edilir. Boylece,

2 —_—
CzZ+ez" .=

2 2 1

2+]e| 242 2

elde edilir.

10

f(z) fonksiyonunun Taylor a¢iliminda ¢, ve ¢, katsayisini hesaba katarak, (2.6)

esitsizligi agagidaki teoremde daha da kuvvetlendirilmis olunur.

Teorem 2.3. f(z) e M olsun. Kabul edelim ki, » €U noktasinda f* fonksiyonu /()

agisal limite sahip ve f'(5)=0 olsun. O halde,



11

s SO 2(2-Jeal)
()= 1+4-|c2|2+\4c3-3c§\ (2.8)

ifadesi saglanir.

(2.8) iliskisinde esitlik hali f(z)=

> fonksiyonu i¢in saglanir.

-z

Ispat. ¢(z) yukaridaki gibi verilsin. B(z)=z ve g(z)= o(2) fonksiyonunu diisiinelim.

B(z)
g(z) fonksiyonu U da analitik olur. Maximum prensibinden her zeU ig¢in

‘(p(z)‘ <|B(z)| olur. Basit hesaplamalar ile

|2(0) :% <1 (2.9)
ve
, B ‘403 -3022‘
()=
esitlikleri elde edilir. Ayrica,
bo' (b , , bB'(b
ﬁ%w (b)) 2|B'(p)| = B(g))

oldugu goriilebilir.

t(z) = g(z)-2(0)

1-g(0)g(2)

fonksiyonunu diisiinelim. Bu fonksiyon U birim diskin de analitik,

z| <1 igin |i(2)| <1,
t(0)=0 ve b€ dU igin |t(b)| =1 olur. (1.4) esitsizligine #(z) fonksiyonunu uygularsak,

2 , -lgOf |,
<[ (b)) = ——=]g'(®)
RO 1-2 @) <0
1+|g(0) ,
<—= b)-|B' (b
< 1_|g(0)| {‘(P( )‘ ‘ ( )‘}

sonucu elde edilir.

1-|g(0)f
1'(z)= ﬁ(ﬂ +g'(2)|

(1-2(0)2(2))

oldugundan,




‘403-3022‘ .
: |2'(0) 4 4c; -3¢
£(0) = = = ,
T T
2
) 1+|022|
< 2(p'(b)-1

- 4c,-3c; 1_|C2|{ ‘p( )‘ }

4-|cz|2 2

olarak aliriz. Boylece

2
2(4-fef) 24l
4-|c2|2+‘4c3-3c22‘ 2-|02|

2(2'|cz|)2
4-|c2|2 +‘4c3 -3022‘ X

{2l ())-1)

2[p'(p)]-1

2(2'|cz|)2

4 -|c2|2 +‘4c3 -3¢,

9 (b)]> %{H 2(2-e)) ]

4-|c2|2 +‘4c3 —3022‘

1+

‘Sz‘p’(b)‘

olur.

Simdi (2.6)’nin esitlik durumunu gosterelim.

fonksiyonunu alalim. (2.10) esitliginin logaritmasin alip sonra tiireve gecersek,

Inf(z)=lz-In(1-2°),

f’(Z) 1 2z 1+2°

f(z) - z+1-z2 - z(l-zz)
ve

_A(e) 142
(Z)_ f(Z) 1-22

olarak elde edilir. Bu nedenle,

12

(2.10)
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22(1-22)-22(1+22) 4z

(=) (e

ve
[P ()=t

olur. ¢, =0 ve ¢; =1 oldugundan,

2
1, 2(22—|c2|)
2 4-|c2| +‘4c3—3c22‘

olur. Teorem 2.3 de, f (z)—znin z=0 dan farkli sifir1 yoksa (2.8) esitsizligi daha da

gliclenmis olur. Bu da asagidaki teoremi vermemizi saglar.

Teorem 2.4. f(z) € /M olmak iizere, U da f(z)—z nin z=0 disinda sifir1 olmasin ve
¢, >0 olsun. Kabul edelim ki, b€ 0U noktasinda f fonksiyonu f(b)agisal limite sahip

ve f'(b)=0 olsun. O halde,

4¢, In? (02)
N0 P
2 4c, In (022] -‘403 —3022‘

77 (b)| (2.11)
esitsizligi saglanir.

Ispat. ¢, >0 olsun ve Teorem 2.3 deki g(z) fonksiyonunu disiinelim. (2.9) esitligini

hesaba katalim ve logaritmik formun analitik dal tanimindan In g (z) i¢in

2

lng(O):ln(%j:ln 02

+iarg(%2]< 0, ¢,>0
olarak yazilabilir. Buradan, In (%j <0 dir.

r(2)= Ing(z)-Ing(0)
Ing(z)+Ing(0)
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yardimci fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon U birim disk de analitik, z€ U ig¢in, r(z)| <1
ve r(0)=0, b€dU igin |r(b)|=1 olur. Bu yiizden, (1.4) esitsizligini r(z)fonksiyonuna
uygulayabiliriz.

g'(z)
g(z)(lng(z)+ng(0))

r/(z) = 21ng(0)

g'(b)

r'(b)=2Ing(0) g(b)(lng b)+ lng(o))z

oldugundan,
2 ing(0) _|¢'(b)
<|r(b)= ,
SO N fge) o] | £0)

_ 2Ing(0) @,(b)_SO(b)B,(bﬂ
In* g(0)+arg’ g (b)| B(b)  B(b) |

_ 2Ing(0) go(b)||bg0’(b)_bB’(b)|
In* g (0)+arg’g(b)| 0* || 9(b) B(b) |

2In (0) / /
< (b)“‘P (b)HB (b)H

B In* g(O) +arg’ g

< -2lng(0){2|p/(b)| _1}

~ In? g(O)
olarak elde edilir.

: '(0)
: (0) - 2g(§)lng(0)

oldugundan ve bu yiizden,
‘4(:3 - 305‘

|r/(0)| _ 4 _ ‘4(:3 -3022‘
21[] e, 1[
2 2 2

olur.
2 -2
CESRNT
1- ni3

4c,In [C2
2
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4c, In? [Cz]
1- 2 < 2|p/(b)|

4czln[ ] ‘403 36’2‘

4c, lnz(czj
2
4czln( ] ‘403 302‘

olarak elde edilir.

olur ve

/()= 1-

Teorem 2.5. f(z)e. M olsun. Kabul edelim ki, »€0U noktasinda f fonksiyonu /()

agisal limite sahip ve f'(b)=0 olsun. z,z,,..,z,, U da f(z)-znin sifirdan farkl

sifirlar1 olsun. O halde,

2|2 : z,|-lc,
0l L (L1l
= |b -z, n ?
B4 Fl] e+ o

(2.12)
o 1- |Zk|

4c, -3¢ + 202

=1 k

esitsizligi elde edilir.

Ispat. @(z) yukaridaki gibi verilsin ve z,,z,,....z, U da f(z)—znin sifirdan farkls

sifirlar1 olsun.

B(z)—ZHZ al:

k=1 -ZkZ

fonksiyonu U da analitik ve zeU i¢in |B] (z)|<1 dir. Maksimum prensibinden, her
zeU igin |p(z)| <|B,(z)| olur.

¢(z)

’"”‘B(Z>

fonksiyonunu diistinelim. Bu fonksiyon, U da analitik ve zeU i¢in |m(z)|£1dir.

Ozellikle,
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[m(O)f=—F—
21l
k=1

veE

4e,-3¢; +2022n:1_|zk|

m'(0) = -
4H|Zk|
k=1

olur.

Ayrica, kolaylikla

') _| > B'(b)‘ _bB/(b)

o(b) ‘ B, (b)

ve

5/ (b)‘—1+H1 Ak

|b Zk|

1fadeleri elde edilir.
o) = M) -m(O)
1-m(0)ym(z)

bileske fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon U da analitik ve zeU ig¢in |g0(z)|<ldir

bedU igin 6(0)=0 ve |0(b)|=1 olur. (1.4) ten,

1-|m(0)
<lo'(v) = ﬂ—(”zlm’(bﬂ | Ol

-|B/(b

1+n7|

LI
= k=l Dly(b)-[ 1

- c, |p( )| +; |b—Zk|
2[ ]Iz

k=1
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2H|Zk|+|cz| | |2
==L 12|p'(b)|- 1+z|b Z|]
21};[|Zk|'|cz| k

elde edilir.
1 |Zk|2
4ey -3¢ +2¢, )
k=l Zg 2
; 4c¢. -3c¢2 +2c¢ Zn“l'|zk|
' |m'(0)| 4H|Zk| n 3 2 ) o
’ (O)|=1 mO)f =11k —
) k=1 )
2 -
| el 1) -+
4 =]
k=1
oldugundan,

2H|Zk| |cz| 2
- 1]z

< k=1 2pr(b) 14 P ’
1ol { o { z|b-zk|]}

4c, -3c; +202; 21;[|zk|-|c2|

Z

1+1;][|Zk| - ;
NEES
k=1

{{a)

n 1- 2
(Tl e+ Tl 302%2[ l%'}
k=1

k=1 Zk

2H|Zk| |cz| | |2
—EL121p'(b)- 1+z|b Z|]
2H|Zk| |cz| k
2T el
4(ll[|zk|] |Cz| +1_[|Zk|4c3 3c2+2022{1'|2k| ]

k=1
veE

n 1_ 2
o8]
k

k=1




n 1_
4e,-3c5 +2c, z

k=1

2
2 n 2 n
2
{TT0d | el +T Tl
k=1

k=1

|p'(b)| > %{1 +

olarak elde edilir.
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3. SONUCLAR

Bu c¢alismada sinirda Schwarz lemmasinin farkli versiyonlari incelenmistir. A7 sinifini
saglayan analitik f(z) fonksiyonu dikkate almarak f”(z) fonksiyonunun agisal tiirevi b
siir noktasinda asagidan degerlendirilmistir. Bu degerlendirmede

f(z)=z+c,2" +¢,2° +... fonksiyonunun Taylor agihmdaki ¢, ve ¢, Kkatsayilar

3
kullanilarak yeni esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica f(z) fonksiyonunun sifirdan farkli

sifirlar1 dikkate alinarak elde edilen esitsizlikler daha da kuvvetlendirilmislerdir.
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